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Abstract 
This paper develops heterogeneous beliefs of the asset pricing model with the evolution fitness in 
the case of the two types of agents. Introducing memory coefficient, the memory parameter in 
deviation between the fundamentalists market fraction and chartists market fraction, we develop 
an asset pricing model with heterogeneous beliefs. By using the theory of difference equation, we 
discuss about the system of the model for local stability bifurcation analysis, and obtain the effect 
of main parameters on the stability of the model. 
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摘  要 

本文扩展了异质信念下的含基本面分析者和图表分析者两类投资者的资产价格动态模型。引入记忆参数、

市场分数差的记忆系数，由此构建了一个资产定价模型。利用差分方程相关理论讨论了其确定性模型的

平衡解的存在性和稳定性。其次分析记忆系数的一些性质及其对稳定性区域的影响。 
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1. 引言 

在异质信念的资产定价模型中，非理性交易者会在进化的竞争市场中生存，这与 Friedman (1953) [1]
中提出的认为非理性交易者将从套利市场中被驱逐出去相矛盾。在大多数异质代理者资产定价模型中，

由于短期赢利能力驱动进化选择，非理性交易者可以幸存。与进化适应度有关的记忆长度、长期赢利能

力等是国内外读者感兴趣的。Lebaron (2001, 2002) [2] [3]发现，在金融市场中，若有更多的代理者有长记

忆性时，资产价格会产生微小波动，即长期投资者使得市场更加稳定，短期投资者使得市场价格剧烈波

动且阻碍资产价格收敛到其基本价值。Hommes and Tatiana Kiseleva (2012) [4]研究了含有常数的记忆参数

对价格动态的影响，讨论了累积效用 1γ = 和归一化效用 1γ ω= − 两种特殊类型，发现在累积效用中，随

着选择强度变大，分支路径变成了复杂的动态，而且注意到，在含有记忆的效用测量中，在价格序列中

暂时的泡沫和崩溃发生不太频繁，但是当它们发生时，价格与基本价格的偏差变得更大，持续时间更长。 
因此，本文在 Beum-Jo Park(2014) [5] (以下简称 BP)的基础上，在市场中同样考虑两类投资者：基本

面分析者和图表分析者，对两类投资者引入记忆参数 ,γ η 和市场分数差的记忆系数δ 。 

2. 含记忆系数的动态模型 

BP 文献中建立的动态模型如下： 
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  

  
  = − − + 

                    (1.1) 

其中 tx 代表 t 时风险资产价格与基础价格的偏差， 1 1fR r= + > ， fr 为无风险资产的收益率，k 表示图表

分析者的外推系数， tm 为 t 时两类交易者市场分数之差，β 表示市场中交易者的选择强度， Fα 为基本面

分析者的风险厌恶系数， ,C tα 为 t 时图表分析者的风险厌恶系数，c 为基本面分析者的交易成本。 

本文在 BP 的基础上扩展，假定市场中有两类投资者：基本面分析者和图表分析者，分别用 F，C 表

示。仍然考虑市场中只有一只风险资产和一只无风险资产。 

2.1. 记忆系数的引入 

BP 主要考虑 , ,F t F tU π= ， , ,C t C tU π= ，这里 ,h tπ 表示 t 时 h 类投资者的净收益， 
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( ), 1 , 1 1 , 1h t t h t t t t h tR z x Rx zπ δ− − − −= = − + ， tδ 是鞅差序列，令 0tδ = ， , 1h tz − 为 t − 1 时 h 类投资者对风险资产的

需求， ,h tU 为进化适应度函数。本文在此基础上引入记忆参数 γ ，η，则基本面分析者和图表分析者的

进化适应度函数为： 

, , , 1

, , , 1

,
.

F t F t F t

C t C t C t

U U
U U

γπ η

γπ η
−

−

= +
 = +

                              (1.2) 

γ ， [ )0,1η∈ 为记忆参数，γ 衡量 t − 1 时 h 类投资者的净收益对 t 时的适应度函数的影响程度，η衡

量 t − 1时h类投资者的进化适应度函数对 t时的适应度函数的影响程度。当 1, 0γ η= = 时即为BP的情形。 

同时，本文引入两类投资者市场分数差的记忆参数δ ，则 

( ), 1 , 1 1tan
2t F t C t tm h U U mβ δ− − −

 = − +  
，                           (1.3) 

记忆系数 [ ]0,1δ ∈ 是实数。 

2.2. 于是我们得到如下的非线性动态系统 
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通过增维降阶，动力系统变为 
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         (1.5) 
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3. 确定性系统分析 

令 ( ), , , , ,, , , , , , , ,t t t t F t C t t C t F t C tX x y z u u m U Uα ′= ，模型的确定性系统为： 9 9:F R R→ ，即 ( )1t tX F X −= ， 
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( )T* * * * * * * * * *, , , , , , , ,F C C F CX x y z u u m U Uα= 为其平衡解，满足 ( )* *X F X= ，即为以下等式： 

( ) ( ) ( )

( )

( )( )

2

2

2

2

2

1 ,
1 1

,

,

,

,

1 tanh 1 ,
1 2 22

exp 1 ,

1 1 ,
1

1
1

C C

F F

F F

C C

F C
F C

F

C C

F
F

C
C

k mx x
R

m

y x
z y
u U

u U

k R cm R R x u u

R x

U R R x c

U

α α
α α

βγ β βη
δ α σ α

α

α α τ

γ
η α σ

γ
η α σ

∗
∗ ∗

∗ ∗
∗

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗
∗

∗ ∗

∗ ∗

∗
∗

−
=

 
+ + − 

 
=

=

=

=

  
  −  = − + − + −
  −
  

  
 = − 

 
= − − −  

=
−

( )( )( )2
1 .k R R x∗



























− −


               (2.1) 

定理 1 (平衡解的存在性)： 

令
( )

tanh
2 1

eq cm β
η

 
=   − 

， eq
C Cα α= ，

1
eq eq
F F

cu U
η

= =
−

， 0eq eq
C Cu U= = ， x∗± 为下式的解(若存在) 
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1、当 0 k R< < 时， 0X 为唯一的平衡解， ( )0 0,0,0, ,0, , , ,0eq eq eq eq
F C FX u m Uα= ； 

2、当 1 , 1C

F
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 
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F
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> 时，存在平衡解 0 2,X X ， ( )2 , , , , , , , ,F C C F CX x x x u u m U Uα∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= − − − ； 
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 
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α
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证明：由(2.1)第一式可知 0x∗ = 恒成立，当 0x∗ ≠ 时，可解得
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，则 1m∗ < − ，又由(2.1)第 7 式可知 0Cα
∗ > ，但是
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F
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 
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−
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 
时， 1 0m∗− < < ， 

(1) eqm m∗ < 时，方程(2.2)无解，故只有平衡解 0X ； 
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(2) eqm m∗ > 时，方程(2.2)有解，又由(2.1)第 7 式得
( )
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∗ =
−
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定理 2 (稳定性) 
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U

η∂
=

∂
, 9 0F

X
∂

=
∂

. 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )2tanh tanh
2 22 F C

F C

F

fkz Ry cRy x Ry u u
β ηβγ β

θ
α σ α

α

∗

  
  −  ′ ′= − + + − −
  
  

  

， 

则在 0X 处的 Jacobi 矩阵为 

0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

A

J
B C

D E
δ

ϖ
η

η

 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 

， 
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则 

( )( )( ) 2 4

0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

( ) 0,

A

E J
B C

D E

A

λ
λ

λ
λ

λ λ
λ δ

λ ϖ
λ η

λ η

λ λ ϖ λ δ λ η λ

−
−

−

− =
− − −

− − −
−

−

= − − − − =

 

故 1
1

1 1

eq

eqC C

F F

k mA
R

m
λ

α α
α α

−
= =

 
+ + − 

 

， 2λ ϖ= ， 3λ δ= ， 4,5λ η= ， 6,7,8,9 0λ = ， 

1、因为

( )
1 1 1

1 11 1

eq eq

eq eqCeqC C

FF F

m m

m mm
αα α
αα α

− −
= <

  + + −+ + − 
 

，所以当 0 k R< < 时， 1 1λ < ， 

1ϖ < 时， 2 1λ < ， 1δ < 时， 3 1λ < ， 1η < 时， 4,5 1λ < ，故基本平衡解 0X 是渐近稳定的； 

2、 1C

F

k R α
α

∗ 
> + 

 
时， 1 1λ > 或 1ϖ > 时， 2 1λ > ， 1δ > 时， 3 1λ > ， 1η > 时， 4,5 1λ > ， 

故基本平衡解 0X 是不稳定的； 

3、 1C

F

R k R α
α

∗ 
< < + 

 
， eqm m∗ < 时方程(2.2)无解，若 1C

C

α
α

∗

< ，则 1 1λ < ，且 1ϖ < ， 1δ < ， 1η < 时，

2 1λ < ， 3 1λ < ， 4,5 1λ < ，所以基本平衡解 0X 是渐近稳定的； 
4、 1, 1, 1ϖ δ η< < < ， 1 1λ = 时，此时特征根都为非负实数，有且仅有可能出现 pitchfork 分支，即

1 1
1 1

eq

eqC C

F F

k m
R

mα α
α α

−
=

 
+ + − 

 

，解得

( )

( )

2 1
1ln

1 2

C

F

C

F

k
R

kc
R

αδ δ
αηβ
αδ δ
α

∗

  − − +  −   =
  − + −    

，故当 0 β β ∗< < 时，基本平衡解 0X

稳定，当 β β ∗> 时，基本平衡解 0X 不稳定。 

在下面的模拟中参数取值如下 

1.1R = , 1Fα = , 0.1ϖ = , 1τ = , 0.9Cα = , 2 1σ = , 1c = , 0.5k = , 0.5η = , 0.5γ = , 0.2δ = . 

下面研究选择强度 β对确定性系统的敏感性，图 1 表示选择强度 β的音叉分支图，如图所示,基本平

衡解保持在确定的选择强度 β ∗ 下，当选择强度超过这个临界值时，基本平衡解变的不稳定，引起了混乱

的价格波动，这与定理 2 的结论相一致。 
图 2 画了 ( ), ,C t txα 平面的吸引子，在第一个图中，当记忆参数 γ由大变小时，价格和时变的风险厌恶

系数波动显著，在第二个图中，对于 η，当 η 由小变大时，价格和时变的风险厌恶系数波动小，这说明

代理者考虑对实现利润 , 1i tπ − 的权重变大时，预测未来的价格波动变小，而对于上一期的效用函数 , 1i tU − 的

权重变小时，价格波动感小。 
如图 3 第一个图所示当 η变大，即对过去效用函数的记忆权重变大，则 β变小，即分支出现的越迟， 
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故记忆参数 η不利于稳定市场。如第二个图所示，图表分析者的趋势推断 k，刚开始记忆参数 k 变大，β
变大，当 k 超过确定的临界值 k∗时，随着 k 的变大，β 变小，即当 0 k k∗< < 时，k 变大具有稳定市场的

作用，当 k k∗> 时，k 的变大使得分支出现的越早，不利于稳定市场。 
 

 
Figure 1. The sensitivity of β to deterministic systems 
图 1. β对确定性系统的敏感性 
 

 

Figure 2. ( ), ,C t txα  plane by the change of γ and η 

图 2. 由 γ和 η的变化画 ( ), ,C t txα 平面 
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Figure 3. The effect of n and k on β 
图 3. n 和 k 对 β 

4. 总结 

本文在 BP 模型的基础上，加入了记忆参数、记忆系数，建立了含记忆参数的简单的资本资产定价

模型，讨论了资本资产定价模型的平衡解及其稳定性、稳定区域及参数对稳定区域的影响。结果显示模

型能很好地描述真实市场。 
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