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Abstract 
The paper uses the Lagrange’s form of one-dimensional radial basis function (abbr. RBF) interpo-
lation with zero-degree algebraic precision to give the finite difference formulas (abbr. RBF-FD) 
for approximation of first derivative and second derivative of the interpolated function at the cen-
tral node of the three equidistant nodes. In particular, the approximation error of second deriva-
tive of the RBF difference formula is analyzed, and the optimal parameter of the radial basis func-
tion, which makes the approximation order of RBF-FD reach the highest level, is obtained. Then, 
using these RBF-FD formulas, the RBF-FD scheme of the non-homogeneous two-point boundary 
value problem with small viscosity coefficient is given. The convergence order of the RBF-FD 
scheme constructed in this paper is two times of the polynomial finite difference scheme under 
the same node stencil. While, the calculating time of the RBF-FD scheme is only slightly increased. 
Numerical experiments indicate that the RBF-FD scheme can maintain the fourth-order conver-
gence order under viscosity coefficient greater than or equal to 10−3. 
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摘  要 

本文利用具有零次代数精度的一元径向基函数(Radial Basis Function，简记RBF)插值的Lagrange形式，

给出在三等距节点的中心节点处逼近被插函数的一阶导数和二阶导数的有限差分(简记RBF-FD)公式。特

别地，对二阶导函数径向基差分的逼近误差进行分析，给出了使其逼近阶达到最高的径向基函数的最佳

参数值。然后，利用这些RBF-FD公式给出了求解带小粘性系数的非齐次两点边值问题的差分格式，使所

构造格式的收敛阶是同节点模板的多项式差分格式收敛阶的2倍，而计算时间略有增加。数值实验表明

所构造的RBF-FD格式在小粘性系数大于等于10−3的情况下能够保持四阶收敛速度。 
 

关键词 

径向基函数有限差分，最佳参数，收敛阶，非齐两点边值问题，小粘性系数 

 
 

Copyright © 2018 by authors and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

有限差分(finite difference，简记 FD)是光滑函数导数逼近的最经典方法[1]，它是用函数在某点附近

的函数值的线性组合来逼近函数在该点的导数值，一般是通过递推方法来定义，广泛应用于数值求解微

分方程。常用的逼近一元函数导数的差分公式为基于三等距节点{ }1 1 1 1, , :i i i i i i ix x x x x x x h− + + −− = − = 的一

阶中心差分和二阶中心差分，其截断误差分别为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 1 3 ,
2 6

i i
i i

f x f x hf x f x O h
h

+ −−
′ ′′′= + +                          (1.1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

41 1 4
2

2
.

12
i i i

i i

f x f x f x hf x f x O h
h

+ −− +
′′= + +                      (1.2) 

显然，中心差分公式(1.1)，(1.2)的截断误差仅达到二阶精度，且由于差分公式中的系数项均是固定

常数，因此其逼近阶不可能再提高。 
径向基函数(Radial Basis Function，简记 RBF)插值是针对散乱数据插值提出的[2] [3] [4]。表 1 列举了

一些常用的无限光滑径向基函数，它们都含有一个形状参数 ε ，该形状参数的不同取值会影响径向基插

值的精度和稳定性[5]。 
G. B. Wright 和 B. Fornberg 在文献[7]中利用文献[6]的结果证明了由径向基函数插值产生的有限差分

收敛到经典的多项式差分，当 0ε → 时。不同的形状参数 ε 的取值会影响此类差分公式的逼近精度。但

到目前为止，几乎没有理论分析使差分公式逼近精度达到最佳时参数 ε 的精确表达式。人们一般通过数

值测试找出拟最佳 ε 值，如[7] [8]。我们对本文构造的 RBF-FD 公式的截断误差进行 Taylor 展开分析，给

出使其逼近阶达到最高的参数 ε 的精确表达式，并将此类差分公式用于求解带小粘性系数的非齐两点边

值问题。 
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Table 1. Typical examples of “global function” 
表 1. 几类典型的全局径向基函数 

“Global” functions ( )rϕ  

Thin-Plate Spline (TPS) ( ) ( )2 logr rε ε  

Gauss function ( )( )2exp rε−  

Inverse Quadric(IQ) ( )( )21 1+ rε  

Inverse Multiquadric (IMQ) ( )21 1+ rε  

Multiquadric (MQ) ( )21+ rε  

 

在应用科学与工程技术领域中，许多实际的问题经常涉及到求解含有极小参数的微分方程，当方程

中的参数值有很小的变化时，会导致方程的解产生很大变动，如带小粘性系数的非齐次两点边值问题： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

,

,

x u x p x u x q x u x f x a x b

u a u b

ν

α β

 ′′ ′+ + = < <

 = = ，

                     (1.3) 

其中函数 ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]2, , , ,x p x q x f x C a bν ∈ ，且 ( )0 1xν< ≤ ， ( ) 0q x ≥ 。由于求解带小粘性系数的边值问

题不论在理论上还是在数值方法上都要比一般两点边值问题困难[9] [10]，目前对于带小粘性系数两点边

值问题，主要的数值解法有差分余项反向修正法[11]、高精度差分法[12]、隐式紧致差分法[13]、混合型

高精度紧致差分法[14]等。本文中，我们利用构造的径向基函数有限差分(简记 RBF-FD)，设计求解带小

粘性系数非齐次两点边值问题(1.3)的一种四阶精度的径向基有限差分格式，使所构造格式的收敛阶是同

节点模板的多项式差分格式收敛阶的 2 倍，此外，数值实验表明所构造的 RBF-FD 格式在小粘性系数大

于等于 310− 的情况下能够保持四阶收敛速度。 
文章余下章节安排如下：第二节构造了在三等距节点下逼近一元函数的一阶和二阶导数的 RBF-FD

公式，并通过对其截断误差分析得到最佳参数 ε 的表达式，以保证 RBF-FD 公式达到最佳逼近阶；第三

节利用第二节构造的逼近二阶导函数的 RBF-FD 公式，给出了求解带小粘性系数的非齐两点边值问题的

RBF-FD 格式，并巧妙地利用微分方程给出了最佳参数 ε 的计算式，避免了直接估值带来的困难；第四节

是结论部分。 

2. 基于三等距节点的 RBF-FD 公式的构造及最佳参数ε的选择 

2.1. 基于三等距节点的 RBF-FD 公式 

本文中，我们使用一元径向基函数插值来构造差分公式。假设给定三节点数据组为 ( )( ){ }3 2

1
,i i i

x u x
=
⊂ � ，

且节点是等距的，即 1 3 2 1h x x x x= − = − 。这里使用带常数项的径向基函数 

( ) ( )
3

1
,j j

j
s x x xλ ϕ β

=

= − +∑                                  (2.1) 

作为节点处的插值函数，其中 ( )rϕ 是径向基函数， ⋅ 是 s� 空间中的欧氏距离。方程(2.1)中的系数

{ }1 2 3, , ,λ λ λ β 由下列插值条件和额外条件 

( ) ( )
3

1

, 1, 2,3,

0,

i i

j
j

s x u x i

λ
=

 = =



=

∑

                                  (2.2) 
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决定。方程组(2.2)的矩阵向量形式为 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

1 2 1 3 1 1

2 1 2 3 2 2

3 33 1 3 2

0 1

0 1

0 1
01 1 1 0

x x x x u x
x x x x u x

u xx x x x

ϕ ϕ ϕ λ
ϕ ϕ ϕ λ

λϕ ϕ ϕ
β

 − −       − −     =    − −           
A

���������������������

                   (2.3) 

插值函数(2.1)在节点 1x 处的 p 阶导数为 

( ) ( ) ( ) ( )
3

1 1
1

, 1, 2.p p
j j

j
s x x x pλ ϕ

=

= − =∑  

我们将 ( ) ( )1
ps x 称为基于径向基函数插值的 p 阶有限差分，简记为 p 阶RBF-FD。一般有 ( ) ( ) ( ) ( )1 1

p ps x u x≈ 。

如果要得到 ( ) ( )1
ps x 的表达式，则需要符号求解方程(2.3)，这在一般情况下比较困难。下面我们通过插值函数

( )s x 的Lagrange 形式 

( ) ( ) ( )
3

1
.j j

j
s x x u xψ

=

=∑                                    (2.4) 

来给出 ( ) ( )1
ps x 的精确表达式，其中 ( ) , 1, 2,3j x jψ = 是 Lagrange 基函数。根据文献[15]有

 

( )
( )( )

( )
det

.
det

j
j

A x
x

A
ψ =                                     (2.5) 

其中 ( ) , 1, 2,3jA x j = 是(2.3)中矩阵 A 的第 j 个行向量被以下向量 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3 1B x x x x x x xϕ ϕ ϕ= − − − . 

置换后的矩阵。借助(2.4)有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

1 1
1

, 1, 2.p p
j j

j
s x x u x pψ

=

= =∑  

在文章余下部分，我们取径向基函数为 ( ) ( )21r rϕ ε= +  (Multiquadric，MQ函数)来进行讨论。根据

公式(2.5)， ( )1s x′′ 中的系数 ( )1 , 1, 2,3j x jψ ′′ = 的表达式分别为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

3 1 1 1 2 1, 0, .
1 1

h hx x x
a b a b
ε εψ ψ ψ′′ ′′ ′′= − = =
− −

 

其中 

2 2 2 21 , 1 4 .a h b hε ε= + = +                                 (2.6) 

于是有 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
2 3

1 1 3 23

1
2 .

4 3

a
s x u x u x u x

a b a

ε −
′′ = − −

− +
                         (2.7) 

2.2. 最佳参数ε的选择 

假设被插值函数 ( )u x 在包含节点组{ }3 1 2, ,x x x 的区间 I 上充分光滑，且不妨记 x hε ε= ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 3 2 1, 2 ,x u x u x u x s xψ ′′ ′′− − 关于 xε 和 h 的 Taylor 展开式分别为 
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( )
( ) ( )

2 3
2 2 4 6

3 2

1 1 5 95 365 ,
4 48 964 3

a
x x O x

a b a x ε ε ε
ε

ε
ε

−  
− = − − − + − + 

− +  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

1 12 4 6
1 3 22 2 2 ,

2! 4!
u x u x

u x u x u x h h O h
′′

− − = − − +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

1 12 2 4
1 1

5
.

4 12
u x u x

s x u x h O hε
 ′′

′′ ′′= + + +  
 

                       (2.8) 

由式(2.8)可以看出，当 ( ) ( ) ( )42
1 1

1
15

u x u xε ′′= − ⋅ 时(称为 ε 的最佳值)，有 ( ) ( ) ( )4
1 1s x u x O h′′ ′′= + 。下

一节，我们利用(2.8)构造求解带小粘性系数的非齐两点边值问题的具有四阶逼近精度的差分格式。 

3. 带小粘性系数的非齐次两点边值问题的求解 
带小粘性系数的非齐次两点边值问题： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

, ,

, ,

vu x p x u x q x u x f x a x b

u a u bα β

′′ ′+ + = < <


= =
         (3.1) 

其中 0v > 为粘性常系数，函数 ( ) ( ) ( ) [ ]2, , ,p x q x f x C a b∈ ，且 ( ) 0q x ≥ 。
 

3.1. 求解两点边值问题的 RBF-FD 格式 

区间 a x b≤ ≤ 被剖成 n 等份，节点 ( ) ( )1 , ,1 1ix a i h h b a n i n= + − = − ≤ ≤ + 。在节点 ix 处，一方面，

我们利用问题(3.1)的解 ( )iu x 有 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )( )

2 3

1 13

1
2 ,

4 3i i i i

a
s x u x u x u x

a b a

ε
− +

−
′′ = − −

− +
         (3.2) 

其中 2 2 2 21 , 1 4a h b hε ε= + = + 。由 2.2 节的分析可知，当 ( ) ( ) ( )42 1
15 i iu x u xε ′′= − ⋅  (最佳参数)时，

( ) ( ) ( )4
i is x u x O h′′ ′′= + 。这表明为了使 ( )is x′′ 为 ( )iu x′′ 的四阶逼近，形状参数 2ε 必须取与 ( ) ( ) ( )4,i iu x u x′′

有关的值，从而 ,a b 也与 ( ) ( ) ( )4,i iu x u x′′ 有关，不妨将这类系数 ,aε 和 b 分别记为 ,i iaε 和 ib ，同时引入记

号 ( )( ) ( )( )2 3 3
i 1 4 3i i i i ia a b aγ ε= − − + 。 

另一方面，欲根据中心差分公式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 1 4 ,
2 6

i i
i i

u x u x hu x u x O h
h

+ −−
′ ′′′= − +              (3.3) 

给出一个逼近 ( )iu x′ 达到 ( )4O h 精度的近似式。为了达到这个目的，需要将(3.3)右端的三阶导数 ( )iu x′′′ 用

具有二阶精度的差分逼近公式替代。做到这一点并不难，由两点边值问题(3.1)中的微分方程，可知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 ,u x f x p x u x q x u x
v

′′ ′= − −                (3.4) 

从而 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1

1 .

u x f x p x u x q x u x
v

f x p x u x p x q x u x q x u x
v

′′′′ ′= − −

′ ′′ ′ ′ ′= − − + −
       (3.5) 
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将式(3.5)代入(3.3)右边，并利用中心差分公式，易得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
1 1 1 1

1 1
2

1 1 2 4

2 6 2

2

.
2

i i i i
i i i

i i i
i i i

i i
i

u x u x u x u xhu x f x p x
h v h

u x u x u x
p x q x u x

h
u x u x

q x O h O h
h

+ − + −

+ −

+ −

− −
′ ′ ′= − −


− +

′− −

−
− + +



        (3.6) 

利用式(3.2)，(3.6)得到求解两点边值问题(3.1)的具有四阶精度的 RBF-FD 方程： 

( )
2

1 1 1 1
1 1

1 1 1 1
2

2
2 6 2

2
, 2

2

i i i i
i i i i i i i

i i i i i
i i i i i i i

u u u uhv u u u p f p
h v h

u u u u up q u q q u f i n
hh

γ + − + −
+ −

+ − + −

 − − ′ ′− − + − − 


− + − ′− − − + = ≤ ≤


 

且满足边值条件 1 1, nu uα β+= = 。进一步整理，得 

1 1

1 1

, 2 ,
, ,

i i i i i i i

n

a u b u c u d i n
u uα β

− +

+

 + + = ≤ ≤


= =

� �� �
                   (3.7) 

其中 

( )

( )

2

2 2

2

2

,
2 6 12

2 ,
3 6

,
2 6 12

.
6

i i i
i i i i

i i i
i i i

i i i
i i i i

i
i i i

p p p ha v p q
h v v

p p q hb v q
v v

p p p hc v p q
h v v

p hd f f
v

γ

γ

γ

′= − − + − +

′
= − + +

′= − + + + +

′= +

�

�

�

�

 

格式(3.7)的矩阵向量形式记为 AU F= ，这里 

2 2 2 22

3 3 3 3 3

11 1 1 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0
, , .

0 0 0 0

0 0 0 0 0
nn n n n

nn n n n

b c d au
a b c u d

A U F
ua b c d
ua b d c

α

β
−− − − −

   −             = = =                 −   

� �� ��
� �� � �

� � � � � � � � � �
� �� ��

� �� ��

 

明显地， ,A F 都是U 的函数，即方程组 AU F= 是非线性的。我们构造如下迭代格式 

( ) ( )1 1 , 0,1, 2, .k k kU A U F U k+ −= = �                 (3.8) 

进行求解，直到满足迭代终止条件 ! 5

2 2
10k k kU U U+ −− ≤ 时，迭代终止。 

3.2. 最佳参数ε2的计算 

根据 3.1 节的分析可知最佳参数 ( ) ( ) ( )42 1
15 i iu x u xε ′′= − ⋅ ，而 ( ) ( ) ( )4,i iu x u x′′ 是未知的，如果能给出

最佳参数 2
iε 的一个具有二阶精度的近似值，那么仍有 ( ) ( ) ( )4

i is x u x O h′′ ′′− = 成立。如何给出 2
iε 的一个
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具有二阶精度的近似值呢？ 
首先，对方程(3.4)两边连续求导两次，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )(
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ))

4 1 2

2 .

i i i i i i i

i i i i i

u x f x p x u x p x q x u x
v

p x q x u x q x u x

′′ ′′′ ′ ′′= − − +

′′ ′ ′ ′′− + −
         (3.9) 

将式(3.4)，(3.5)代入(3.9)得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3
4

2

2 2

2

2

2

3 21 2

2

2
.

i i i i i
i i i i

i i i i i i i
i i

i i i i
i i i

p x p x p x q x p x
u x p x q x u x

v v v v

p x q x p x q x p x q x q x
q x u x

v v vv

p x p x q x p x
f x f x f x

v v vv

 ′
′′ ′ ′= − + + − −   

 ′ ′
′′+ + − + −  

 
 

′′ ′+ − + − + −      

 

不妨记作 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )4
1 2 3 4

1
i i i i i i i iu x g x u x g x u x g x f x g x

v
′= + + + ，其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3

1 2

2 2

2 2

2

3 2

4

3 2
2

2

2
,

.

i i i i i
i i i

i i i i i i i
i i

i i i
i

i
i i i

p x p x p x q x p x
g x p x q x

v v v
p x q x p x q x p x q x q x

g x q x
v v vv

p x p x q x
g x

v vv
p x

g x f x f x
v

′
′′ ′= − + + − −

′ ′
′′= + − + −

= − + −

′′ ′= −

，

，
 

根据 RBF-FD 公式(2.8)的截断误差，可知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

2 2 45
.

4 12
i i

i i

u x u x
s x u x h O hε

 ′′
′′ ′′  − = + +

 
 

 

从而，当 
( ) ( )
( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

4
2

1 1 1 2 3 4

1 1

1
15

21 .
15 2

i
i

i

i i i i i i i i

i i i i i i

u x
u x

u x u x g x h u x g x f x g x g x

h f x q x u x p x u x u x

ε

+ −

+ −

= −
′′

− + + +
≈ −

− − −

 

时，有 ( ) ( ) ( )4
i is x u x O h′′ ′′= + 成立。 

Algorithm I：差分方程(3.7)的迭代求解过程： 
STEP 1：迭代格式(3.8)的初始值选择：利用二阶中心差分格式 

1 1 1 1
2

1 1

2
, 2, , ,

2
,

i i i i i
i i i i

n

u u u u u
v p q u f i n

hh
u uα β

+ − + −

+

− + − ⋅ + ⋅ + = =

 = =

�
                    (3.10) 

计算出一组具有 ( )2O h 精度的近似解{ } 1

1

n
i i

u +

=
。 
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STEP 2：以{ } 1

1

n
i i

u +

=
作为格式(3.8)的初始值 0U 进行迭代计算，直到满足终止条件 

! 5

2 2
10k k kU U U+ −− ≤ 时，迭代终止。 

3.3. 数值实验 

例 1：利用 Algorithm I 求解下列两点边值问题： 

( ) ( )
( ) ( )

2π sin π cos π , 0 1

0 0, 1 0.

vu u v x x x

u u

 ′′ ′− = − − < <


= =
 

其精确解为 ( ) ( )sin πu x x= 。 
下表分别给出了，当小粘性系数 v 取不同值时，本文构造的 RBF-FD 格式(3.7)的解的迭代次数

(Iter)、误差( 1l -error)、收敛阶(order)和计算时间(Time(s))，其中 

( )
1

1
1

1-error .
1

n

i i
i

l u u x
n

+

=

= −
+ ∑  

同时，表 2 中还列出了二阶中心差分格式(3.10)的解的误差、收敛阶及计算时间。 
表 2~表 5 分别给出了 1,0.1,0.01,0.001v = 时，本文构造的 RBF-FD 格式(3.7)在不同步长下解的误差 

 
Table 2. The error, convergence order and calculation time of RBF-FD format (3.7) and central difference format (3.10) under 
different steps when v = 1 
表 2. v = 1 时 RBF-FD 格式(3.7)与中心差分格式(3.10)在不同步长下解的误差、收敛阶及计算时间 

 RBF-FD 格式 二阶中心差分格式 

h Iter l1-error order Time (s) l1-error order Time (s) 

1/5 3 0.0011 / 0.0017 0.0175 / 0.0001 

1/10 2 7.8850e−05 3.8022 0.0018 0.0048 1.8662 0.0001 

1/20 2 5.2323e−06 3.9136 0.0031 0.0013 1.8845 0.0001 

1/40 2 3.3615e−07 3.9603 0.0085 3.2480e−04 2.0009 0.0001 

1/80 2 2.1287e−08 3.9811 0.0311 8.2217e−05 1.9820 0.0001 

1/160 2 1.3390e−09 3.9907 0.1402 2.0683e−05 1.9910 0.0002 

1/320 1 8.3725e−11 3.9994 0.8365 5.1869e−06 1.9955 0.0002 

 
Table 3. The error, convergence order and calculation time of RBF-FD format (3.7) and central difference format (3.10) under 
different steps when v = 0.1 
表 3. v = 0.1 时 RBF-FD 格式(3.7)与中心差分格式(3.10)在不同步长下解的误差、收敛阶及计算时间 

h Iter l1-error order Time (s) 

1/5 9 0.0382 / 0.0014 

1/10 7 0.0047 3.0228 0.0019 

1/20 5 3.7369e−04 3.6527 0.0030 

1/40 3 2.4336e−05 3.9407 0.0081 

1/80 3 1.5434e−06 3.9789 0.0304 

1/160 2 9.7117e−08 3.9902 0.1453 

1/320 2 6.0897e−09 3.9953 0.8651 
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Table 4. The error, convergence order and calculation time of RBF-FD format (3.7) and central difference format (3.10) under 
different steps when v = 0.01 
表 4. v = 0.01 时 RBF-FD 格式(3.7)与中心差分格式(3.10)在不同步长下解的误差、收敛阶及计算时间 

h Iter l1-error order Time (s) 

1/5 5 0.0072 / 0.0018 

1/10 4 6.8856e−04 3.3863 0.0024 

1/20 3 5.1999e−05 3.7270 0.0032 

1/40 2 3.4797e−06 3.9014 0.0083 

1/80 2 2.2279e−07 3.9652 0.0309 

1/160 2 1.4054e−08 3.9866 0.1400 

1/320 2 8.8175e−10 3.9945 0.8582 

 
Table 5. The error, convergence order and calculation time of RBF-FD format (3.7) and central difference format (3.10) under 
different steps when v = 0.001 
表 5. v = 0.001 时 RBF-FD 格式(3.7)与中心差分格式(3.10)在不同步长下解的误差、收敛阶及计算时间 

h Iter l1-error order Time (s) 

1/5 3 0.5132 / 0.0022 

1/10 1 0.0476 3.4305 0.0018 

1/20 1 0.0023 4.3713 0.0031 

1/40 1 2.2760e−04 3.3371 0.0086 

1/80 1 1.5507e−05 3.8755 0.0311 

1/160 1 9.7868e−07 3.9859 0.1431 

1/320 1 6.1358e−08 3.9955 0.8111 

 
( 1l -error)及收敛阶(order)。由数值结果可以看出，对于例 1 中的问题，本文构造的格式在 1 ~ 0.001v = 时

能够达到四阶收敛速度，与传统的基于三节点的中心差分格式(3.10)相比，收敛阶提高了 2 阶，而计算时

间略有增加。但是在 v小于 0.001 的粗网格情况下，RBF-FD 格式的精度与收敛阶会有所下降。导致这一 

问题的本质原因是，因为格式(3.7)的截断误差中含有
1
v
和 2

1
v

项，从而在步长 h 较大时，截断误差会随着

粘性系数 v的减小而增大，这就导致了当 v取值较小，而网格较粗时，格式(3.7)的精度与收敛阶也会随之

下降。 

4. 结论 

本文利用基于三等距节点的具有零次代数精度的径向基函数插值的 Lagrange 形式，给出了逼近被插

函数在中心节点处一阶导数和二阶导数的 RBF-FD 公式，通过对其截断误差进行分析，给出了使逼近阶

达到最高阶的最佳参数 ε 值。然后，利用这些具有最佳参数值的 RBF-FD 公式，给出了求解带小粘性系

数的非齐两点边值问题的 RBF-FD 差分格式，所构造的 RBF-FD 格式的收敛阶是同节点模板的二阶多项

式中心差分格式的 2 倍，而计算时间略有增加，显示出带有最佳参数的 RBF-FD 格式的优势。此外，本

文构造的 RBF-FD 格式，保证了粘性系数 0.001v ≥ 时，数值解能够达到 4 阶收敛速度。未来的工作是要

解决如何修正现有的差分格式，使得当粘性系数 v 取值更小时，问题的数值解仍能够达到高阶的逼近精

度。 
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