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Abstract 
A chord is an edge between two vertices of a cycle that is not an edge on the cycle. If a cycle has at 
least one chord, then the cycle is called a chorded cycle. The minimum degree condition is given 
for a bipartite graph to contain vertex-disjoint chorded cycles containing specified vertices.  
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摘  要 

弦是指连接圈上的两个点构成的一条边，使得这条边不属于圈上。如果一个圈至少有一条弦，那么我们

称这个圈为弦圈。本文给出了二部图中过含特定点集点不交弦圈的最小度条件。  
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1. 引言 

本文只考虑有限的简单无向图。设 G 表示图，且令 ( )V G , ( )E G , ( )Gδ , ( )degG u 和 ( )GN u 分别是

图 G 的点集，边集，最小度，点 u 的度数和与 u 相邻的点的集合。完全图是指图中的任意两点之间都有

边。若图 G 是非完全图，定义 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 min deg deg , , ,G GG u v u v V G u v uv E Gσ = + ∈ ≠ ∉  

若图 G 是完全图，则令 ( )2 Gσ = ∞。长为 l 的圈叫做 l-圈。文中未给出的定义和术语参考文献[1]。 
关于图中过所有顶点的圈(哈密尔顿圈)的研究最早始于 Dirac [2]，他给出了著名的 Dirac 型条件： 

定理 1.1：[2]设 G 是一个阶数 3n ≥ 的图且 ( )
2
nGδ ≥ ，则 G 包含哈密尔顿圈。 

1963 年，Moon 和 Moser [3]给出了二部图中存在哈密尔顿圈的 Dirac 型条件： 

定理 1.2：[3]设 ( )1 2, ;G V V E= 是一个二部图，且 1 2 2V V n= = ≥ 。如果 ( ) 1
2

nGδ
+

≥ ，则 G 包含哈密

尔顿圈。 
图 G 是泛圈的当且仅当图 G 包含任意长度的圈。文献[4]和[5]给出了二部图是泛圈的相关结果。 
定理 1.3：[4]  [5]设 ( )1 2, ;G V V E= 是一个二部图，且 1 2 2V V n= = ≥ 。若 G 包含哈密尔顿圈

1 1 2 2 n nC x y x y x y=  使得 ( ) ( )1deg deg 1G G nx y n+ > + ，则图 G 是泛圈的；如果 G 包含哈密尔顿圈且 G 边数 

多于
2

2
n

，则图 G 是泛圈的。 

关于图的哈密尔顿性质的其他结果，我们推荐读者参阅李皓的综述文章[6]。给定圈 C，称 ( )G E C−

中的边为弦。若圈 C 包含弦，则称圈 C 为弦圈。显然，若图 G 中存在弦圈 C，则其一定包含偶长圈。Cream
和 Gould 等人[7]证明了图 G 的 Dirac 型条件亦可以保证 G 中存在过特定点的限定长度的点不交弦圈。 

定理 1.4：[7]设 G 是一个阶数 16 5n k≥ − 的图，对任意的整数 k， 1k ≥ 。如果 ( )
2
nGδ ≥ ，那么对 G 

的任意 k 个不同的点 1, , kv v ，存在 k 个点不交的弦圈 1, , kC C 使得 ( )i iv V C∈ ，并且对所有的1 i k≤ ≤ ，

有 ( )4 6iV C≤ ≤ 。 
本文的主要目的是证明二部图图 G 的 Dirac 型条件亦可以保证图 G 中存在过指定点的限定长度的点

不交弦圈。我们得到了如下的结果： 
定理 1.5：设 ( )1 2, ;G V V E= 是一个二部图，且 1 2 12 4V V n k= = ≥ − ，其中 k 为任意的正整数。如果

( ) 1
2

nGδ
+

≥ ，则对 G的 k个不同的点 1, , ku u ，G 中存在 k个点不交的弦圈 1, , kC C ，使得任意的1 i k≤ ≤ ， 

( )i iu V C∈ 且 6 8iC≤ ≤ 。 

2. 定理 1.5 的证明 

证明：首先证明 1k = 时定理成立，此时 12 4 8n k≥ − = 。首先证明 G 是泛圈的。由定理 1.2 知，图 G
包含哈密尔顿圈。由定理 1.3 和最小度条件知，图 G 中任意一对邻接点的度和为 1n + 。因此，结合握手

定理，易得 
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( ) ( )( )
212 deg 2

2Gx V G

nE G x n n
∈

+
= = × >∑ , 

由上式得到 ( )
2

>
2
nE G ，于是，由定理 1.3，图 G 是泛圈的。我们考虑图 G 中的 6-圈 1 1 2 2 3 3 1C u v u v u v u= 。

不失一般性，不妨设 1 1u V∈ 。如果 C 是弦圈，那么定理对 1k = 成立。假设 C 不是弦圈，则

( )1 2 2 3 3 1, ,u v u v u v E G∉ 。 
断言 2.1： ( ) ( )1 3 2G GN u N u ≥ 。 
证明：反证法。假设 ( ) ( )1 3 1G GN u N u ≤ 。由于 ( )1 3 3 3,u v u v E G∈ ，则 

( ) ( )1 3deg deg 3 4 1G Gu u n n+ ≤ − + = + , 

由上式， ( ) ( ) ( ) ( )1 3deg deg 3G V C G V Cu u n− −+ = − ，于是我们可以把 ( )( ) 2G V C V−  剖分成两部分，不妨记

为 A 和 B，使得 ( ) ( )1degG V CA u−= 且 ( ) ( )3degG V CB u−= 。假设 1v 和 3v 在 ( )( ) 1G V C V−  中有公共的邻点， 

不妨设为 u，注意到 ( ) ( ) 1deg 3 1
2G V C

nu−

+
≥ − ≥ ，不失一般性，不妨设存在 x A∈ 使得 ( )xu E G∈ 。此时， 

1 1 2 2 3 3 1u v u v u v uxu 为通过 1u 的 8-圈，其中 1v u 为弦，定理证毕。因此， 1v 和 3v 在 ( )( ) 1G V C V−  中没有公共

的邻点。于是，仿照上面的部分，把 ( )( ) 1G V C V−  剖分成两部分，不妨记为 D 和 F，使得 ( ) ( )1degG V CD v−=

且 ( ) ( )3degG V CF v−= 。不失一般性，不妨设 D ≠ ∅且 y D∈ ，显然，y 在 ( )( ) 2G V C V−  中有邻点，不妨

设存在 x A∈ 使得 ( )xy E G∈ ，则 1 3 3 2 2 1 1u v u v u v yxu 为通过 1u 的 8-圈，其中 1 1v u 为弦，定理证毕。故断言 2.1
成立。 

根据对称性和断言 2.1，易得如下的结论。 
断言 2.2： ( ) ( )2 3 2G GN u N u ≥ 且 ( ) ( )2 3 2G GN v N v ≥ 。 
不妨令 ,x y 分别表示 ( ) ( )V G V C− 中点 1 3,u u 和 2 3,u u 的公共邻点。如果 x y= ，则 1 3 2 2 1 1u xu v u v u 是包含

1u 的 6-圈，其中 2u x 为弦。如果 x y≠ ，令 z 表示 ( ) ( )V G V C− 中 2 3,v v 的公共邻点，则 1 1 2 2 3 3 1u v u v zv u xu 是

包含 1u 的 8-圈，其中 1 3u v 为弦。故 1k = 时定理成立。因此， 2k ≥ 。我们使用反证法证明。 
假设 2k ≥ 时定理不成立。令 G 是一个边极大的反例， 1, , ku u 为 G 中任意的 k 个不同点。因为阶数

至少为 6k 的完全二部图包含 k 个点不交的满足定理条件的弦圈，故假设 G 不是完全图。令 ,x y 是 G 中两

个不相邻的点且 1 2,x V y V∈ ∈ 。令G G xy′ = + 。则由 G 的边极大性，G′不是反例，故G′包含 k 个点不交

的满足定理条件的弦圈，记为 1, , kC C 。不失一般性，不妨设 G 包含 1k − 个不交的弦圈 1 1, , kC C − ，使

得对1 1i k≤ ≤ − ， ( )i iu V C∈ ， ( )6 8iV C≤ ≤ ，并且 ( )1

1

k
k ii

u V C−

=
∉


。 

我们选择 1 1, , kC C − 使得 ( )
1

1

k

i
i

V C
−

=
∑ 是最小的。                                            (1) 

令
1

1

k
ii

L C−

=
=


， H G L= − ，则由 2k ≥ 和 ( ) ( )8 1V L k≤ − ，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 8 1 2 12 4 8 1 16 32V H V G V L n k k k k= − ≥ − − ≥ − − − = ≥ , 

断言 2.3：对任意的 ( )x V H∈ 及1 1i k≤ ≤ − ，有 ( )deg 3
iC x ≤ 。 

证明：假设存在 ( )x V H∈ 及某个1 1i k≤ ≤ − ，使得 ( )deg 4
iC x ≥ 。我们只需考虑 ( ) 8iV C = 的情况。

在这种情况下，我们找到一个包含特定点 iu 或 ku 的弦圈 iC′使得 ( ) 6iV C′ = ，用 iC′代替 iC ，则与(1)的选

取矛盾。 
令 1 1 2 2 3 3 4 4 1iC x v u v u v u v x= 且 1 1x V∈ 。不失一般性，不妨设 1x V∈ 。令 ( ) { }1 2 3 4, , ,

iCN x v v v v= 。首先考虑

kx u≠ 的情形。如果 { }2 3 3 4 4, , , ,iu v u v u v∈ ，那么 2 3 3 4 4iC xv u v u v x′ = 且 3v x 是弦。如果 { }1 1 2, ,iu x v u∈ ，那么

1 1 2 2 4 1iC x v u v xv x′ = 且 1v x 是弦。 
因此，显然 kx u= 。如果 { }3 3 4, ,iu u v u∈ ，那么 1 1 2 2 4 1iC x v u v xv x′ = 是包含 ku 但不含 iu 的 6-圈且 1v x 是弦。
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如果 { }1 1 2, ,iu x v u∈ ，那么 2 3 3 4 4 2iC v u v u v xv′ = 是包含 kv 但不含 iv 的 6-圈且 3v x 是弦。如果 4iu v= ，那么

1 2 2 3 3iC xv u v u v x′ = 是包含 ku 但不含 iu 的 6-圈且 2v x 是弦。如果 2iu v= ，那么 1 1 3 4 4 1iC x v xv u v x′ = 是包含 ku 但不

含 iu 的 6-圈，使得 4v x 是弦。断言 2.3 证毕。 

因为 ( ) 1 12 4 1 36
2 2 2

n kG kδ
+ − +

≥ ≥ = − ，由断言 2.3，对于任意的 ( )x V H∈ ， ( ) ( )deg 3 1L x k≤ − ，于

是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 15deg 3 1 6 3 1 3 2
2 2 2H x G k k k k kδ≥ − − ≥ − − − = + ≥ ≥ , 

不失一般性，不妨设 1ku V∈ 且令 { } ( )1 2 3, , H kU u u u N u= ⊂ 。令 1 2 3, ,u u u′ ′ ′分别是 1 2 3, ,u u u 的邻点，且

1 2 3 ku u u u′ ′ ′≠ ≠ ≠ 。 
情况 1：存在两个不同的点 ,u u U′∈ ，使得 ( ) ( )

k kH u H uN u N u− − ′ = ∅ 。 
不失一般性，不妨设 1u u= 且 2u u′ = 。于是有 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )
( )

1 2deg deg deg 1

3 3 1 1

3 9 8,

H k H HV H v u u

G k

G k

δ

δ

≥ + + −

≥ − − −

= − +

 

于是， 

( ) ( )
( ) ( )
( )

3 9 8 3 1

3 6 5
13 6 5,

2

n V H V L

G k k

G k
n k

δ

δ

= +

≥ − + + −

= − +

+
≥ × − +

 

从而 12 13n k≤ − ，与 12 4n k≥ − 矛盾。 
情况 2：对不同的点 , ,u u u U′ ′′∈ ，至少存在两对点 ( ),u u′ 和 ( ),u u′ ′′ ，使得 ( ) ( )

k kH u H ux N u N u− − ′∈  ，

( ) ( )
k kH u H uy N u N u− −′ ′′∈  且 x y≠ 。 

不失一般性，令 1 2 3, ,u u u u u u′ ′′= = = ，也就是 ( ) ( )1 2k kH u H ux N u N u− −∈  ， ( ) ( )2 3k kH u H uy N u N u− −∈  且

x y≠ 。则 1 2 3k kvu u xu yu u 是包含 ku 的 6-圈且 2ku u 是弦。 
情况 3：在 kH u− 中，点 1 2 3, ,u u u 只有一个公共邻点。 
此时，由于 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( )

1 2 3

1 2 3

deg deg 2 deg 2

deg deg deg 4

3 3 1 4

3 9 5,

H H H

H H H

V H u u u

u u u

G k

G k

δ

δ

≥ + − + −

= + + −

≥ − − −

= − +

 

则 

( ) ( )
( ) ( )
( )

3 9 5 3 1

3 6 2
13 6 2,

2

n V H V L

G k k

G k
n k

δ

δ

= +

≥ − + + −

= − +

+
≥ × − +
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从而 12 7n k≤ − ，与 12 4n k≥ − 矛盾。至此，定理 1.5 证毕。 
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