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Abstract 

This paper studies a class of Painlevé difference equations of the form ( ) ( ) ( ) ( )21 1 ww z w z zh z=+ −  
where ( ) ( )h z S w∈  is a rational function, and proves the following conclusions: 1) if w has finitely 

many zeros and poles, then ( ) { }21,w ∈ρ  and 
2

1 02ea z a z aw R + += , where R is a rational function, and 

0 1 2, ,a a a  are constants such that either 1 0a ≠  or 2 0a ≠ ; 2) if w has infinitely many zeros or poles, 

then ( ) ( ) ( ){ }, 1 1maxw w w≥ ≥ρ λ λ . 
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摘  要 

本文研究了一类的形如 ( ) ( ) ( ) ( )21 1 ww z w z zh z=+ − 的差分潘勒韦方程，其中 ( ) ( )h z S w∈ 为有理函数，

得到以下结论：1) 若w只有有限个零点和极点，则 ( ) { }21,w ∈ρ 且
2

1 02ea z a z aw R + += ，其中R为有理函数，
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0 1 2, ,a a a 为常数， 21 ,a a 不同时为0；2) 若w有无穷多个零点或极点，则 ( ) ( ) ( ){ }, 1 1maxw w w≥ ≥ρ λ λ 。 
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1. 引言 

在本文中，亚纯函数是指该函数在整个复平面上亚纯。在下文中，假定所有读者都熟悉亚纯函数

的 Nevanlinna 理论和潘勒韦方程理论及其基本记号[1] [2] [3]。特别地，对亚纯函数 f，分别用 ( ),N r f ，

( ),m r f ， ( ),T r f ， ( ),r fλ ， ( ),1r fλ ， ( )fρ 和 ( )2 fρ 表示 f 的极点计数函数，均值函数，特征函数，

零点收敛指数，极点收敛指数，增长级和超级。如果 g 满足 ( ) ( )( ) ( ), , ,T r g o T r f r r E= → +∞ ∉ ，其中 E
为对数测度有限的集合，则称 g 为 f 的小函数。用 ( )S f 表示 f 的所有小函数之集。 

微分潘勒韦方程是一类物理背景深厚、应用广泛的重要方程。人们开展相关的研究已有一百多年，

并取得了极其丰富的成果。近十多年来，人们通过引入 Nevanlinna 理论深入研究复域差分、差分方程，

并取得了一些优秀的成果[4]-[11]。这其中的奠基性工作由Halburd和Korhonen [12]以及Chiang和Feng [13]
分别独立给出。事实上，他们的研究成果，促进了差分的 Nevanlinna 理论的建立以及差分潘勒韦方程的

发展。另一项重要的工作是 Halburd 和 Korhonen [5]，以及 Ronkainen [7]对非线性差分方程的分类工作。

他们给出了几类差分 Riccati 方程和差分潘勒韦方程[5] [7]。在此仅给出以下与本文密切相关的结果。 
定理 A [7]：假设方程 

( ) ( ) ( ),1 1z w zw R z f+ − =                                  (1) 

有超级小于 1 的可容许解 w，其中 ( ),R z w 关于 z 亚纯且为 w 的有理函数，则或者 w 满足差分 Riccati
方程 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 ,
z w z z

w z
w z z

α β
γ
+

+ =
+

 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ), ,z z z S wα β γ ∈ 为代数体函数，或者方程(1)等价于以下形式之一： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( )
2

1 1 ,
1

z w z z w z z
w z w z

w z w z z
η λ µ

ν
− +

+ − =
− −

                      (2a) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2

1 1 ,
1

z w z z w z
w z w z

w z
η λ−

+ − =
−

                         (2b) 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( )
1 1 ,

1
z w z z

w z w z
w z

η λ−
+ − =

−
                           (2c) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 .mw z w z h z w z+ − =                               (2d) 
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在(2a)中，系数满足 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 21 1 ,

1 1 1 ,

2 1 1 1 ,

z z z z

z z z z z

z z z z z z

κ µ µ µ

λ µ κ λ µ

κ λ λ κ λ λ

+ − =

+ = − +

+ − = − +

 

和以下情况之一：1) ( ) ( ) ( ) ( )1, 1 1 1,z z z zη ν ν κ ν≡ + − = = ；2) ( ) ( ) ( )1 1 , 1z z zη η ν κ+ = − = ≡ 。 
在(2b)中，系数满足 ( ) ( )1 1z zη η + = 和 ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1z z z zλ λ λ λ+ − = + 。 
在(2c)中，系数满足 

1) 1η ≡ ，且 ( ) ( ) ( )1 1z z zλ λ λ= + − 或 ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 2z z z zλ λ λ λ+ − = + − 成立； 
2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 , 1 1 2 1 , 1 2 3z z z z z z z z z z z zλ λ λ λ η λ λ η η η η η+ − = + − + + = + − − = + + ； 
3) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 , 1z z z z z zη η η η λ η+ − = − = − ； 
4) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 2 , 2 2z z z z z z z z zλ λ λ λ λ η λ η η+ − = + − = + − 。 

在(2d)中， ( ) ( )h z S w∈ 且 , 2m m∈ ≤ 。 
在定理 A 中，方程(2a)~(2d)均为第三类差分潘勒韦方程。蓝双婷和陈宗煊[8] [9]，张继龙和仪洪勋[10] 

[11]在一些特殊的系数条件下进行了研究，并得到一些很好的结果。本文考虑(2d)在 2m = 且系数为有理

函数的情况，即以下形式的第三类差分潘勒韦方程 

( ) ( ) ( ) ( )21 1 ,w z w z h z w z+ − =                                  (3) 

其中， ( ) ( )h z S w∈ 为有理函数，得到了以下结果： 
定理 1：设 w 为方程(3)的有限级亚纯解，其中 ( ) ( )h z S w∈ 为有理函数，则以下结论成立： 
1) 若 w 只有有限个零点和极点，则 ( ) { }1,2wρ ∈ 且

2
2 1 0ea z a z aw R + += ，其中 R 为有理函数， 0 1 2, ,a a a 为

常数， 1 2,a a 不同时为 0； 
2) 若 w 有无穷多个零点或极点，则 ( ) ( ) ( ){ }max , 1 1w w wρ λ λ≥ ≥ 。 
注：方程(3)可能有级为无穷且超级为 1 的亚纯解；而在不考虑条件 ( ) ( )h z S w∈ 时，方程(3)可能既

有超越亚纯函数解，又有有理函数解，例如方程 

( ) ( ) ( )
2

2
2

11 1 zw z w z w z
z
−

+ − =  

的其中五个解为 ( ) ( )2πe
2 3 4 51 e , , e , sin 2π , sin 2π

iz zw z w z w z w z z w z z= = = = = 。这里 2w 是有理函数解，而 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 41 2 3 4 5 1 4 5 5, 1; 1 ; .w w w w w w w w w wρ ρ ρ ρ ρ ρ λ ρ λ ρ= +∞ = = = = = = =  

2. 引理 

引理 1 [14]：假设 ( )f z 为有限级的亚纯函数，级为 ( )fρ 。若在 0z = 处， 

( ) 1
1 , ,0,k k

k k kf z kz c z c c+
+= ≠+ + ∈   

则 

( ) ( ) ( )
( )

1

2

e ,Q zk P z
f z z

P z
=  

其中 ( ) ( )1 2,P z P z 分别为 ( )f z 非零零点和极点的典型乘积， ( )2Q z 为次数不超过 ( )fρ 的多项式。 
引理 2：假设 w 为方程(3)的非常数亚纯解， ( ) ( )h z S w∈ ，则 w 为超越亚纯函数。 
证明：利用反证法，假设 w 为方程(1)的有理函数解，则 w 至少有一个零点或极点， ( ) ( ), logT r w O r= 。
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由 ( ) ( )h z S w∈ 可知 ( )h z 为常数函数，且 

( ) ( ) ( )
( )2

1 1
lim 1.
z

w z w z
h z

w z→∞

+ −
≡ =  

这表明 

( ) ( ) ( )21 1 .w z w z w z+ − =                                 (4) 

为方便计，不妨设 0为 ( )w z 的 1 1k ≥ 阶零点(事实上，若 1z 为 ( )w z 的 1k 阶零点，则 0为 ( ) ( )1 1w z w z z= +

的 k 阶零点，若 2z 为 ( )w z 的 1k 阶零点，则 0 为 ( ) ( )1 01w z w z z= + 的 1k 阶零点)。则由(4)可知，

( ) ( ) ( )21 1 0w w w− = 。下面分三种情况进行讨论。 
情况 1：−1 为 ( )w z 的 1 1l ≥ 阶零点。此时由 ( ) ( ) ( )2 2 1 3w w w− = − − ，可知： 
子情况 1.1：−2 既不是 ( )w z 的零点也不是 ( )w z 的极点，则−3 为 ( )w z 的 1l 阶极点。再由

( ) ( ) ( )2 3 2 4w w w− = − − ，可知−4 为 ( )w z 的 12l 阶极点。依次类推， ( )5,6,7,n n− =  均为 ( )w z 的 ( ) 12n l− 阶

极点，这表明 w 有无穷多个极点，与 w 为有理函数矛盾。 
子情况 1.2：−2 为 ( )w z 的 2 1k ≥ 阶零点，则 
1) 当 2 12 0k l− = 时，−3 既不是 ( )w z 的零点也不是 ( )w z 的极点，类似情况 1 可得类似的矛盾。 
2) 当 2 12 1k l− ≤ − 时，−3 为 ( )w z 的 1 22l k− 阶极点。再由 ( ) ( ) ( )2 3 2 4w w w− = − − ，可知−4 为 ( )w z 的

1 22 3l k− 阶极点。依次类推， ( )5,6,7,n n− =  均为 ( )w z 的 ( ) ( )1 22 1n l n k− − − 阶极点，这表明 w 有无穷多

个极点，与 w 为有理函数矛盾。 
3) 当 2 12 1k l− ≥ 时，−3 为 ( )w z 的 2 12k l− 阶零点。再由 ( ) ( ) ( )2 3 2 4w w w− = − − ，由(1)和(2)中的讨论

可知−4 是 ( )w z 的极点且阶为 2 13 2k l− 。依此类推可得， ( )5,6,7,n n− =  均为 ( )w z 的 ( ) ( )2 11 2n k n l− − − 阶

零点。这表明 w 有无穷多个零点，与 w 为有理函数矛盾。 
情况 2：−1 为 ( )w z 的 1 1l ≥ 阶极点。类似子情况 1.2 中(2)的讨论可得类似的矛盾。 
情况 3：−1 既不是 ( )w z 的零点也不是 ( )w z 的极点。类似子情况 1.1 可得类似的矛盾。 
综上所述，引理 2 得证。 

3. 定理 1 的证明 

假设 w 为方程(1)的有限级非常数亚纯解，则由引理 2 可知，w 为超越亚纯函数。再由引理 1，可以

将 w 记为 

( ) ( ) ( )
( )

1

2

e ,Q zk P z
w z z

P z
=                                     (5) 

其中 ( ) ( )1 2,P z P z 分别为 w 非零零点和极点的典型乘积， ( )Q z 为多项式且次数不超过 w 的级 ( )wρ 。 
情况 1：w 只有有限个零点和极点，此时 ( ) ( )1 2,P z P z 为多项式，从而 ( )Q z 为非常数多项式。将(5)

代入(3)可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
2

2 2 1 11 1

1 2
2

2
2

1 1
e

1 1
1 1

,
k k

Q z Q z
k

Q zP z P z P z
h z

P z P
z

z Pz z
z − + − −+− −+

=
+ −

 

即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 2 1 1

1 2

2
2

2 2
2

1 1
e

1
1

.
1

1k k
z z z

k
Q Q Q P z P z P z

h z P z P z P z
z z

z
+ + − − + −

=
+ −

− +
                   (6) 

记 
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( ) 1 0 ,n
nQ zz a z a a= + + +  

其中 0, 1na n≠ ≥ 。注意到(6)的右边是有理函数，故 

( ) ( ) ( )1 1 2 .Q z Q z Q z c+ + − − =                               (7) 

容易验证： 
1) 当 1n = 时， ( ) ( ) ( )1 1 2 0Q z Q z Q z+ + − − = ； 
2) 当 2n = 时， ( ) ( ) ( ) 2 2 2 2

2 21 1 2 2Q z Q z Q z C a z− −+ + − − = ； 
3) 当 3n = 时， ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 2 2 2

3 3 2 21 1 2 2Q z Q z Q z C a z C a z− −+ + − − = ⋅ + 。 
由此再结合归纳法可得当 3n ≥ 时， 

( ) ( ) ( ) 2 2 2 3
2 3 0

2
1 1 2 2 ,

n
j j n n
j j n n

j
Q z Q z Q z C a z b z b z b− − − −

− −
=

+ + − − = + + +∑    

其中 22 , 2,3, ,j
j j jb C a j n−= =  。要使得(7)成立，必有 2n ≤ 。这就得到 

( ) 2
2 1 0 ,Q zz a a z a= + +  

其中 0 1 2, ,a a a 为常数， 1 2,a a 不同时为 0。 
情况 2：w 有无穷多个零点或极点。不妨设 w 有无穷多个零点。注意到 h 为有理函数，至多有有限

个零点和极点。故可以取到 w 的某个零点 mz 使得 ( ) 0, ,mh z k k+ ≠ ∞ ∀ ∈。类似引理 2 的讨论，可以证明

( )3,4,kz k k− =  都是 w 零点(极点)。从而在圆 ( ){ }: 1, 2,mz z r s z s= ≤ + =  内至少有 2s − 个零点(极点)，
从而得到 

( ) ( ) ( )( )
( )

log 2 loglog ,1
, lim sup lim 1,

log logr s
m

s k sN r w
r w

r s z
λ

→+∞ →+∞

− −
= ≥ =

+
 

或 

( ) ( ) ( )( )
( )

log 2 loglog ,
,1 lim sup lim 1.

log logr s
m

s k sN r w
r w

r s z
λ

→+∞ →+∞

− −
= ≥ =

+
 

也就是 

( ) ( ) ( ){ }max , 1 1.w w wρ λ λ≥ ≥  

定理 1 证明完毕。 
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