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Abstract 
In this paper, we discuss the half-periodic Riemann boundary value problem. By the method of 
periodic extension, we transfer the problem to the periodic Riemann boundary value problem 
(PRBVP). By the solution of PRBVP, we take the canonical function of PRBVP as one of the 
half-periodic Riemann boundary value problem. Then, we transfer the original problem to be a 
Riemann jump problem. At last we offer explicit discussions for half periodic Riemann boundary 
value problem. 
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摘  要 

本文讨论半周期Riemann边值问题，利用周期延拓的方法将所述问题转化为周期Riemann边值问题，利

用已有的对周期Riemann边值问题的解法得到典则函数，然后把一般问题转化为跳跃问题。结合对解作

不同的要求来讨论半周期Riemann边值问题，然后给出原问题的可解条件及有解情形下的封闭解。 
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1. 引言 

本解析函数边值问题是复变函数理论中的一个重要分支，其不仅在若干基础数学和数学物理领域有

深刻应用，而且与力学和工程技术的实际问题有着紧密的联系和广泛的应用。 
在[1]中路见可教授对 Riemann 边值问题有详尽而细致的讨论，然而从实用的观点来看，周期边值问

题将更为重要。在较早期的研究中[2]，给出了周期 Riemann 边值问题在弹性力学、求解奇异积分方程等

方面的应用。近些年来，可积系统的 Riemann-Hilbert 技术发展迅速，该理论需要处理拟周期解析函数的

边值问题[3]。 
所谓以 π为拟周期的函数满足 ( ) ( )ππ eif t f tα+ =  [4] [5] [6]，当θ 为无理数时，问题的情况十分复杂，

本文研究 1α = 时的情形，即半周期问题。 
接下来我们将着重讨论半周期 Riemann 边值问题的解法并给出可解条件，对问题的解提出不同的要

求进行讨论，进而给出一些结论。 

2. 半周期 Riemann 边值问题的提法 

记 ( ){ }C : π Re 1 π, ZjS z j z j j= ∈ ≤ < + ∈ ，考虑如图 1 所示的以 π为周期合同的光滑封闭曲线组 j
j

L L=∑ ，

Zj∈ 。 
半周期 Riemann 边值问题的提法：求一个以 π为半周期的分区全纯函数 ( )zΦ ，光滑封闭曲线组

j
j

L L=∑ ， Zj∈ 。各 jL 取逆时针向为正方向。各 jL 的内域记为 jS +
，在 jS 中的补域记为 jS −

，从而 L 的

内域为 j
j

S S+ +=∪ ，L 的外域为 j
j

S S− −=∩ ，且使得 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

,

π , C

t G t t g t t L

z z z

+ −Φ = Φ + ∈

Φ + = −Φ ∈

                              (2.1) 

其中 ( ) ( ), HG t g t ∈ 于 L 上，C 表示复数域，且满足条件： 

( ) ( ) ( ) ( )π , πG t G t g t g t+ = + = −                                (2.2) 

 

 
Figure 1. A class of smooth closed curves of periodic congruence 
图 1. 周期合同的光滑封闭曲线组 
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也就是说 ( )G t 是以 π为周期的，而 ( )g t 是以 π为半周期的。如果 ( ) 0G t ≠ ，我们称此问题为正则的，

否则为非正则的。如果 ( ) 0g t ≡ ，则称此问题为齐次的，否则称为非齐次的。为方便叙述，我们只讨论

正则的半周期 Riemann 边值问题。 

3. 转化为周期 Riemann 边值问题 
首先我们分析以 π为半周期的函数 ( )f t 的性质，我们可以看到， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2π π π πf t f t f t f t f t+ = + + = − + = − − =                         (3.1) 

也就是说一个以 π为半周期的函数 ( )f t 一定是以 2π为周期的函数。故 f 一般有展开式： 

( ) ( ) ( )
0

cos sinn n
n

f t a nt b nt
∞

=

= +  ∑                                (3.2) 

若要其满足半周期的条件，即 ( ) ( )πf t f t+ = − ，我们得到 

( ) ( ){ } ( ) ( )
0 0

cos π sin π cos sinn n n n
n n

a n t b n t a nt b nt
∞ ∞

= =

+ + + = − +          ∑ ∑                 (3.3) 

故(3.2)式中偶次项系数为 0，即有 

( ) ( ) ( ){ }2 1 2 1
0

cos 2 1 sin 2 1k k
k

f t a k t b k t
∞

+ +
=

= + + +      ∑                        (3.4) 

设 ( ) ( )e cos sinin
n na n ib nθ θ θ= + ，则(3.4)式可改写成 ( ) eikt

k
k

f t C
+∞

=−∞

= ∑ ，k 为奇数。 

如果 

( ) eikt
k

k m
f t C

+∞

=−

= ∑                                       (3.5) 

称 ( )f t 在 i+∞ 处是 m ( 0m > )阶的； 

如果 

( ) e
n

ikt
k

k
f t C

−

=−∞

= ∑                                      (3.6) 

称 ( )f t 在 i−∞ 处是 n ( 0n > )阶的。 

这样我们可以利用周期延拓的方法将一个半周期的函数转化为一个周期的函数。那对于半周期

Riemann 边值问题，我们自然会想到利用已有的关于周期问题的结果来求解。 
回到半周期 Riemann 边值问题，现在我们取基本域 { }0 C : 0 Re πS z z= ∈ ≤ < 来进行讨论，此时跳跃曲

线为 0L 。利用周期延拓，我们可以得到以 2π为周期的函数 ( )* zΦ ，即 

( )
( )
( )

0

1

,

π ,

z z S
z

z z S
∗

Φ ∈Φ = 
−Φ − ∈

 

则相应的 ( ) ( ),G t g t 分别转化为 2π为周期的 

( )
( )
( )

0

0

,

,

G t t L
G t

G t t L
∗

∈=  ′∈
， ( )

( )
( )

0

0

,

π ,

g t t L
g t

g t t L
∗

∈=  ′− − ∈
 

但应注意此时，跳跃曲线应为 *
0 0 0L L L′= + ，其中 0L′表示延拓后在 [ ]π, 2π 中相应的曲线。此时原问题
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则转化为：求以 *
0L 为跳跃曲线的分区全纯函数 ( )* zΦ ，满足下列条件： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

* *
0

* *

,

2π , C

t G t t g t t L

z z z

+ ∗ − ∗ ∗Φ = Φ + ∈

Φ + = Φ ∈

                             (3.7) 

这样我们得到了一个以 2π为周期关于 ( )* zΦ 的周期 Riemann 边值问题。我们仍引用文献[1]中对于指

标的定义。我们用κ 表示问题(2.1)的指标，即
0

1 arg
2π L

Gκ = ，则此时对于问题(3.7)，结合指标的性质，

这样我们知道问题(3.7)的指标应为 * 2κ κ= 。但这两个问题的解之间有着怎样的联系呢？我们设半周期问

题(2.1)有解为 ( )zΦ ，其有展开式 

( ) ( ) ( )
0

cos sin
n

k k
k

z a kz b kz
=

Φ = +  ∑                               (3.8) 

结合半周期条件 ( ) ( )πz zΦ + = −Φ ，我们得到 

( ) ( ){ } ( ) ( )
0 0

cos π sin π cos sin
n n

k k k k
k k

a k z b k z a kz b kz
= =

+ + + = − +          ∑ ∑                 (3.9) 

若上式成立则 k 只能为奇数，其仍是以 2π为周期的，所以它也是周期 Riemann 边值问题(3.7)的解，

这样我们得到： 
定理 1：当(3.9)式中 k 为奇数时，问题(2.1)和问题(3.7)是等价的。 
这样我们看到问题(3.7)是加了限制条件的周期 Riemann 边值问题，半周期问题的解一定是周期问题

的解，反之则不成立。 
接下来我们列出一个关于半周期跳跃问题的引理。以 π为半周期的跳跃问题为：求以光滑封闭曲线

组 L 为跳跃曲线、以 π为半周期的分区全纯函数 ( )zΦ ，满足条件： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0,

π , C

t t g t t L

z z z

+ − ∗Φ = Φ + ∈

Φ + = −Φ ∈

                               (3.10) 

其中 ( ) Hg t ∈ ，且 ( ) ( )πg t g t+ = − ，Φ在∞处是 m 阶的。 

引理 1：问题(3.10)的一般解为 

( ) ( )
( ) ( )1 d

2π sin mL

g t
z t P z

i t z
Φ = +

−∫ ， z L∉  

其中 ( )mP z 为任意的次数不超过 m 的奇数次三角多项式。 

证明：首先我们注意到 

( )
lim 1

sinz t

t z
t z→

−
=

−
                                     (3.11) 

且
( )sin

t z
t z
−
−

是关于 ,t z 的 Hölder 连续函数，又由 ( ) Hg t ∈ 。设 

( ) ( ) ( ),
sin

t zt z g t
t z

ω
−

= ⋅
−

                                  (3.12) 

则 ( ),t zω 为 t 和 z 的 Hölder 连续函数。 

现在设 ( ) ( ),1 d
2π L

t
t

i t
ω τ

τ
τ

Ψ =
−∫ ，由带参数的 Plemelj 公式[1]，可以想见， 
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( ) ( ) ( ),1 1, d
2 2π L

t t
t t t

i t
ω

ω τ
τ

+Ψ = +
−∫                              (3.13) 

( ) ( ) ( ),1 1, d
2 2π L

t t
t t t

i t
ω

ω τ
τ

−Ψ = − +
−∫                             (3.14) 

结合(3.11)和(3.12)，我们得到 

( ) ( ) ( )
( )

1 1 d
2 2π sinL

g
t g t

i t
τ

τ
τ

+Ψ = +
−∫                           (3.15) 

( ) ( ) ( )
( )

1 1 d
2 2π sinL

g
t g t

i t
τ

τ
τ

−Ψ = − +
−∫                            (3.16) 

则 ( ) ( ) ( )t t g t+ −Ψ −Ψ = ，且可以验证 ( ) ( )πt tΨ + = −Ψ 。 

( ) ( )
( )
( )
( )
( )
( )

( )

1π d
2π sin π

1 d
2π sin

1 d
2π sin

L

L

L

g
t

i t

g
i t

g
i t

t

τ
τ

τ

τ
τ

τ

τ
τ

τ

Ψ + =
− −

=
− −

= −
−

= −Ψ

∫

∫

∫

                             (3.17) 

这样我们得到 

( ) ( ) ( ) ( )t t t t+ + − −Φ −Ψ = Φ −Ψ                               (3.18) 

又由Φ在∞处是 m 阶的，利用一般 Riemann 跳跃问题的结果[1]、(3.5)和(3.18)得到 

( ) ( ) ( )mz z P zΦ = Ψ +  

其中 ( )mP z 为任意的次数不超过 m 的奇数次三角多项式， 
证毕。 

4. 问题的求解 

下面我们来讨论半周期 Riemann 边值问题的求解。 
第一种情况：限定 ( ) ( ) 0i iΦ +∞ = Φ −∞ = 。由上一节的讨论我们知道，此时问题(2.1)可以转化为问题

(3.7)，结合典则函数的性质我们知道，这时问题(3.7)中的典则函数对问题(2.1)仍是适用的。由[1]中的结

果知，典则函数为： 

( )
( )

( )2

e

cot e
2

z

zk

z S
X z z z S

Γ +

Γ− −

 ∈
= 

∈

当

当
                       (4.1) 

其中 

( ) ( )
0

2
0

1 log cot cot d ,
4π 2 2L

t t zz G t t z L
i

κ
∗

∗− Γ = ⋅ ∉  ∫             (4.2) 

且 ( )X z 是以 2π为周期的函数。 
这样对齐次问题(2.1)有 
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( )
( )

( )
( )

t t
X t X t

+ −

+ −

Φ Φ
=                                     (4.3) 

我们得到齐次问题(2.1)的一般解为 

( ) ( )z CX zΦ =                                      (4.4) 

再考虑问题(2.1)中半周期条件，若要使 ( ) ( )πz zΦ + = −Φ 成立，结合(4.1) (4.2) (4.4)可知，此时问题

只有零解且满足限定条件 ( ) ( ) 0i iΦ +∞ = Φ −∞ = ，故此时齐次半周期 Riemann 边值问题(2.1)只有零解。因

此有如下结论： 
定理 2：对于齐次半周期 Riemann 边值问题(2.1)，在要求 ( ) ( ) 0i iΦ +∞ = Φ −∞ = ，齐次半周期 Riemann

边值问题(2.1)只有零解。 
第二种情况：要求 ( ) ( ), , ,o i m o i nΦ +∞ = Φ −∞ = ， ,m n 为整数，即要求 ( )zΦ 分别在 i±∞ 处有有限阶，

这次我们不作齐次的要求。类似第一种情况的讨论，问题(2.1)仍可以转化为问题(3.7)，则典则函数(4.1)
仍然适用，问题的指标为κ ， ( )X z 满足条件 ( ) ( ) ( )X t G t X t+ −= ，这样问题(2.1)变为 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

t t g t
X t X t X t

+ −

+ − +

Φ Φ
= +                                  (4.5) 

利用引理 1，又由 ( )X i±∞ 有界，结合 ( )iΦ ±∞ 的要求，我们有 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

d
2π sin m nL

X z g t tz P z X z P z X z
i t zX t∗ +Φ = + +

−∫                (4.6) 

其中 ( ) ( ),m nP z P z 分别为 ,m n 次多项式。 
再考虑半周期条件，要使(3.7)满足半周期条件，因为 ( )X z 是以 π周期的， ( )sin t z− 是以 π为半周期

的，所以对多项式 ( ) ( ),m nP z P z 应有进一步的要求。由(3.5)和(3.6)式，我们知道 ( )mP z 应具有如下形式: 

( ) ( ) ( ){ }2 1 2 1
0

cos 2 1 sin 2 1m m m
m

P z a m z b m z
+∞

+ +
=

= + + +      ∑                     (4.7) 

同理得到 

( ) ( ) ( ){ }
0

2 1 2 1cos 2 1 sin 2 1n n n
n

P z a n z b n z+ +
=−∞

= + + +      ∑                      (4.8) 

这样我们得到 
定理 3：如果要求 ( ) ( ), , ,o i m o i nΦ +∞ = Φ −∞ = ， ,m n 为整数，则问题(2.1)有解(4.6)，其中 ( ) ( ),m nP z P z

分别由(4.7)和(4.8)式给出。 

5. 结论 

本文给出了半周期 Riemann 边值问题在对 ( )iΦ ±∞ 处做两种不同的要求的情形下的解的情况的分析，

分别得出在要求条件下的解的封闭形式。当然我们还可以对 ( )iΦ ±∞ 作其它的要求而进行讨论，而相应的

解的形式也会有所不同。对于拟周期的边值问题仍有很多有意义的问题值得讨论，后续仍有很多问题值

得我们关注。 
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