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Abstract 
In this paper, a generalized Lorenz system with hidden attractors is introduced. The dynamic phe-
nomena including periodic motion, chaotic state and transient chaos is observed when different ini-
tial states are given. It is found that the dynamic behavior of the generalized Lorenz system depends 
on the system parameters and initial states. Through a series of calculations, the Hamiltonian energy 
function of the system is given, and the energy conversion in different motion states is analyzed. 
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摘  要 

本文引入具有隐藏吸引子的广义Lorenz系统，在给定不同的具体初始状态时，观察到了周期运动、混沌

状态和瞬态混沌等动力学现象，并发现广义Lorenz系统动力学行为依赖于系统参数及初始状态。通过一

系列的计算，给出了系统哈密顿能量函数，并分析了不同运动状态下的能量转换情况。 
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1. 引言 

在非线性混沌电路系统中，能量在电场和磁场之间的存储释放过程与电磁感应现象相一致。根据平

均场理论与Kirchhoff定律，可通过非线性振荡电路的动力学模型进一步研究混沌电路中的能量交换问题。

在实际振荡电路中，利用无量纲变换方法将电磁场方程转化为无量纲的非线性动力学方程，从而进一步

研究能量交换过程。此外，非线性动力系统的状态变化总是伴随着电路中能量的吸收与释放过程。 
人们也在寻求合适的工具来研究非线性系统中的能量变化情况。Sarasola 等[1]认为通过系统能量变

换可进一步推断其动力学过程，并提出了一种变量函数作为混沌系统的能量函数。随后，Sarasola 在

Hamilton 系统及一般 Hamilton 系统[2] [3] [4]中使用了 Hamilton 函数作为能量函数，得到了一些经典混沌

系统的 Hamilton 能量函数。Torrealdea 等[5] [6]人研究了 Hindmarsh-Rose 神经元的平均能量消耗问题，

并预测了该神经元在其信号活动期间的能量消耗情况。Moujahid 等[7]研究了一耦合神经元中的同步现象

与能量变化问题。Wang [8] [9]等基于 Helmholtz 定理探究了一类微分动力系统中 Hamilton 能量的计算问

题，并给出了 Hamilton 能量的物理意义。他们将 Helmholtz 定理推广到了无量纲的动力系统，这对能量

变化研究及混沌控制有很大帮助。文献[10]中，Song计算了Hindmarsh-Rose神经元的Hamilton能量函数，

进一步研究了其因放电模式转换所引起的能量变化现象，表明混沌状态消耗大量能量进而引发尖峰发放

电状态。文献[11]，Ma 讨论了三种类型的吸引子(无穷吸引子、无平衡点吸引子与隐藏吸引子)，设计了

Hamilton 能量函数并研究了能量变换问题，发现 Hamilton 能量依赖于所有变量以及初始值，同时非线性

动力系统需要足够的能量来维持各种动力学行为。在论文[12]中，Li 基于 Chua 电路[13]设计了一种多涡

卷吸引子混沌系统，机制为利用正弦函数诱导多涡卷吸引子产生。同时，其研究了该新系统的 Hamilton
能量，发现随着吸引子数目的增加，系统能量也在逐渐降低。因此更加复杂的动力学行为会消耗更多的

能量，Hamilton 能量的值也会降低。进一步，我们可以设计能量控制器，使控制器达到预期的控制目标

并降低能量消耗。 
本文将引入一个具有隐藏吸引子的广义 Lorenz 系统，研究其在不同的初始状态下的周期运动、混沌

状态和瞬态混沌现象。通过一系列的计算，给出了哈密顿能量函数，并分析了不同运动状态下的能量转

换问题。 

2. 具有隐藏吸引子的广义 Lorenz 系统 

定义 1 [14]：如果一吸引子的吸引域与一不稳定平衡点的任意开邻域相交，则其为自激励吸引子。否

则被称为隐藏吸引子。 
自激周期与混沌振荡器并不能涵盖所有可能的振动类型，例如远离不稳定平衡点的隐藏吸引子行为，

其分为无平衡点系统及无不稳定平衡点系统等类型。接下来，我们将讨论广义 Lorenz 系统产生的隐藏吸

引子情况。 
广义 Lorenz 系统可从 Rabinovich 系统[15]转换而来，形式如下： 

( )x a x y byz
y cx y xz
z dz xy

= − − −


= − −
 = − +







                                      (1) 
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其中 , , ,a b c d 表示常数，其可以组成系统不同的状态。 

3. 具有隐藏吸引子的广义 Lorenz 系统的 Hamilton 能量 

这一部分，进一步寻找相空间中的变量函数作为 Hamilton 能量函数。故将系统(1)改写为 

( )x f x=                                            (2) 

其中 nx R∈ ， ( )f x 为连续光滑函数。 
应用Helmholtz理论，系统(2)可用来讨论其能量变化问题，将其分解为保守场 ( )cf x 与耗散场 ( )df x ，

即 

( ) ( ) ( )c df x f x f x= +                                      (3) 

能量变化来自于电场所做的功，可将 ( ), ,H x y z 作为 Hamilton 能量函数，满足条件： 

( )T 0cH f x∇ =                                         (4) 

( )Td
d d
HH H f x
t

= = ∇                                      (5) 

对于系统(1)，有 

( ) ( )c d

ay byz ax
f x cx xz f x y

xy dz

− −   
   = − = −   
   −   

，                                 (6) 

且 Hamilton 能量函数可表示为： 

( ) ( ) 0H H Hay byz cx xz xy
x y z

∂ ∂ ∂
− + − + =

∂ ∂ ∂
                             (7) 

其通解为： 

2 2 21
2

a aH x y b z
c c

  = − + −    
                                  (8) 

Hamilton 能量随时间的变化情况为： 

( ) ( ) ( )

2 2 2 2

1 2 2 2
2 2 2 2

a b aH x x y y z z
c c

a ax x y y b z z
c c

a ax a x y byz y cx y xa b z dz xy
c c

a a ad aax axy bxyz axy y xyz dbz bxyz z xyz
c c c c

 = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + − ⋅ ⋅ 
 

 = ⋅ − ⋅ ⋅ + − ⋅ ⋅ 
 

 = − − − − ⋅ − − + − ⋅ − +      

= − + − − + + − + + −



  

  

 

( ) ( ) ( )

2 2 2 2

T
d

a adax y dbz z
c c

a ax ax y y b z dz
c c

H f

 = − + + + 
 

   = ⋅ − + − ⋅ − + − ⋅ ⋅ −   
   

= ∇
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4. 广义 Lorenz 系统的数值模拟 

进一步，将通过上一节 Hamilton 能量函数中定义的 Hamilton 能量讨论系统(1)的能量转移状况。 

(a) 选取参数 10a = ， 0b = ， 24.5c = ， 8 3d =  
系统(1)对应的数值模拟结果对应于图 1 与图 2。如图 1 所示，当时间 [ ]0,39t∈ ，解曲线从初始状态开

始，呈现出周期运动状态(蓝色曲线)。在图 2 中，关于状态变量 x 的时间响应同样可以观察到类似现象。曲

线进一步延伸进入负值区域，然后经历一段混沌运动后进入周期轨道(如图 1(a))。随后，曲线在周期运动和

混沌运动之间反复振荡(如图 1(b))。显然，周期轨道中出现了峰，并且周期轨道平缓地逐渐增加。系统一旦

出现混沌(绿色曲线)，能量和时间响应的一些尖峰会同时出现。但更值得注意的是，振幅值越大，对应的

能量值越小，这是因为混沌振荡消耗了大量的能量。例如，尖峰 p+与 q+ 拥有较小的能量值，而平均峰值m+

拥有较大的能量值。图 1(a)中的三个点( p+ , q+ , m+ )分别对应图 1(b)中的三个点( p−， q− 与m− )。 
 

 
Figure 1. The evolution of chaotic attractors in system(1) 
图 1. 系统(1)的混沌吸引子的演化 

 

 
Figure 2. The time response of state variable x(t) and Hamilton energy H 
图 2. 状态变量 x(t)与 Hamilton 能量 H 的时间响应 
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(b) 选取参数 1.5a = ， 0.5b = − ， 3c = ， 1d =  
状态变量 x 和 Hamilton 能量的时间响应如图 3 所示。图 3 中所对应的吸引子与时间响应图证明系统

(1)最终是稳定的。若以固定常数2.1094上的稳定线作为基线，则状态变量在第五个时间单位处出现尖峰，

然后能量函数值迅速减小。在一段周期运动状态之后，系统(1)开始在第十五时间单元处逐渐稳定，相应

地，能量函数也处于稳定状态。该现象可以解释系统(1)需要一定量的能量来维持稳定状态机制。 
 

 
Figure 3. The time response of state variable x(t) and Hamilton energy H 
图 3. 状态变量 x(t)与 Hamilton 能量 H 的时间响应 

 

(c) 选取参数 2.98a = ， 0.438b = − ， 6.8c = ， 1d =  
当初始状态为 ( ) ( ) ( )0 10, 0 10, 0 10x y z= = = 时，进一步分析系统的 Hamilton 能量变化情况。状态变

量 x 和 Hamilton 能量的时间响应如图 4 所示。显然，可以发现瞬态混沌现象，即系统在第 35 个时间单

位之前轨线围绕一个平衡点作周期运动(绿色曲线)，然后在时间单元 35 至 62 其围绕两个平衡点出现混沌

振荡现象(红色曲线)，最终在第 62 时间单位运动状态逐渐稳定(蓝色曲线)。在图 5(e)中观察到了瞬态混沌

演化现象，曲线的颜色与图 4(a)中的颜色一致。图 5(d)显示了系统(1)不同运动状态时的能量变化情况。

在第 35 个时间单位，曲线突破周期形态进入混沌状态，同时在状态变换的临界时刻需要消耗更多能量，

如点 1p (对应于点 1o )所示。在第 58 个时间单位，运动轨迹具有相对最小振荡幅度，因此消耗相对较少的 
 

 
Figure 4. The time response of state variable x(t) and Hamilton energy H 
图 4. 状态变量 x(t)与 Hamilton 能量 H 的时间响应 
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Figure 5. The part enlarged picture of Figure 4 and evolution process of system (1) 
图 5. 图 4 的局部放大图与系统 1 的演化 

 

能量，如点 2p (对应于点 2o )所示。在临界时刻，通过在点 3p 和点 4p 中看到了能量的快速跳跃变换。最

后，当系统(1)逐渐达到稳态时，能量具有相对的稳定值。 
根据观察和能量守恒定律，当系统(1)具有更复杂的振荡时，能量振荡伴随着较大的振幅。例如，混

沌运动比具有较小振幅值的周期运动消耗更多能量，并且在能量函数中拥有更加稳定的振幅。 

5. 结束语 

本文引入具有隐藏吸引子的广义 Lorenz 系统，在给定不同的具体初始状态时，观察到了周期运动、

混沌状态和瞬态混沌等动力学现象，并发现广义 Lorenz 系统依赖于系统参数及初始状态。通过一系列的

计算，给出了系统哈密顿能量函数，并分析了不同运动状态下的能量转换情况。 
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