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Abstract 
In the nonlinear science, the soliton theory plays a significant role. The development of the soliton 
theory which has become the main instrument to solve nonlinear partial differential equations, 
has opened up a new direction for the study of nonlinear science. Specially, some nonlinear mod-
els involved in the fluid mechanics, the nonlinear optics, the plasma physics and other fields of 
natural science, can be described by the soliton equation. But with the development of optical 
pulse pressing technology, the perturbation of light pulses by some higher-order effects becomes 
prominent. In order to get more complex and obvious pulse phenomena, some soliton solutions 
and breather solutions of higher-order nonlinear Schrödinger and Maxwell-Bloch coupling equa-
tion are found by using the method of Darboux transformation. The results indicate that this ap-
proach is still simple and efficient for solving nonlinear evolution equation, and the breakthrough 
to higher order has been achieved at the same time. In the first section, we get the Lax pair of 4th 
order NLS-MB equation and find the corresponding darboux transformation. In the second section, 
the solutions of single- and double-solitons have been obtained and their figures are plotted. In 
the third section, single- and double-breathers solutions have been obtained and figures of the 
solutions are plotted. In the fourth section, the conclusions have been obtained. 
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摘  要 

在非线性科学中，孤子理论占有重要的地位，它的兴起开辟了非线性科学研究的新方向，成为求解非线

性偏微分方程的主要手段。特别地，在流体力学、非线性光学、等离子物理等自然科学领域中涉及的非

线性模型问题大部分都可以利用孤子方程来描述，但是随着光脉冲压榨技术的发展，一些高阶效应对光

脉冲的扰动就会变得突出。为了得到更为复杂并明显的脉冲现象，本文运用Darboux变换的方法，求出

了高阶非线性薛定谔(NLS)方程与Maxwell-Bloch系统耦合方程的孤子解及其呼吸子解。事实证明，在非

线性发展方程的求解中，此方法非常简便易行，同时实现了向高阶迈进的突破。第一节，我们给出了4
阶NLS-MB方程的Lax对并求出对应的达布变换。第二节，求出其单双孤子解并绘出解的图像。第三节，

求出其单双呼吸子解并绘出解的图像。第四节，得出结论。 
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1. 引言 

非线性发展方程目前已经应用到各个领域，它的飞速发展为化学、生物学、通信工程尤其是物理学

的许多现象提供了重要的数学模型并予以简练而准确的描述，因而求解非线性问题一直是数学家和物理

学家研究的重要课题。近年来已经有许多求解这些非线性发展方程的方法，例如反散射法、齐次平衡法、

三角函数法、双函数法，最常用且最简便的方法为Darboux变换法。2004年，有人运用双曲函数法找到了

变系数非线性方程的精确解[1]。三年后，赵长海用双函数法获得NLS方程的多组新显式行波解，包括孤

波解和周期解[2]。2008年，王永杰等人运用齐次平衡法研究了描述阿尔芬波的导数NLS方程的精确解[3]。
2014年，毛春华用待定系数法求解了一类NLS方程的解[4]。四阶NLS方程形式如下： 

( ) ( )(
)

2* 2 * 3 * * 2

* * 2 *

1 2 6 2 12 12
2

8 16 4 2

x t ttt t

t t tt tt tt tttt

q qq q q i q q q q q q

qq q q qq q q q q

α α γ γ

γ γ γ γ

= + + + +


+ + + + + 


                     (1) 

式中，q 为关于时间变量 t 和空间变量 x 的实函数，它也代表着标准的非线性波理论。有时 x 和 t 在光波

和水波中也是相互影响的[5] [6]。在 2014 年，Adrian Ankiewicz，Nail Akhmediev 求出了方程(1)的孤子解

和呼吸子解[7]。近几年，孤子脉冲动力学的研究在非线性光学中引起了人们广泛的兴趣。在光导纤维中

存在两种类型的孤子。其中一种类型的传播通常由 NLS 方程所描述。另一种是相干脉冲，在两级共振介

质中传播，通常由如下的 MB 方程所描述， 
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* *

2 , 2 ,

,
x t

t

q p p iwp q

qp q p

η

η

= = −

= +
                                    (2) 

在某些情况下，这两种类型的孤子可能同时存在于一个纤维介质中，它的传播需要由 NLS-MB 系统

来描述[8]。本文在此基础上，将会给出高阶的 NLS-MB 方程的孤子解及其呼吸子解来得到更为明显且复

杂的脉冲现象，耦合方程如下： 

( )
( )

( )

2 2

2 2 42 * * 2

* *

1 6
2

6 4 8 2 6 2 0,

2 2 ,

,

x tt ttt t

tttt t t tt tt

t

t

iq q q q i q q q

q q q q q q q q q q q ip

p iwp q

q p qp

α

γ

η

η

+ + − +

+ + + + + + − =

= +

= − +

                     (3) 

其中 x 是空间变量，t 是时间变量。 

2. Lax 对及其达布变换 

这一节中，我们将构建方程(3)的Lax对，进而构建其达布矩阵。Lax对具体形式如下 

,t

x

U
V

φ φ
φ φ
=

=
                                           (4) 

这里， 

1
2
φ

φ
φ
 

=  
 

 

其中， 1φ 和 2φ 都是关于x和t的复杂函数，此时有 

2

0,
10 1 2 0.
2

U J U
iV J U V M V V

w

λ

λ λ α γ
λ

= +

= + + − + +
+

 

其中 
* 00

0 ,
00
iiq

U J
iiq

   
= =   −  

                                   (5) 

2 *

2
1 ,t

t

i q q
V

q i q

 −
 =
 − 

                                      (6) 

3 24 4 0 2 1 ,M J U V Qλ λ λ= + + +                                  (7) 

这里 

( ) ( )
( ) ( )

*, ,
, ,

n n

n n

A x t B x tQ
B x t A x t

 −
=  

−  
                                   (8) 

其中， 

( )
( ) ( )

* *

2

,

, 2

n t t

n tt

A x t q q qq

B x t i q q q

= −

= − +
                                   (9) 
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( ) ( )
( ) ( )

, ,
2

, ,
p p

p p

iA x t B x t
V

C x t iA x t
 

=  − − 
                                 (10) 

其中， 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

24 2* * * * 2 4

2* * 3 * * * 2 *

2* 3 2

, 3 2 4 8 ,

, 2 3 4 2 4 4 ,

, 2 3 4 2 4 4
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在我们的记号里，最后的矩阵， 0V 为 
*

0
ip

V
ip
η

η
 −

=  
− 

                                      (11) 

如果 λ 是实参数，则 

( ) ( )*, ,p pB x t C x t=  

通过直接计算，能够证明零曲率方程 

0x tU V UV VU− + − =                                     (12) 

一定能得到方程(3)。 
接下来构建达布矩阵，令 

( ) ,I Sφ λ φ′ = −                                        (13) 

这里I为单位矩阵， 
1,S H H −= Λ                                         (14) 

这里， 
*

* *

1 0 1 2
,

0 1 2 1
H

λ φ φ
λ φ φ

  
Λ = =    −   

 

我们能够证明如果 ( )T1, 2φ φ 是当 1λ λ= 时(4)的解，则 ( )*2, 1φ φ− 是对应 *1λ λ= 时(4)的解。 
我们要求φ′必须满足 

t

x

U
V

φ φ
φ φ
′ ′ ′=
′ ′ ′=

                                         (15) 

这里， 

2

0
10 1 2 0
2

U J U
iV J U V M V V

w

λ

λ λ α γ
λ

′ ′ ′= +

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + − + +
+

                         (16) 

这里， J J′ = ，U ′和V ′与U和V有相同的形式，而 , ,q pη 则被 , ,q pη′ ′ ′所代替。通过直接计算，我们

得到一次达布变换 

( )* *

2 2

2 1 1 1 2

1 2
q q

λ λ φ φ

φ φ

−
′ = −

+
                                   (17) 
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( ) ( )( ) ( ) ( )(
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             (19) 

3. 孤子解 

这一节，我们将讨论方程(3)的孤子解，取种子解 0, 0, 1q p η= = = 。通过求解(4)，我们能得到如下基

本解 
2 3 4

2 3 4

11 1 4 1 8 1
1

11 1 4 1 8 1
1
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2 2

it ix
w

it ix
w

c e

c e
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=

=

                               (20) 
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− + − + + + 

+ 

 
− − + + + 

+ 

=

=

                              (21) 

其中， 1c 和 2c 是实数。下面的工作将会通过达布变换求出单孤子解和双孤子解。 

3.1. 单孤子解 

将(20)和(21)两式带入(17)，(18)，(19)得到具体表达式，通过数学软件Mathematica，我们可以画出单

孤子解图 
 

 
(a)                                    (b)                                   (c) 

Figure 1. Evolution of the one-soliton solutions of Eqs.(3) via Expressions(17), (18), (19). The parameters adopted here are: 
1 1 0.8 , 1 20, 1 16, 1 1, 2 1, 1i c c wλ α γ= + = = = = =  

图1. 由式(17)，(18)，(19)表述的方程(3)的单孤子解的演化过程。参数取值为： 1 1 0.8 , 1 20, 1 16, 1 1,i cλ α γ= + = = =

2 1, 1c w= =  
 

当种子解 0, 0, 1q p η= = = 时，单孤子解见图1，图1(a)和图1(c)是亮孤子，图1(b)是暗孤子。 
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3.2. 双孤子解 

此小节在单孤子解的基础上，运用迭代的方法求出双孤子解。二次迭代后， Tϕ ϕ′ = ，其中 

1 1 0
, 2

2 0 1
T S

ϕ
ϕ λ

ϕ
   

= = −   
   

 

S和H同上不变，有 

2 3 4

2 3 4
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2
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 − − + + + + 

 − + − + + + + 

=

=

                              (22) 
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λ

λ λ αλ γλ
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ϕ
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− + − + + + 
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− − + + + 

+ 

=

=

                             (23) 

则二次达布变换为 

[ ]
( )* *

2 2

2 2 2 2 1
2

1 2
q q
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ϕ ϕ

′ ′−
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                               (24) 
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            (25) 

[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )(

( ) ( )( ) ) ( )( )( )

22 2* * * * * *

22 2 2 2* *
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p p w w i i p
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  ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + + +   

        (26) 

综合以上，能够得到双孤子的图为 
 

 
(a)                                    (b)                                   (c) 

Figure 2. Evolution of the two-soliton solutions of Equation (3) via Expressions (24), (25), (26). The parameters adopted 
here are: 1 1 , 2 1 , 1 20, 1 16, 1 1000i i wλ λ α γ= + = − + = = =  
图2. 由式(24)，(25)，(26)表述的方程(3)的双孤子解的演化过程。参数取值为： 1 1 , 2 1 , 1 20, 1 16,i iλ λ α γ= + = − + = =

1 1000w =  
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从图2中可以看出，两个孤子的碰撞为弹性碰撞，碰撞之后的振幅和速度保持不变。 

4. 呼吸子解 

设系统(3)的非零连续波背景下的初始解为 ( ) ( ), ,i mx nt i mx ntq ae p ibe dη+ += = = 。 

这里 , , , ,a b m n d 均为常数，将初始解带入原方程，得到如下关系： 

3 3 3 5 2 3 2 41 16 6 12 ,
2 2

b ma n a n a a a n a n a n aα α γ γ γ = − + − − + + − 
 

                   (27) 

2
2

wb bnd
a
−

=                                         (28) 

求解(4)并且假设 

( ) ( )
2 21 1 , 2 2
i imx nt mx nt

f e f eφ φ
− + +

= =                                (29) 

我们得到 

1 1 2
1
2tf in i f iafλ = + + 

 
                                  (30) 

2 1 2
1
2tf iaf i in fλ = − + 

 
                                  (31) 

1 1 1 2
1 1 2
2xf imf l f l f− = +                                   (32) 

2 2 1 2
1 2 1
2xf imf l f l f+ = −                                   (33) 

这里， 

( ) ( ) ( ) ( )((
( )( )))

4 2 2

2 2 2

1 2 6 2 1 4 8
2

1 6 4 8 4 2 ,

il b n w a w a
a w

a n n

λ γ λ αλ γλ
λ

γ αλ γλ α γλ

= − − − + + + − + +
+

+ − − − + +
 

( ) (

( )( )( ))

2 3 2 4 4 3 2

3 2 2 2 2 2 2 2 3 3

3 4 2 2

2 2 2 2 4 12 2 4 2 4 4
4

8 4 8 4 8 16 8 16 16 16

32 32 2 1 4 12 4 8 8 6 2

ial m n nw n n w a n n w n w n
w

nw n n w n w n nw n

w a w n w n w

α α γ γ γ λ λ αλ
λ

αλ γλ γλ λ αλ αλ γλ γλ αλ γλ

γλ γλ α γ αλ γλ γλ α γ λ

= − − − + − + + + − + − +
+

− − + − − + + − + −

+ + − − + + + + + − + +

 

从上式我们容易得到 * *
1 2 1 2, , ,f f f f ，并且带入 1φ 和 2φ 的表达式中，可以得到具体值；另外， *1φ 和 *2φ

也可以求出。通过计算： 

( ) ( )

( ) ( )

2

2

1

2

i mx ntA A

i mx ntA A

e e e

e e e

φ µ ν

φ

− +−

+−

= +

= +

                                 (34) 

这里， 

( )222 4 2
,

2
n i a n

a
λ λ

µ
+ − − − +

=  
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( )222 4 2
,

2
n i a n

a
λ λ

ν
+ + − − +

=  

( ) ( )221 4 2 ,
2

A a n t xλ σ= − − + +  

其中， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )(
( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )( ))

4 4 3

2

2 2

1 2 12 2 2 2 2 1 4 2
4

4 1 4 2 1 4 2

2 1 12 4 2 6 2

m a n n w n w
w

w n w

a n w n w

σ γ γ α γ λ λ λ α γλ
λ

λ λ λ α γλ λ α γλ

γ λ α γλ α γ λ
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+
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假设 1 2, 2 1i nλ ξ ξ ξ= + = − ，其中 1, 2ξ ξ 为实数，则设有 

( ) ( )22 2 21 2 4 2 4 2i a n aς ς λ ξ+ = − − + = −                           (35) 

又得 

( )3 3 3 5 2 3 2 41 12 1 8 1 6 48 1 2 1 16 1
2

b ma a a a a a a aξ α ξ α γ γξ ξ γξ= + − − − + + −                (36) 

( )2 3 2 4 2 2 2 41 12 1 8 1 6 48 1 2 1 16 1
2

wd m a a a aξ ξ α ξ α γ γξ ξ γξ+
= + − − − + + −                (37) 

4.1. 单呼吸子解 

根据(35)，我们可以分如下几种情况： 

情形4.1.1：当 2 22 aξ = ，此时 1 2 0ς ς= = ，孤子解与x和t无关，因此讨论无意义。 

情形4.1.2：当 2 22 aξ > ，得到 ( )2 22 0, 1 4 2 aς ς ξ= = − ，取适当的参数，可以画出单呼吸子解的图形

如下： 
 

 
(a)                                    (b)                                   (c) 

Figure 3. Evolution of the Akhmediev breathers. The parameters adopted here are: , 0.7, 1, 0, 6,i a m n wλ = = = = =

1 60, 1 8α γ= =  
图3. Akhmediev呼吸子解的演化。参数取为： , 0.7, 1, 0, 6, 1 60, 1 8i a m n wλ α γ= = = = = = =  
 

从图3中，我们得到，在连续波背景下，呼吸子解在空间上周期性传播，在时间上是非周期性传播的，

因此我们获得了Akhmediev呼吸子解[9] [10]，另外，Akhmediev呼吸子解的传播能被视为调制不稳定过程

[11] [12]，它是因为非线性和分散效应有相互作用，也被称为参变过程，在这个过程中，连续或类似连续

波在微扰出现时，经受了振幅和相位的调制。图3(a)和(c)为明呼吸子，图3(b)为暗呼吸子。 
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情形4.1.3：当 2 22 aξ < ，得到 ( )2 21 0, 2 4 2aς ς ξ= = − ，取适当的参数，可以画出单呼吸子解的图形

如下： 
 

 
(a)                                    (b)                                   (c) 

Figure 4. Evolution of the Ma breathers. The parameters adopted here are: 0.5 , 1, 1, 0, 4, 1 2, 1 4i a m n wλ α γ= = = = = = =  
图4. Ma呼吸子解的演化过程。参数取值为： 0.5 , 1, 1, 0, 4, 1 2, 1 4i a m n wλ α γ= = = = = = =  
 

从图4中，我们得到，在连续波背景下，呼吸子解在时间上周期性传播，在空间上是非周期性传播的，

因此，在取到合适的参数下，我们获得了Ma呼吸子解[13] [14]，比较图4(a)~(c)，图4(a)和图4(c)为明呼吸

子，图4(b)为暗呼吸子。 

4.2. 双呼吸子解 

本节是在单呼吸子解的基础上利用达布变换的迭代求得双呼吸子解。具体为 

11 1 0 1
2

2 0 1 2
H H

ψ χ
λ

ψ χ
−      

= − Λ      
      

                              (38) 

这里 ( )T1, 2χ χ 是Lax对(4)对应于谱参数 2λ 的另一个解，其中， 

( ) ( )
2 2

21 221 , 2
i imx nt mx nt

f e f eχ χ
− + +

= =  

21f 与 22f 分别为 1f 与 2f 中 2λ λ= 时的值，我们可以得到双呼吸子解的表达式为 

[ ]
( )* *

2 2

2 2 2 2 1
2

1 2
q q

ψ λ λ ψ

ψ ψ

−
′= −

+
                                (39) 

[ ] ( ) ( ) ( )( )(
( ) ( ) ( )( )
( )( )(

( )( )
( )( ) ) ) ( )( )( )( )

* * * * *

* * * * * *

* 2 *2

22 2 *2 * * *

2* 2 *2 * * *

2 2 2 1 2 2 1 1 2 2 2

2 2 1 2 2 1 1 2 2 2

2 2 1 1

2 2 2 2 2 2 1 1 2 2

2 2 2 2 2 2 1 1 2 2

i p w w

i p w w

w w

w w

w w w w

η λ λ ψ ψ λ ψ ψ λ ψ ψ

λ λ ψ ψ λ ψ ψ λ ψ ψ

λ λ ψ ψ

λ λ λ λ λ ψ ψ ψ ψ

λ λ ψ ψ η λ λ ψ ψ ψ ψ

′= − + + +

′+ − + + +

+ + +

+ + − + + +

′+ + + + + +

            (40) 

[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )(

( ) ( )( ) ) ( )( )( )

22 2* * * * * *

22 2 2 2* *

2 2 1 2 2 2 2 1 2 2 2 1 2

2 2 1 2 2 2 2 1 2

p p w w i i p

w w w w

λ ψ λ ψ λ λ ψ ψ λ λ ψ ψ

λ ψ λ ψ η λ λ ψ ψ

 ′ ′= + + + − − −


  ′+ + + + + + +   

         (41) 

假设 1 1 2, 2 1 2iλ ζ ζ λ κ κ= + = + ，并且 2 1 2 1n ζ κ= − = − ，则 2ζ 和 2κ 满足(35)，有 
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( )
( )

2 2

2 2

1 2 4 2 ,

1 2 4 2

i a

i a

ϑ ϑ ζ

υ υ κ

+ = −

+ = −
                                  (42) 

由上式，我们可以得出如下几种情况： 

情形4.2.1：当 2 2 22 2 aζ κ= = 时， 1 2 1 2 0ϑ ϑ υ υ= = = = ，解与x和t无关，因此讨论无意义。 

情形4.2.2：当 2 2 2 22 , 2a aζ κ< < 时， ( )2 22 4 2aϑ ζ= − ， ( )2 22 4 2aυ κ= − ， 1 1 0ϑ υ= = ，取适当

参数，图形如下： 
 

 
(a)                                    (b)                                   (c) 

Figure 5. Evolutions of the parallel wave. The parameters adopted here are: 1, 1, 0, 2, 1 2, 1 4,a m n w α γ= = = = = =

1 0.5 , 2 0.4i iλ λ= = −  
图5. 平行波的演化过程。参数取值为： 1, 1, 0, 2, 1 2, 1 4, 1 0.5 , 2 0.4a m n w i iα γ λ λ= = = = = = = = −  
 

图5描述了两个振幅相同的波平行传播且相互不干涉，图5(a)和图5(c)为明呼吸子解，图5(b)为暗呼吸

子解。 

情形4.2.3：当 2 2 2 22 , 2a aζ κ> > 时， ( )2 21 4 2 aϑ ζ= − ， ( )2 21 4 2 aυ κ= − ， 2 2 0ϑ υ= = ，取适当

的参数，可以画出双呼吸子解的图像如下： 
 

 
(a)                                    (b)                                   (c) 

Figure 6. Evolutions of the two breathers. The parameters adopted here are: 0.5, 1, 0, 2, 1 60, 1 8,a m n w α γ= = = = = =

1 , 2 0.9i iλ λ= =  
图6. 双呼吸子解的演化。参数取值为： 0.5, 1, 0, 2, 1 60, 1 8, 1 , 2 0.9a m n w i iα γ λ λ= = = = = = = =  
 

图6显示的是双呼吸子解的传播特征，通过观察，两个波在相互碰撞时，振幅发生了变化，但碰撞之

后，波形，波速和传播方向保持不变，换句话说，波的碰撞为弹性碰撞。 

情形4.2.4：当 2 2 2 22 , 2a aζ κ> < 时， ( )2 21 4 2 aϑ ζ= − ， ( )2 22 4 2aυ κ= − ， 2 1 0ϑ υ= = ，双呼吸

子解如图所示： 
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(a)                                    (b)                                   (c) 

Figure 7. Evolutions of the Akhmediev breathers and Ma breathers. The parameters adopted here are: 1, 2, 0,a m n= = =

2, 1 20, 1 4, 1 1.1 , 2 0.5w i iα γ λ λ= = = = = −  
图7. Akhmediev呼吸子解和Ma呼吸子解的演化。参数取值为： 1, 2, 0, 2, 1 20, 1 4, 1 1.1 ,a m n w iα γ λ= = = = = = =

2 0.5iλ = −  
 

图7显示了两种双呼吸子解在同一介质中共存的情形，Akhmediev呼吸子解在空间上周期性传播，Ma
呼吸子解在时间上周期性传播，两种波传播是垂直的，并且在碰撞时不改变彼此的方向，速度和振幅。 

5. 结论 

本文主要讨论的是 4 阶 NLS-MB 方程，构建了此方程的 Lax 对和达布变换，并通过达布变换方法求

得该方程的单孤子解和单呼吸子解，再经过达布变换的迭代，求得双孤子解和双呼吸子解。另外再经过

Mathematic 软件，画出孤子解和呼吸子解的图形，方便我们进行对其直观的描述。 
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