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Abstract 

In this paper, we study the optimal dividend problem for a compound Poisson risk model with 
constant interest rate under bounded dividend rate. We aim to maximize the expected cumulative 
discounted dividends before bankruptcy by using bounded dividend rate. And the relevant cha-
racteristics of the dividend strategy are given. Finally, based on the measure-valued generator 
theory, this paper deduces the associated measure-valued dynamic programming equation (DPE), 
and further analyzes the relationship between the measure-valued DPE and the quasi-variational 
inequality. 

 
Keywords 

Compound Poisson Model, Optimal Dividend, Bounded Dividend Rates, Measure-Valued DPE 

 
 

带约束复合泊松模型的最优分红策略 

郑艳双，刘国欣 

河北工业大学理学院，天津 

 
 
收稿日期：2019年3月5日；录用日期：2019年3月20日；发布日期：2019年3月27日 

 
 

 
摘  要 

本文研究了在有界分红速率下的关于带有常数利率的复合泊松风险模型的最优分红问题，且在有限分红

速率的约束下，旨在将破产之前最大化收到的预期累积折现分红，并给出分红策略的相关特征。最后根

据测度值生成元理论，本文确定了相关联的测量值动态规划方程(DPE)，并进一步分析出测度值DPE与
拟变分不等式之间的关系。 
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1. 引言 

最优分红策略最早是 De Finitti (1957) [1]在第十五届精算大会上提出的，他指出公司应当寻求破产前

所有分红期望折现值的最大化。2006 年 Gerber [2]研究了连续时间经典风险模型中的最优分红策略，证明

了经典累积风险模型的最优分红策略。Azcue & Muler [3] (2012)将最优值函数刻画为关联 HJB 方程的最

小粘性解，并证明了使预期折现分红最大化的最优分红策略是带状策略。当给定的可行分红策略的值函

数光滑且满足 HJB 方程，Gerber [4]给出了验证结果，表明它是最优值函数。Schmidli [5]在 2008 年考虑

索赔额分布连续的情况，给出了 Cramér-Lundberg 风险模型中更一般的验证定理。Albrecher [6]在 2008
年讨论了在风险模型中包含常利率的最大化分红问题。至此，关于最优分红问题的研究也越来越多。 

关于带利率的最优分红问题，2006 年 Cai [7]盈余以恒定的利率获得投资收益。2007 年 Fang [8]研究

了常利率复合泊松风险模型中的类似问题，证明了最优分红策略是指数索赔分布情况下的阈值策略，并

且 Zhu [9] 2015 年考虑了在复合泊松模型下的正信用利率和负借贷利率的红利优化问题。上述结果表明，

在相应的条件限制中，最优策略均是带状的。 
基于上述研究背景和理论，本文运用带利率作用的复合泊松模型，分析任意索赔额分布的最优分红

问题。此外，我们对分红速率加以约束，之后我们使用测度值生成元的方法(参见刘国欣等(2007) [10])来
导出动态规划原理(DPP)和相应的动态规划方程(DPE)。 

2. 模型介绍 

2.1. 基本模型 

令 ( ), ,Ω  为全概率空间，Ω为左连右极集合，其中所有随机变量均可在该空间上定义。对于任意

0, 0,t s ω≥ ≥ ∈Ω，定义转移算子 :tθ Ω→Ω为 ( )t s ts
θ ω ω += ，则盈余过程 { } 0t t

X X
≥

= 可以表示为 

0
1

d ,
tN t

t k s
k

X x ct U i X s
=

= + − +∑ ∫                                (1) 

其中， 0x ≥ 为初始准备金。保费收入假设以常速率 0c > 连续收入。索赔个数 { } 0t t
N N

≥
= 为一列参数为 λ

的齐次泊松过程。索赔额{ }k k N
U

∈
是一列独立同分布的随机变量，且所索赔额分布连续，记为 Q。积分项

表示由固定利率 0i > 带来的额外收入。 nτ 表示第 n 次破产时刻。{ } 0t≥ 表示 X 的过滤概率空间。 

记分红策略为过程 { } 0t t
L L

≥
= ，其中 tL 为到 t 时刻的累积分红，则受控后的风险盈余过程 LX 可以写

成 

0
1

d .
tN tL

t k s t
k

X x ct U i X s L
=

= + − + −∑ ∫                              (2) 
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令 { }: inf 0 : 0L L
tt Xτ = ≥ < 表示保险公司的破产时刻。给定分红速率上限 0 0l ≥ ，则分红策略

{ } 0t t
L L

<
= 是可行的，如果 

• 过程 L 是非降适应{ } 0t≥ 的，且满足 0 0L = ； 
• 对 0h ≥ ，有 0t h tL L l h+ − ≤ ； 

• 分红不会导致破产； 
• SDE(2)有唯一强解。 

定义 xΠ 为所有初始盈余为 0x ≥ 的可行分红策略集合。对任意可行分红策略 xL∈Π ，累积期望折现

分红为 

( ) 00 0
e d e d ,

L L
L s s

s x sV x L X x L
τ τδ δ− −   = = =      ∫ ∫                       (3) 

其中， 0δ > 代表折现因子，可作为衡量股东在风险过程的生命周期中更倾向于在早期支付的偏好。因此

值函数可以定义为 

( ) ( ){ }sup , , 0.L
xV x V x L x= ∈Π ≥                             (4) 

按照惯例，当 0x < 时，我们定义 ( ) 0V x = 。 

2.2. 值函数 

引理 2.1：值函数 V 满足： 
i) ( ) ( )0,y x V x V y∀ > ≥ ∃ ≤ ； 
ii) ( ) 00,x V x l δ∀ ≥ ∃ ≤ ； 

iii) ( )V x 是局部利普西茨连续的。 

证明：(i)对两不等初始资金可得第一条性质成立；第(ii)条性质服从 ( ) 0 00
e dtV x l t lδ δ

∞ −≤ =∫ 。对于性

质(iii)，给定 0y x> ≥ 和 0> ，假设可行策略 yL∈Π 使得 ( ) ( )LV x V y≥ − 。并取初始盈余 x，当 L
tX y<

时不进行分红，且当达到盈余 y 时服从分红策略 L。则策略 L是可行策略。当没有索赔时发生时，盈余 L
tX 

在 ( ) ( )0 1 lnt i iy c ix c= + + 的时间内到达 y。因此我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0e e .t tL LV x V x V y V yλ δ λ δ− + − +≥ ≥ ≥ −   

因此有 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0
00 1 e tV y V x l ix c y xλ δ λ δ δ− +≤ − − ≤ + + −   。则性质得证。 

3. DPP&DPE 

3.1. 动态规划原理 

引理 3.1：(动态规划原理)对于任意 0x ≥ ，假设存在平稳马氏策略 *
xL ∈Π 使得 ( ) ( )*LV x V x= ，令

表示可测函数集合 [ ]0: 0,l l+ → 满足 ( ) ( ) ( )( )0
d

tl l l
x x xt x c i s l s sφ φ φ = + + − ∫ ，则对任意 0t ≥ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
10

sup e d e .
t ts l l

x s t
l

V x l X s V X
τ δ τδ

τ
∧ − ∧−

∧
∈

 = +  ∫

  

证明：设 *l ∈是最优平稳马氏策略 *L 的关联函数，对任意 , 0x t ≥ 有 

( ) ( ) ( ) ( )
* * * *1

1

* *
0

e d e d
LtL s l s l

x s x st
V x V x l X s l X s

τ τδ δ
τ

∧ − −

∧

  = = +      
∫ ∫   
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我们考虑等式右侧的第二项，根据过程
*lX 的强马氏性，可得 

( )

( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

* *

1

* *

11

* * *

11

* *
1

*

1

*
1

1

*

*

*

*
0

e d

e d

e d

e e d

e .

L

L

L

L

l
t

s l
x st

s l
x s tt

s l l
x s tt

t s l
x s

X

t l
x t

l X s

l X s

l X s X

l X s

V X

τ

τ δ
τ

τ δ
ττ

τ δ
ττ

τδ τ δ

δ τ
τ

∧

−

∧

−
∧∧

−
∧∧

− ∧ −

− ∧
∧

 
 
 
  

=   
   
  

=   
   
  

=   
   
 =   

∫

∫

∫

∫



 

 

 





 

因此有 

( ) ( ) ( ) ( )* *1 1
1

*
0

e d e .
t ts l l

x s tV x l X s V X
τ δ τδ

τ
∧ − ∧−

∧
 = +  ∫                       (5) 

此时对任意函数 l∈，我们可以构建一个新的分红策略 L̂ ： 

( )
( )

* 

1 1

ˆ
10

ˆ ˆ*
1

d , 0 ;
ˆ

ˆ d , .
L

s L
s

s
L L

t st

l X s s t
L

L l X s t s
τ

τ τ

τ

τ τ∧ ∧

 ≤ ≤ ∧


= 
 + ∧ < ≤


∫

∫
 

则易证 L̂ 是马氏策略。因此， 

( ) ( ) ( ) ( )
ˆ

*1

1

ˆ *
0

e d e d .
LtL s l s l

x s st
V x V x l X s l X s

τ τδ δ
τ

∧ − −

∧

 ≥ = +  
∫ ∫  

记
1 1

L̂ l
t tX Xτ τ∧ ∧= 。根据推导(5)的方法，同样我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
10

e d e .
t ts l l

x s tV x l X s V X
τ δ τδ

τ
∧ − ∧−

∧
 ≥ +  ∫  

故得证。 

3.2. 动态规划方程 

定理 3.2：对于任意 0x ≥ ，假设存在平稳马氏策略 *
xL ∈Π 使得 ( ) ( )*LV x V x= ，则对任意 0t ≥ 有 

( ) ( )( ) ( )( ){ }0 0
0 sup , d d ,

t tl l l
x x

l
V x t l s s V s sφ δ φ

∈
= + −∫ ∫


                      (6) 

其中 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )0
, d

tl l l l
x x xV x t V t V x V s V s sφ λ φ φ= − + −∫  且 ( ) ( ) ( )

0
d

x
V x V x y Q y= −∫ 。 

证明：对于任意 , 0x t ≥ 和 l∈，根据引理 3.1 有 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 1
1

0 0

0

0

0

e d e

e e d e e d d

e e d .

t

t ts

t s

t

l l
x s t

t s l s u l
s u

t sl l
x x

V x l X s V X

l X s l X u s

V s V s s

τ δ τδ
τ

λ δ λ δ

λ δ λ δ

λ

φ λ φ

∧ − ∧−
∧

− − − −

− + − +

 ≥ +  

= +

+ +

∫

∫

∫

∫ ∫





 

根据 Stieltjes 积分的分部积分公式可知 
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( )
( ) ( ) ( )

0

0 0 0

e e d

e d e e d d

t s lt

t t

s

s l s s u l
s u

l X s

l X s l X u s

λ δ

λ δ λ δλ

− −

− + − −= −

∫

∫ ∫ ∫
 

和 
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0 0

e

e d e d .

t l
x

t ts sl l
x x

V t V x

V s V s s

λ δ

λ δ λ δ

φ

φ λ δ φ

− +

− + − +

−

= − +∫ ∫
 

因此可得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

0 0

0 0

0

0 e d e d

e d e d

e ,d ,

t ts sl l
x x

t ts sl l
x x

t s l

V s l s s

V s s V s s

V x s

λ δ λ δ

λ δ λ δ

λ δ

φ φ

λ δ φ λ φ

− + − +

− + − +

− +

≥ +

− + +

=

∫ ∫

∫ ∫

∫





                  (7) 

其中 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 0
, , d d

t tl l l l
x xV x t V x t l s s V s sφ δ φ= + −∫ ∫  。根据可加泛函φ 及的定义有 

( ) ( ) ( )l
x

l l
x s

s t t
φ

φ φ+ = ，则易检验得到 ( ) ( ) ( )( ), , ,l l l l
xV x s t V x s V s tφ+ = +   。因此 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

0

0

0 0

e ,d

e ,d e ,d

e ,d e e ,d .

t h s l

t t hs sl l
t

t hs t sl l l
x

V x s

V x s V x s

V x s V t s

λ δ

λ δ λ δ

λ δ λ δ λ δ φ

+ − +

+− + − +

− + − + − +

= +

= +

∫

∫ ∫

∫ ∫



 

 

 

根据(7)记 ( ) ( )( )0
e ,d 0

h s l l
xV t sλ δ φ− + ≤∫  ，则 ( ) ( )

0
e ,d

t s lV x sλ δ− +∫  是非增的，且 ( ),dlV x s 对于任意固定

0x ≥ 是非负可测的，这表明 

( ) ( )( ) ( )( )0 0
0 , d d .

t tl l l
x xV x t l s s V s sφ δ φ≥ + −∫ ∫                         (8) 

另一方面，假设 *l ∈是最优平稳马氏策略 *L 的关联函数。根据推导(7)的方法，同理可得 

( ) ( )( ) ( )( )* * **
0 0

0 , d d .
t tl l l

x xV x t l s s V s sφ δ φ= + −∫ ∫                        (9) 

我们结合(8)和(9)可以得到： 

( ) ( )( ) ( )( ){ }0 0
0 sup , d d .

t tl l l
x x

l
V x t l s s V s sφ δ φ

∈
= + −∫ ∫


                      (10) 

令 x 表示函数 [ ]0: 0, lα + 
的集合且满足 ( ) ( )

0
d

t
x xt x c i s sα αφ φ = + + ∫ 。现在对于任意固定的

0x ≥ ，根据(6)有 

( ) ( ) ( )( ){ }0 0
0 sup , d d .

x

t tl
xV x t s s V s sα

α
α δ φ

∈
= + −∫ ∫


                       (11) 

其中 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )0
, d

t
x x xV x t V t V x V s V s sα α α αφ λ φ φ= − + −∫  。方程(11)是可测的，故称为测度值动态 

规划方程(测度值 DPE)。 

4. 测度值 DPE 与 QVI 的关系 

定理 4.1：对于任意 0x ≥ ，测度值 DPE(6)表明 
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( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){
( ) ( )( ) ( )( )}

0 sup 1

. . w.r.t. .

l l l l
x x x x

l

l l
x x

V t l t V t c i t

V t V t a e t

φ φ φ φ

λ δ φ λ φ
∈

′ ′= − + +

− + +




                   (12) 

其中， 

( ) ( ) , ;
1 .
V x

V x
′ = 

′

，

导数存在

其他
 

证明：根据引理 2.1 知道值函数 V 是局部利普西茨连续的，则导数极限几乎处处存在，因此有 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )( )
0 0

0

d d

d .

l
x t tl l l

x x x

t l l l
x x x

V t V x V u u V s s

V s c i s l s s

φ
φ φ φ

φ φ φ

′− = =

′= + −

′∫ ∫

∫
 

测度值 DPE(6)可重写为 

( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){
( ) ( )( ) ( )( ) }

( )( ){ }

0

0

0 sup 1

d

sup d ,

t l l l l
x x x x

l

l l
x x

t l l
x

l

V s l s V s c i s

V s V s s

V s s

φ φ φ φ

λ δ φ λ φ

φ

∈

∈

 ′ ′= − + +

− + + 

=

∫

∫









                  (13) 

其中 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1lV x V x l x V x c ix V x V xλ δ λ= − + + − + +′ ′  。 

则对任意 0,x l≥ ∈ ，我们可以得到 

( )( )0
d 0.

t l l
xV s sφ ≤∫                                   (14) 

根据引理 3.1 中的性质对任意 l∈有 ( ) ( ) ( )l
x

l l
x s

s t t
φ

φ φ+ = 。因此 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

0 0 0

0 0

0 0

d d d

d d

d d .l
x

t h h t hl l l l l l
x x x

h tl l l l
x x

h tl l l l
x h

V s s V s s V s s

V s s V h s s

V s s V s s
φ

φ φ φ

φ φ

φ φ

+ +
= +

= + +

= +

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

  

 

 

 

根据(14)式记
( ) ( )( )0

d 0l
x

t l l
h

V s s
φ
φ ≤∫  ，因此 ( )( )0

d
t l l

xV s sφ∫  是非增的，这表明 ( )( ) 0l l
xV sφ ≤ 。由于 

( )( ){ } ( )( )0 0
0 sup d sup d 0,

t tl l l l
x x

l l
V s s V s sφ φ

∈ ∈
= ≤ ≤∫ ∫

 
   

故(12)式成立。 
接下来定义三个算子为 

( ) ( ) ( ) ( ): ;V x c ix V x V xλ δ λΛ = + − + +   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0: 1 ;V x V x l c ix V x V x V xλ δ λ= − + + − + +′ ′   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ): .V x c ix V x V x V xλ δ λ= + − +′ +   

并定义 

{ }1 0:x c ix l+= ∈ + <  
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{ }2 0:x c ix l+= ∈ + =  

{ }3 0: .x c ix l+= ∈ + >  

因此当 0l c< ，则有 1 2 3, += = ∅ =    ；当 0l c= ，则有 { } ( )1 2 3, 0 , 0,= ∅ = = ∞   ；当 0l c> ，则

有 0 0 0
1 2 30, , , ,

l c l c l c
i i i
− − −     = = = ∞        

   。 

定理 4.2：假设测度值 DPE 成立。当 1 2x∈   ，则值函数 V 满足 QVI(I) 

( )
( )
( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

Λ 0;

0, a.e.;

0, a.e.;

Λ 0, a.e.

V x

V x

V x

V x V x V x

 ≤


≤
 ≤
 =





 

 

当 3x∈ ，则值函数 V 满足 QVI(II) 

( )
( )
( )( ) ( )( )

0, a.e.;

0, a.e.;

0, a.e.

V x

V x

V x V x

 ≤
 ≤


=





 

 

证明：我们首先证明 QVI(I)。记(12)式表示值函数 V 满足 

[ ]
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

00,
0 sup 1 a.e.

a l
a V x c ix V x V x V xλ δ λ

∈
= − + + − + +′ ′                (15) 

对于任意 1 2x∈   ，当 ( ) 1V x′ > ，则有 

( ) ( ) ( ) ( ), .V x BV x V x BV xΛ < <  

此时当 0a = 时，(15)式有最大值，即在 ( ){ }1 2 : 1x V x′∈ >  有 

( ) 0, a.e.V x =  

对于任意 1 2x∈   ，当 ( ) 1V x′ = ，则有 

( ) ( ) ( ).V x V x V xΛ = =   

又(15)式右侧括号内的值与 a 是独立的。因此(12)式表明在 ( ){ }1 2 : 1x V x′∈ =  有 

( ) ( ) ( ) 0, a.e.V x V x V xΛ = = =   

对于任意 1 2x∈   ，当 ( ) 1V x′ < ，则有 

( ) ( ) ( ) ( ), .V x V x V x AV xΛ ≤ <   

此时当 0a l= 时，(15)式有最大值，即在 ( ){ }1 2 : 1x V x′∈ <  有 

( ) 0, a.e.V x =  

综上所述，我们可以得到对于任意 1 2x∈   ，QVI(I)成立。 
同理可证明 QVI(II)： 
在 ( ){ }3 : 1x V x′∈ > 有 ( ) 0, a.e.V x = ，且 ( ) ( )V x BV x< 。 

在 ( ){ }3 : 1x V x′∈ = 有 ( ) ( ) 0, a.e.V x V x= =  。 
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在 ( ){ }3 : 1x V x′∈ < 有 ( ) 0, a.e.V x = ，且 ( ) ( )V x V x<  。 

故对任意 3x∈ ，QVI(II)成立。 
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