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Abstract 
Referring to the construction idea of the MUSCL scheme, we present a construction method for 
high-order numerical fluxes. The higher order numerical flux is applied to the finite volume (dif-
ference) ENO, WENO and DG schemes to obtain single step higher order Semi-Lagrangian scheme. 
For the one-dimensional Euler equations, this paper presents a new feature line processing scheme 
in the feature space, which solves the difficulty that the Semi-Lagrangian method is difficult to gene-
ralize to multidimensional. Numerical experiments show that the new format is smaller than the 
original format, the efficiency is higher, and the simulation effect on the shock wave is also greatly 
improved. 
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摘  要 

参考MUSCL格式的构造思想，我们给出了一种高阶数值通量的构造方法。将高阶数值通量应用于有限体
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积(差分)ENO，WENO和DG等格式得到单步高阶Semi-Lagrangian格式。针对一维Euler方程组，本文在

特征空间给出了一种新的特征线的处理方案，解决了Semi-Lagrangian方法难以推广到多维的难点。数

值实验表明，新格式比原格式误差更小，效率更高，对激波的模拟效果也有较大提升。 
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1. 引言 

1959 年，Godunov 首次提出以 Riemann 问题解为基础来构造网格物理量均值的 Godunov 格式，它有

效地解决了所有内部状态变量的局部黎曼问题[1] [2]。随后，Van Leer 首次讨论了二阶 Godunov 格式的

构造得到了 MUSCL (Monotone Upwind Scheme for Conservation Laws)格式，这个格式包括了保单调性的

插值和利用 Riemann 解得到的迎风通量，提高了数值精度和分辨率[2]。MUSCL 格式已经被许多人研究

[3] [4] [5]，并被广泛用于科学和工程问题的模拟[5]。 
1959 年，Wiin-Nielsen 提出了一种修正轨迹方法[6]，随后 Sawyer 将其发展为 Semi-Lagrangian 方法

[7]。该方法具有固定的(欧拉)数值网格，根据 Riemann 不变量沿特征线不变的性质，从而推进每个时间

步，使得时间步长不受 CFL 条件的限制，减少计算工作量和数值扩散[8]。Semi-Lagrangian 方法成功地推

广到了有限差分，有限元和谱方法，并广泛应用于天气预报，海洋学模型的数值模拟和线性对流的建模

[9] [10]。1982 年，Robert 将半隐式(SI)和半拉格朗日(SL)这两种方法相结合，在 NWP 模型中实现了显著

的效率增益，为许多环境应用产生了许多有效的 SISL 模型[11]。1999 年，Strain 将水平集方法和半拉格

朗日方法相结合，能有效、自适应和模块化求解几何运动界面问题[10] [12]。2006年，Bonaventura和Restelli
等人将 DG 方法与半拉格朗日方法相结合为 SLDG，能有效地融合了两种方法优点，又避免了缺点[13]，
对于 shallow water 方程模拟，SLDG 具有较高的精度和有效性，并可自动选择局部逼近程度[11]。2010
年，Qiu等人将 Strang时间分裂与空间高阶WENO重构相结合，应用于 Semi-Lagrangian方法来求解Vlasov
方程，比使用显式时间步长的 Vlasov-Poisson 系统的欧拉公式计算更高效，更灵活[14]。 

然而，对于一维或高维 Euler 方程组，求解特征线方程仍然是 Semi-Lagrangian 方法的难点。2011 年，

Lentine 等人基于文[15]提出的分裂方法，用保守 Semi-Lagrangian 对流代替 Meno 对流格式求解方程组的

对流项，但局部产生虚假振荡[16]。目前尚未在现有文献中发现更好的处理方案。2015 年，吴浪根据文

[17]提出的方法，针对守恒律方程给出了几种高阶 Semi-Lagrangian 格式，通过数值模拟验证了该方法的

高阶精度和无振荡性质[18]。处理过程用到了一维 Euler 方程组的 Riemann 不变量，并反解出原物理量。

这个过程增加了计算量，针对不同维数 Euler 方程组需要给出不同的 Riemann 不变量，不方便推广到多

维问题，即便是通过交替方向法也不行。 
本文给出了一种高阶数值通量的构造方法，将其应用于有限体积(差分) ENO，WENO 和 DG，即相应

的 Semi-Lagrangian 方法。针对于一维 Euler 方程组，在特征空间上给出了一种新的处理特征线的方法。数

值实验表明：高阶数值通量能应用于有限体积(差分) ENO，WENO 和 DG 等格式，针对 Euler 方程组的特
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征线处理方法能保持空间离散格式本身的本质无震荡性，能获得更高的分辨率且具备更高的计算效率。 

2. 二阶数值通量的推导 

为了推导双曲型方程数值计算格式中的二阶数值通量，我们考察如下方程 

( ) ( ) [ ] [ ]0, , , 0, ,t xu f u x t a b T+ = ∈ ×                                 (1) 

( ) ( )0,0 .u x u x=                                       (2) 

已知 ( ), nu x t 在第 j 个单元( 1 2 1 2: ,j j jI x x− + =   )端点的单侧极限分别为 ( )1 2j nu t−
+ 和 ( )1 2j nu t+

− ，容易给出它

在 jI 内的插值多项式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
1 2 1 2, ,j n j n

j n j n j
j

u t u t
p x u x t u t x x

h

− +
+ −−

+ +

−
= = + −                 (3) 

其中 1 2 1 2j j jh x x+ −= − 。 
过点 ( )1 2 1,j nx t+ + 的特征线与直线 nt t= 相交于一点 X 

( ) ( )( )( ) ( )( )d , ; , ; , , ; , ,
d

X x t t s f u X x t t s t s h X x t t s t s
s u

∂
+ = + + = + +

∂
                 (4) 

其中 ( ), ;X x t t x= 。利用一阶 Runge-Kutta 方法，可得 

( )( )1 2 1 2 , ; , ,j j n n nX x sh X x t t s t s+ += − ∆ + +                             (5) 

将 X 代入 ( ), nu x t ，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2
1 2 1 2, , ; , .j n j n

n j n j n n n
j

u t u t
u X t u t sh X x t t s t s

h

− +
+ −−

+ +

−
= + ∆ + +                 (6) 

其中 ( ), nu X t 是近似代替 ( )1 2 1,j nu x t+ + 。 
最后，利用梯形公式可计算出[ ]1,n nt t + 内 1 2jx + 处的二阶数值通量 

( )( ) ( )( )1 2
1 2

, ,
ˆ .

2
n j n

j

f u X t f u x t
f

+

+

+
=                              (7) 

3. 二阶数值通量在 DG 格式的应用 

为了将二阶数值通量应用于 DG 格式，我们将方程(1)两边同时乘 ( )xϕ ，并在时空单元 jΩ 上求积分， 

( )( ) ( )d d 0,
j

t h x hu f u x x tϕ
Ω

∂ + ∂ =∫∫                             (8) 

其中 ( )xϕ 为区间 jI 上的光滑函数。由格林公式，可得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

1 2 1

1 2

1

1 1 2 1 2

1 2 1 2

, , d , d

, d ( ) d d 0,

j n

j n

n

n j

x t
h n h n h j jx t

t
h j j h xt

u x t u x t x x f u x t x t

f u x t x t f u x x t

ϕ ϕ

ϕ ϕ

+ +

−

+

+ + +

− − Ω

− +

− − ∂ =

∫ ∫

∫ ∫∫
                  (9) 

我们再将方程(2)两边同乘 ( )xϕ 并在单元 jI 上积分得 

( ) ( ) ( ) ( )0,0 d d .
j j

hI I
u x x x u x x xϕ ϕ=∫ ∫                                  (10) 

这样就得到了方程(1-2)的弱形式(9-10)。 
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参照经典二阶 DG 格式，取 Legendre 多项式 ( )lP x 为局部基函数，并设 ( ) ( ) ( )
0

,
k

l
h j l

l
u x t u t xϕ

=

= ∑ ，其中

( ) ( )
2

j
l l l

x x
x P P

x
ϕ ξ

− 
= =  ∆ 

。将方程(9)中的 ( )xϕ 替换成 ( )l xϕ ，则有 

当 l = 0 时,(9)式简写为 

( ) ( ) ( )0 0
1 1 2 1 2

ˆ ˆ ,j n j n j j
tu t u t f f
x+ + −
∆

= − −
∆

                              (11) 

当 l = 1 时，(9)式简写为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1 2 1 2 1

3 3ˆ ˆ d d .
j

j n j n j j h x
tu t u t f f f u x x t

x x
ϕ+ + − Ω

∆
= − + + ∂

∆ ∆ ∫∫                   (12) 

将(12)式中的二重积分项简记为 K，利用如下梯形公式计算 

( )( ) ( )( )( )1, d , d ,
j j

h n h nI I

tK f u x t x f u x t x
x +
∆

= +
∆ ∫ ∫                          (13) 

其中 ( )( ), d
j

h nI
f u x t x∫ 继续利用梯形公式(或其他积分公式)， ( )1,h nu x t + 由方程(7,11)得到的单元均值 ( )0

1j nu t +

来近似代替，得 

( )( ) ( )( ) ( )( )( )0
1 1 2 1 2

1 , , .
2j n h j n h j nK t f u t f u x t f u x t+ + −

 = ∆ + +  
                   (14) 

再利用上一节所介绍的二阶数值通量的推导方法，可求解(12)式中的 1 2
ˆ

jf + 这样，我们得到相应的单步二

阶 DG 格式(10)~(12)。 

4. 一维 Euler 方程组上的二阶数值通量的推导 

一维 Euler 方程组可以表示为 

( ) 0,t x
F+ =  u u                                       (15) 

( ) ( ) ( )( )TT 2, , , , ,u E F u u p E p uρ ρ ρ ρ ρ ρ= = + +u u  

其中压力 ( ) 211
2

p E uγ ρ ρ = − + 
 

，比热比 1.4γ = 。Jacobian 矩阵
( )F

A
u

∂
=

∂
u


，A 的特征值为 

1 2 3, , ,u c u u cλ λ λ= − = = +  

方程组(15)化成特征空间形式 

( )1 0,t x
R R−+ Λ =u u  

其中 R 为右特征矩阵， 1R− 为左特征矩阵， ( ), ,diag u c u u cΛ = − + 。  
已知 ( ), nx tu 在第 j个单元( 1 2 1 2,j j jI x x− + =   )端点的单侧极限分别为 ( )1 2j nt

−
+u 和 ( )1 2j nt

+
−u 可以给出它在

jI 内的插值多项式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
1 2 1 2, , ,j n j n

j n n j n j
j

t t
x t x t t x x

h

− +
+ −−

+ +

−
= = + −

u u
p u u  

特征线方程
d
d
X
t

λ= − 与直线 nt 相交，有 
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( ) ( )( )d , ; , ; , , 1, 2,3
d k k kX x t t s X x t t s t s k
s

λ+ = − + + =                        (16) 

利用二阶 Runge-Kutta 法求解常微分方程(16)，再将 kX 代入 ( ), nx tu 得到 ( ),k k nX tu 。令 

( ) ( ) ( )T1
1 2 3, , , ,k k n k k n k k kX t R X t W W W−= =W u ，则 ( ) ( )T

1 2 1 11 22 33, , ,j nx t W W W+ + =W 。 

最后，利用梯形公式可计算出[ ]1,n nt t + 内 1 2jx + 处的二阶数值通量 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 1 2 1 2 1
1 2

, , , ,
ˆ .

2 2
j n j n j n j n

j

F x t F x t R x t x t
F

+ + + + + +

+

+ Λ +
= =

u u W W
            (17) 

5. 数值算例 

求解方程(1)的守恒型有限体积(差分)格式通常可以写成 

( )1
1 2 1 2

ˆ ˆ ,n n
j j j j

tu u f f
x

+
+ −

∆
= − −

∆
                               (18) 

我们将由公式(7)或(17))计算所得的通量替代(18)式中的 f̂ ，这样就得到单步二阶格式. 
算例 1：一维 Burger 方程 
考虑方程(1-2)，其中 ( ) ( ) [ ] [ ] ( )2

02, , 0, 2π 0,2 , sin 0.5f u u x t u x x= ∈ × = + ，采用周期边界条件。为了考 
 
Table 1. Numerical error table for single-step second-order ENO, DG format and original format at t = 0.5 
表 1. 单步二阶 ENO，DG 格式与原格式在 t = 0.5 时刻的数值误差表 

 FV-ENO2-HNF 1h l
u u−  FV-ENO2 1h l

u u−  

N 误差 阶数 CPU(ms) 误差比 误差 阶数 CPU(ms) 误差比 

100 6.33e-004 — 0.00e+000 1.00 1.14e-003 — 0.00e+000 1.80 

200 1.65e-004 1.93 1.00e+000 1.00 3.20e-004 1.84 1.00e+000 1.94 

400 4.34e-005 1.93 4.00e+000 1.00 8.66e-005 1.89 7.00e+000 1.99 

 FD-ENO2-HNF 1h l
u u−  FD-ENO2 1h l

u u−  

100 5.04e-004 — 0.00e+000 1.00 1.04e-003 — 0.00e+000 2.06 

200 1.33e-004 1.92 1.00e+000 1.00 2.87e-004 1.87 3.00e+000 2.15 

400 3.50e-005 1.93 5.00e+000 1.00 7.71e-005 1.90 1.10e+001 2.20 

 DG2-HNF 1h l
u u−  RKDG2 1h l

u u−  

100 1.59e-004 — 1.00e+000 1.00 6.14e-004 — 4.00e+000 3.86 

200 4.01e-005 1.99 2.00e+000 1.00 1.47e-004 2.06 1.90e+001 3.66 

400 1.02e-005 1.98 9.00e+000 1.00 3.37e-005 2.09 7.30e+001 3.30 

 
Table 2. Numerical error meter of third order WENO scheme in = 0.5 FVWENO3-HNF 
表 2. t = 0.5 时三阶 WENO 格式的误差表 

 FV-WENO3-HNF 1l  FV-WENO3 1l  FD-WENO3-HNF 1l  FD-WENO3 1l  

N 误差 阶数 误差 阶数 误差 阶数 误差 阶数 

100 5.54e-004 — 9.06e-004 - 4.58e-004 — 8.70e-004 - 

200 1.42e-004 1.96 2.11e-004 2.09 1.22e-004 1.91 2.06e-004 2.07 

400 3.63e-005 1.97 3.49e-005 2.59 3.16e-005 1.94 3.61e-005 2.51 

800 9.04e-006 2.01 3.28e-006 3.41 7.87e-006 2.01 3.62e-006 3.32 
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察格式的截断误差阶，我们给出 0.5t =  (尚未产生间断)的误差表，见表 1~表 2。其中后缀“HNF”表示使用

公式(7)的单步二阶格式，另一个表示使用相应的二阶 SSP Runge-Kutta 时间离散格式。 
由表 1~表 2 可以看出：1) 本文给出的二阶数值通量能应用于 ENO，WENO 和 DG 等格式，得到

相应的单步二阶格式。2) 单步二阶格式的计算误差比相应原格式更小(三阶 WENO 格式当网格充分细

密时出现超收敛,误差更小)。3) 单步二阶格式所耗 CPU 时间更少，当 N = 6400 时，FV-ENO2-HNF
格式比原格式节约了 48%，FD-ENO2-HNF 格式比原格式节约了 56%，DG2-HNF 格式比原格式节省了

88%。 
 

 
Figure 1. The local comparison of real and numerical solutions in t = 1.5 
图 1. t = 1.5 真解与数值解的局部对比 
 

当 t = 1.5 时，该问题已产生激波，见图 1。由图可知：单步二阶格式在处理激波间断时具有更高的

分辨率，模拟效果更好。 
算例 2：Sod 激波管问题 
考虑方程(15)，其中 [ ]0,1x∈ 。采用紧支边界，初始条件：t=0 时刻， 

( )
( )
( )
1,0,1 , 0.5

, ,
0.125,0,0.1 , 0.5

x
u p

x
ρ

≤= 
>

 

真解 N=1600，数值解 N=100 时，使用二阶数值通量单步 ENO 格式与标准二阶 FD-ENO2 格式的对

比(见图 2~图 3)。 
 

 
Figure 2. The overall comparison between the true solution and the numerical solution in t = 0.15 
图 2. t = 0.15 时真解与数值解的整体对比 
 

由图 2~图 3 可以看出：使用二阶数值通量的单步格式比原格式具有更高的分辨率。当 N = 1000 时，  
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(a) 密度                               (b) 速度                             (c) 压力 

Figure 3. The local comparison between the true solution and the numerical solution in t = 0.15 
图 3. t = 0.15 时真解与数值解的局部对比 
 

FD-ENO2-HNF 格式所消耗的 CPU 时间为 282 毫秒(ms)，标准 FD-ENO2 格式所消耗的 CPU 时间为 400
毫秒(ms)，FD-ENO-HNF 格式比标准 FD-ENO2 格式节约了 29.5%左右。 

6. 总结 

本文以二阶数值通量为例，给出了一种高阶数值通量的构造方法，能应用于有限体积(差分) ENO，

WENO 和 DG 格式得到单步高阶 Semi-Lagrangian 格式。格式天然具备守恒性、紧致性、并行性，且并行

效率比时间离散应用 SSP Runge-Kutta 方法的相应格式更高。本文还给出了一种在特征空间处理特征线的

方法，能应用于 Euler 方程组，比原格式具备更好的模拟效果和更高的效率。同时，这种方法能利用交替

方向法推广到多维问题，并无需推导其 Riemann 不变量，也为 Semi-Lagrangian 方法在多维 Euler 方程组

中的研究与应用提供了一种有效的途径。 
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