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Abstract 
This paper concerns with a single-machine scheduling problem in which each processing time of 
jobs is controllable by allocating a continuously nonrenewable resource. We assume each 
processing time of jobs has a workload that is both job and position-dependent. Two problems are 
investigated. In the first problem, the total amount of resource for processing times does not ex-
ceed an upper bound. The objective is to determine the job sequence and the resource allocation 
scheme to minimize makespan; while in the second problem, the total amount of resource is not 
limited, the aim is to determine the amount of resource used, the job sequence and the resource 
allocation scheme to minimize a total weighted cost of makespan and resource amount. We show 
that the problems can be solved in polynomial time and present optimal algorithms, respectively. 
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摘  要 

本文研究具有与任务和位置有关的可控处理时间的凸资源单机排序问题。任务的实际加工时间是所获得

的资源量、与任务所在位置有关负荷的函数。考虑两个问题。第一个问题是在资源总量有上界限制条件

下，确定任务排序、资源分配方案，使得时间表长最小。第二个问题中资源总量没有限制，目标是求出

最小资源总量、任务排序和资源分配方案，使得由时间表长和资源总量加权和取最小值。分别证明了上

述问题可以在多项式时间内求出最优解，并给出了求解相应问题的多项式时间最优算法。 
 
关键词 

排序，位置负荷，时间表长，资源分配 

 
 

Copyright © 2019 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

排序问题是一类重要的组合最优化问题，在运筹学、计算机科学、管理科学与工业生产等领域中有

广泛的应用。在经典排序模型中，工件(任务)的加工时间是固定的，是与加工位置和资源分配无关的常数。

不过在实际生产过程中，工件的加工时间可能会在分配给工件一定的资源(如人力，电力，催化剂等)后相

应缩短，或者由于操作人员经过多次重复加工而提高了技术后，工作效率提高，加工时间缩短。这一现

象称为学习效应。相反的，由于机器在加工大量任务后速度变低，一个任务排在后边加工时间变长。这

是所谓的退货效应。总之，这时任务加工时间除了与任务本身有关，还与所处位置有关。这类排序问题

在工业生产加工等实际环境中有广泛应用，近年来受到了广泛研究。文[1]研究具有学习效应和资源分配

的工期指派单机排序问题；文[2] [3]分别在公共流和公共窗口假设下研究具有学习效应和资源分配的单机

工期窗口指派排序问题；文[4]在可控加工时间条件下研究具有退化效应的单机排序问题。分别给出了多

项式时间的最优算法。 
具有资源分配的排序问题近年来得到了高度的重视。一般资源消费函数有两种：线性资源消费函数

和凸资源消费函数。后者能够很好地反映边际效益递减这一广泛存在的经济现象，因而受到学者的重视，

有关的研究论文十分丰富。其中文[5]比较全面地介绍了关于可控处理时间的研究论文，包括近期的绝大

多数研究成果。 
本文研究具有与任务和位置有关的可控处理时间的凸资源单机排序问题。假定任务的实际加工时间

是所获得的资源量、与任务位置有关的负荷的函数。主要考虑两个问题。第一个问题是在资源总量有上

界的条件下，确定任务排序、资源分配方案，使得时间表长最小。第二个问题中资源总量没有限制，目

标是求出最小资源总量、任务排序和资源分配方案，使得由时间表长和资源总量加权和取最小值。证明

了上述问题都可以在多项式时间内求出最优解，并分别给出了求解相应问题的多项式时间最优算法。 

2. 问题描述 

设有 n 个独立的任务(工件) { }1 2, , , nJ J J J= 
需要在一台机器上加工，所有任务在零时刻都已到达。

机器在同一时刻最多只能加工一个工件，工件加工不允许中断。用 ( )jr jp u 表示任务 jJ 排在位置 r 时的
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实际加工时间，它是资源消耗量 ju 的凸函数 

( ) ( ) , 0, , 1, 2, ,
k

jr j jr j jp u w u u j r n= > =   

其中 jrw 为工件 jJ 的负荷， ju 是分配给工件 jJ 的资源量，k 是正常数。定义 ( )1 2, , , nJ J Jπ = 
为在一个资

源分配 ( )1 2, , , nu u u=u 
下所确定的工件排序， ( )j jC C π= 表示 jJ 的完工时间， { }max max 1, ,jC C j n= = 

表示时间表长。 
本文研究的第一个问题是在资源总量有上界限制，即 1

n
jj u U

=
≤∑ 的前提下，决定最优资源分配方案

( )1 2, , , nu u u=u 
及最优排序π ，使得时间表长 

( ) ( )1 1 max, ,Z Z Cπ π= =u u  

最小，其中 0U > 是可使用资源总量的上限。用三参数表示法[6]表示如下 

( ) ( ) 111 | , |
k n

jr j jr j jjp u w u u U Z
=

= ≤∑                               (1) 

在研究的第二个问题中资源总量 U 没有限制，目标是求出最小资源总量 U、任务排序和资源分配方

案，使得由时间表长和资源总量确定的目标函数 

( ) ( )2 2 max, ,Z Z C Uπ α π β= = +u u  

取最小，其中 ,α β 是已知正常数。用三参数表示法表示如下 

( ) 21 | |
k

jr
jr j

j

w
p u Z

u
 

=   
 

                                    (2) 

3. 问题(1)的最优解 

下述几个重要结论给出了最优解所具有的性质，它们对于得到最优算法是必不可少的。首先，由于

( )max ,C π u 是完工时间 jC 的非减函数，从而引理 1 的结论是显然的。 
引理 1 存在最优排序，其中首个任务开始加工时间为 0，且两个相邻任务之间无空余时间。 
引入 0 1− 变量{ }: , 1, 2, ,jrx j r n=  ， 1jrx = ，如果工件 jJ 排在位置 r 上； 0jrx = ，如果工件 jJ 没有

排在位置 r 上。给定{ }: , 1, 2, ,jrx j r n=  后，任务的排序π 就随之确定了。于是有 

( ) ( ) ( ) ( )1 max 1 1 1 1, ,
kn n n n

jr j jr jr j jrr j r jZ C p u x w u xπ π
= = = =

= = =∑ ∑ ∑ ∑u u                (3) 

引理 2 对于固定的{ }: , 1, 2, ,jrx j r n=  ，最优资源分配方案 ( )* * * *
1 2, , , nu u u=u  由下式给出 

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1

1 1

1 1

, 1, 2, ,

kn k
jr jrr

j kn n k
jr jrj r

w x
u U j n

w x

+

=∗
+

= =

= =
∑

∑ ∑


                           (4) 

证明 由于(3)式给出的目标函数是关于 ju 的凸函数，并且约束函数 ( ) 1
n

jjg u u U
=

= −∑ 也是关于 ju 的

凸函数，利用凸规划理论，可知最优资源u 必使 1
n

jj u U
=

=∑ ，从而可使用拉格朗日乘子法求解。对于任

意给定排序π ，拉格朗日函数为 

( ) ( ) { }1 1 1,
kn n n

jr j jr jr j jL w u x u Uλ λ
= = =

= + −∑ ∑ ∑u                          (5) 

其中 λ 为拉格朗日乘子。对(5)式中的所有变量分别求偏导，并令其为零，得到最优资源u 满足的充分必

要条件 

( ) 1, 0n
jjL u Uλ λ

=
∂ ∂ = − =∑u                                  (6) 
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( ) ( )max, , 0, 1, 2, ,j jL u C u j nλ λ λ∂ ∂ = ∂ ∂ + = =u u 
                        (7) 

由(7)可得 

( ) ( )max max 1, , , 2,3, ,jC u C u j nλ λ∂ ∂ = ∂ ∂ =u u 
 

由此得到 

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1
1 1 1

1 11

, 2, ,

kn k
jr jrr

j kn k
r rr

w x
u u j n

w x

+

=

+

=

= =
∑

∑


                               (8) 

将(8)带入(6)，得 

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 11
1 1 1

1 1

, 2, ,

kn k
r rr

kn n k
jr jrj r

w x
u U j n

w x

+

=

+

= =

= =
∑

∑ ∑


                             (9) 

将(9)带入(8)可得(4)。定理证毕。 
现在将(4)带入(3)中 1Z 的表达式，得 

( ) ( ) 11 1

1 1 1

kkn nk k
jr jrj rZ U w x

++
−

= =
 =  
 
∑ ∑                               (10) 

注意到 0, 0U k> > 都是已知常数，于是上述问题等价于最小化下述函数 

( ) ( ) ( )( )1 1 1
1 1 1 1

kn n n n k kk
jr jr jr jrj r j rf w x w x

+ +
= = = =

= =∑ ∑ ∑ ∑  

其中最后一个等号是利用{ }: , 1, 2, ,jrx j r n=  的性质得到的。于是问题(1)可以转化为下述的指派问题： 
( )

{ }

1
1 1

1

1

Min (11)

1, 1, ,

s.t. 1, 1, 2, , ; (12)

1,0 , , 1, 2, ,

n n k k
jr jrj r

n
jrr

n
jrj

jr

w x

x j n

x r n

x j r n

+
= =

=

=



  = =   = = 
 

∈ = 

∑ ∑
∑
∑







 

因此，对于问题(1)，可以给出如下最优算法。 
算法 1 
第 1 步 解指派问题(11)~(12)求出最优排序 *π ； 
第 2 步 根据(4)，求出排序 *π 下的最优资源分配 ( )* * * *

1 2, , , nu u u=u  ； 

第 3 步 由(10)式，确定最优目标函数值 ( ) ( ) 11 1

1 1 1

kkn nk k
jr jrj rZ U w x

++
−

= =
 =  
 
∑ ∑ 。 

定理 1 对于问题(1)，利用算法 1 可以通过求解指派问题在 ( )3O n 时间内求得最优解。 
证明 上面的分析保证了定理 1 结论的正确性。第一步可在 ( )3O n 时间内完成，第二步可在 ( )O n 时

间内完成，第三步需要 ( )1O 时间，因此算法总的时间复杂性为 ( )3O n 。定理证毕。 

4. 问题(2)的最优解 

本节中目标是在资源总量不受限制的前提下，确定最优资源总量 U 及其分配方案 ( )1 2, , , nu u u=u 
、

最优排序π ，使得时间表长和总资源消耗量组成的目标函数 ( )2 ,Z π u 取最小值。 
类似于上一节的推导，我们有 
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( ) ( ) 1
2 max, , k kZ C U U B Uπ α π β α β− += + = +u u                           (13) 

其中 ( )( )1
1 1

n n k k
jr jrj rB w x+

= =
= ∑ ∑ 与 U 无关。因此有 

引理 3 对于固定的{ }: , 1, 2, ,jrx j r n=  ，最优资源总量 U 由下式给出 

( ) ( )1 1* kU B kα β +=                                      (14) 

证明 由于对 0U > 无约束，故 U 满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 21 1 2 2
2 2, 0, , 1 0k kk kZ U k B U Z U k k B Uπ β α π α + − ++ +∂ ∂ = − = ∂ ∂ = + >u u  

由此可得(14)。引理证毕。 
将(14)带入(13)中目标的函数 2Z ，可得 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 11
2

k k kk kZ k k B LBβα αβ
+ +∗  = + =  

 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11 0
k k kk kL k kβα αβ

+ +
= + > 。注意到 L 是已知常数，因此，对于问题(2)，可以给出如下最优

算法。 
算法 2 
第 1 步 解指派问题(11)~(12)求出最优排序 *π ； 
第 2 步 根据(14)，求出排序 *π 下的最优资源总量 *U ； 
第 3 步 根据(4)，求出排序 *π 下的最优资源分配 ( )* * * *

1 2, , , nu u u=u  。 
定理 2 利用算法 2 可以通过求解指派问题在 ( )3O n 时间内求得问题(2)的最优解。 
证明 上面的分析保证了定理 2 结论的正确性。因为求解指派问题(11)~(12)需要 ( )3O n 时间，第 2 步

可在 ( )1O 时间内完成，第 3 步需要 ( )O n 时间，于是求解问题(2)的时间复杂度为 ( )3O n 。定理证毕。 
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