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摘  要 

本文研究具有公共工期指派的凸资源单机排序问题。任务的实际加工时间是所获得的资源量的凸函数，

目标函数是所有任务费用中的最大值。考虑两个问题。在第一个问题中，假设可用资源总数量有限，决

策者需要寻找任务的最优排序、公共工期和资源分配方案，使得最大费用最小。第二个问题与第一个问

题互补，资源总量没有限制，目标是在最大费用有上界限制条件下，求出最小资源总量、任务排序和公

共工期及资源分配方案，使得资源总量最小。分别将上述问题转化为非线性凸规划问题加以处理。证明

了两个问题均可以在多项式时间内求出最优解，提供了求解上述问题的多项式时间最优算法。分别给出

实例说明算法的运算过程和有效性。 
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Abstract 
This paper studies a common due-date assignment and scheduling problem. The objective func-
tion is the maximal cost among all jobs. The processing time of a job is a convex function of a re-
source allocated to it. Two problems are considered. In the first problem, the aim is to find imul-
taneously the job sequence and common due-date, as well as the resource allocation policy to op-
timilty that minimize the maximal cost among all jobs, subject to an upper bound on resourse 
amount. The second problem is complementary with the first one. The objective is to find imulta-
neously the optimal job sequence and due-date that minimize the resource amount of all jobs, 
subject to an upper bound on maximal cost among all jobs. The problems are converted to noli-
near convex programmings. We present optimal algorithms that can be used to solve the above 
problems, respectively. Two examples are given to show how to realize the algorithms. 
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1. 引言 

作为典型的离散优化问题之一，排序问题在工业生产加工和各种涉及企业管理机制范围内，处处可

见其用武之处。准时(Just-in-Time)排序生产原则在过去的三十年里引起了众多研究者高度重视，产生了

丰富的研究成果。在准时排序生产方针框架下，每个任务都有一个工期，工期经过协议由消费者决定，

或者是决策变量。工期有三种形式：(1) 所有任务具有相同的工期(公共工期：common due-date)；(2) 每
个任务具有不同的工期(不同工期：different due-date)；(3) 每个任务的工期是处理时间的线性函数(松弛

工期：slack due-date)。文献[1] [2]分别最先提出上诉三种工期，并分别给出了多项式时间最优解。文献[3]
进一步把公共工期推广到工期窗口(due-date window)，在窗口内完工的任务没有费用，而在窗口前或窗口

后完工的任务分别有提前或延误费用。工期窗口(位置及大小)是决策变量，目标函数是由提前、延误和推

迟窗口开始时间及窗口大小共同构成的费用之和。 
在传统排序所研究的问题中，一般假定任务的处理时间是固定不变的，排在任何位置进行处理都取

恒定常数。随着科技发展和技术的不断完善、企业实力的增强，管理者可以通过增加各类资源来缩短任

务的处理时间。这种管理模式在文献中称为具有资源分配的可控处理时间问题。具有资源分配的排序问

题在企业的生产加工中等实际环境中有广泛应用，最近二十多年来得到了学者们的大量研究，取得了丰

富的研究成果。一般资源消费函数有两种：线性资源消费函数和凸资源消费函数。后者能够很好地反映

边际效益递减这一广泛存在的经济规律，因而受到学者的重视。文献[4]比较全面地介绍了关于可控处理

时间的研究论文。 
在上面工期或工期窗口和各种机器及处理时间约定条件下，研究者取得了丰富的成果。文献[5]讨论

工期指派排序问题，处理时间含学习效应和资源分配；文献[6]考虑单机工期窗口指派和资源分配问题，

前提条件是具有公共流以及学习效应；文献[7]考虑带有公共交货期窗口和加工时间可控的单机排序问题；
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文献[8]在可控加工时间条件下研究具有退化效应的单机排序问题；文献[9]研究的单机窗口排序问题中，

假设条件是与任务有关的截断学习效应以及凸资源共同决定处理时间；文献[10]在带有学习和退化效应假

设下研究相同工期指派问题。得到了相应的最优算法。 
在上面众多文献中，目标函数几乎都集中在与提前和延误等费用总和最小化方面。然而对于一种排

序，所有任务费用中有一个最大费用，对最大费用最小化问题的研究有重要意理论意义。最大费用最小

化对于评估生产系统的效率、对与生产管理过程中最坏情形度量和控制，以及平等对待所有代理商都有

现实意义。 
在文献中，将目标函数取作最大费用始于文献[11]。文献[12]在松弛工期假设下讨论最大费用最小化

问题，得到了简单最优算法。文献[13]在松弛工期假设下讨论两个竞争代理商最小化最大费用问题，给出

了简单的多项式时间最优算法。[14] [15]分别考虑工期窗口指派最大费用最小化单机排序问题，得到了相

应的多项式时间算法。 
本文研究最大费用最小化的工期指派单机排序问题，其中任务处理时间是可控的。通过分配给任务

一定的资源来缩短加工时间，使得生产系统获得最大效益。由于资源是有费用的，决策者同时还要考率

控制使用资源的成本，这样一来会使得问题变得更加复杂化。与以往多数论文不同，我们同时考虑最大

费用最小化，任务具有可控处理时间，任务的实际加工时间是所获得的资源量的凸函数，并且可利用的

资源总量有上界限制。侧重考虑两个问题。第一个问题是在资源总量有上界的条件下，确定最优任务排

序、最优公共工期以及资源分配方案，使得任务中最大费用最小化。第二个问题与第一个问题互补，其

中资源总量没有限制，目的是在最大费用有上界限制条件下，求出最小资源总量、任务排序和公共工期

及资源分配方案，使得资源总量最小。解决方法是将原问题转化为非线性凸规划问题进行处理，最后得

到求解各自问题的最优算法。 

2. 问题描述 

假设管理者使用一台机器(处理机)用来处理 n 个不相关的任务(工件) { }1 2, , , nJ J J J=  ，所有任务在

处理前均已到位等待处理。机器一次处理一个任务，并且要连续处理完，中间不允许中断。所有任务都

有一个公共工期 ( )1, ,jd d j n= =  ，d 是决策变量。任务如果在工期 d 之前或在之后完工，则分别有相

应提前或延误费用；在时刻 t d= 完工则没有费用。用 ( )j jp u 表示任务 jJ 的实际加工时间，它是资源消

耗量 ju 的凸函给数，由下式给出 

( ) ( ) , 0, 1, 2, ,
k

j j j j jp u w u u j n= > =                            (1) 

其中 jw 为工件 jJ 的负荷， ju 是分配给工件 jJ 的资源数量， 0k > 是给定常数。定义 ( )1 2, , , nJ J Jπ =  为

在一个 资源 分配 ( )1 2, , , nu u u= u 下所 确定的 工件 排序， ( )j jC C π= 表 示 jJ 的完 工时 间，

{ }max 0,j jE d C= − ， { }max 0,j jT C d= − 分别表示工件 jJ 的提前量和延迟量。以下用 ( )jJ 表示排在位置

j 的工件， ( ) ( ) ( ) ( ), , ,j j j jC E T u 分别表示 ( )jJ 的完工时间、提前量和延迟量及获得的资源数量。 
在确定的工件排序后，每个任务或者提前，或者延误，或者准时完工(这时没有费用)，三者必居其一，

其费用为 { }max , , 1, 2, ,j j jE E d T d j nα γ β γ= + + =  。总费用定义为 

{ } { }1 1max max max ,j n j j n j jZ Z E d T dα γ β γ≤ ≤ ≤ ≤= = + +  

这里，提前、延误和推迟工期单位时间的费用分别记为 , ,α β γ ，均为给定的正数。 
研究的第一个问题中，假设资源总量有上界限制，即在满足 1

n
jj u U

=
≤∑ 的前提下，决定最优资源分

配方案 ( )1 2, , , nu u u= u 、任务的最优排序π 和最优工期 d 使得总费用 ( ),Z Z uπ= 最小，其中 0U > 是可
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使用资源总量的上限。使用三参数表示法[16]可以表示如下 

( ) ( ) 1P1: 1 | , , |
k n

j j j j j jjd d p u w u u U Z
=

= = ≤∑                       (2) 

第二个问题与第一个问题互补，其中对资源总量U 没有限制，目标是在最大费用有上界限制(即 Z Q≤ )
条件下(其中 0Q > 是给定的常数)，求出最小资源总量 U、任务排序和公共工期及资源分配方案，使得资

源总量 U 最小。用三参数表示法可表示如下 

( ) ( ) 1P2 : 1 | , , |
k n

j j j j j jjd d p u w u Z Q u
=

= = ≤ ∑                      (3) 

3. 问题 P1 的最优解 

本节中给出问题 P1 的最优解。为此首先给出下述重要结论。这对得到最优算法是必要的。 
引理 1 [11] 对于给定的任务排序 ( ) ( )( )1 , , nJ Jπ =  和资源分配方案 ( ) ( )( )1 , , nu u= u 最优工期 d和目标

函数 Z 分别为 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

*

1 1

0,
,

,n

d d
C C C

γ β
π

β α β γ β

>= =   + + − ≤  
u                    (4) 

( )
( )

( ) ( ) ( )

*

1 1

,
,

,

n

n

C
Z Z

C C C

β γ β
π

γ ε γ β

>= =   + − ≤  
u                       (5) 

其中 ( ) ( )ε β α γ α β= + + 。 
根据引理 1，利用(1)的表达式 ( ) ( ) , 0, 1, 2, ,

k
j j j j jp u w u u j n= > =  ，问题 P1 转化为下述的非线性

规划 

( ) ( )( )
( ) ( )

( )1

1

min
NPL1:

s.t. , 0, 1, 2, ,

kn
j jj

n
j jj

Z w u

u U u j n

β
γ β=

=

 = >
 ≤ > =

∑
∑ 

               (6) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )1 1 2

1

min
NPL2 :

s.t. , 0, 1, 2, ,

k kn
j jj

n
j jj

Z w u w u

u U u j n

γ ε
γ β=

=

 = + ≤
 ≤ > =

∑
∑ 

              (7) 

引理 2 对于给定的任务排序 ( ) ( )( )1 , , nJ Jπ =  ，NPL1 和 NPL2 的最优解 ( ) ( )( )* * *
1 , , nu u= u 和最优目标

函数值 *Z 分别为 

( )

( ) ( )
( )

( )( ) ( )
( )
( )

( ) ( )
( )

1

1 1 1*
1

1

, 1, 2, , ,

, 1

, 2, , ,

k k
j

k k k
j

k k
j

U V w j n

u U L w j

U L w j n

β γ

γ ε
β γ

+

+ +

+

 = <

= = ≥

=





                      (8) 

( )
1

* *
1

,
,

,

k k

k k

U V
Z Z

U L
β γ β

π
ε γ β

− +

− +

 >= = 
≤

u                           (9) 

其中 

( )
( ) ( )1 1

1 1
n nk k k k

jjj jV w w+ +
= =

= =∑ ∑ ， ( ) ( )
( )
( )

( )
( )1 1 1 1

1 2
k nk k k k

jjL w wγ ε + + +
=

= +∑  

证明 以 γ β≤ 为例加以证明，γ β> 时证明方法类似。由于(7)式给出的目标函数是关于决策变量 ( )ju
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的凸函数，并且约束函数 ( ) ( )1
n

jjg u u U
=

= −∑ 也是关于 ( )ju 的凸函数，利用凸规划理论，可知最优资源 *u
必使 ( ) 0g u = ，于是可使用 Lagrange 乘子法求解上述问题。假定任务排序π 给定，则 Lagrange 函数表达

式为 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ){ }1 1 1 2 1,
k kn n

j j jj jL w u w u u Uλ γ ε λ
= =

= + + −∑ ∑u                (10) 

这里 λ 表示 Lagrange 乘子。在(10)中，分别计算 ( )1 ,L λu 对所有决策变量的一阶偏导数，再令它们为

零，便可得到最优资源 *u 所满足的必要条件如下 

( ) ( )1 1, 0n
jjL u Uλ λ

=
∂ ∂ = − =∑u                              (11) 

( ) ( ) ( ) ( )( )1
1 1 1 1, 0k kL u k w uλ γ λ+∂ ∂ = − + =u                           (12) 

( ) ( ) ( ) ( )( )1
1 , 0, 1, 2, ,k k

j j jL u k w u j nλ ε λ+∂ ∂ = − + = = u                    (13) 

注意到是凸规划问题，因此上述条件也是充分条件。由(12)，(13)得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1
1 1 , 2, ,k k k k

j jw u w u j nγ ε+ += =                        (14) 

由(14)得到 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )1 1 1

1 1 , 2, ,
k k k

j ju u w w j nε γ
+ += =                    (15) 

将(15)带入(11)，得 

( ) ( )( ) ( )
( )
( )1 1 1

1 1
k k ku U L wγ ε + +=                            (16) 

将(16)带入(15)可得(8)。其中 

( )
( )1

1
n k k

jjV w +
=

= ∑ ， ( ) ( )
( )
( )

( )
( )1 1 1 1

1 2
k nk k k k

jjL w wγ ε + + +
=

= +∑  

最后将(8)中后两式带入 NPL2 中目标函数 Z 得到(9)式。引理证毕。 
引理 3 [17] 给定两个正数列{ }jx 和{ }jy ， 1,2, ,j n=  。把{ }jx 按不减顺序排列，再把{ }jy 按不增

顺序排列，可使得对应项乘积的和 1
n

j jj x y
=∑ 达到最小值。 

根据上面分析和引理 2、引理 3，问题 P1 可由下述算法求解。 
算法 1 输入数据 , , , ,k Uα β γ  
第一步 计算 { }1arg max j n jl w≤ ≤= ，根据引理 3，将任务 lJ 排在首位，其余任务顺序任意，得到最优

任务排序 ( ) ( ){ }*
2, , ,l nJ J Jπ = 

 
第二步 由(8)计算出最优资源分配 ( ) ( ) ( )( )* * * *

1 2, , , nu u u= u  
第三步 由(4)计算最优公共工期 

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

*

2

0,
,

,
kk n

l l j jj

d d
w u w u

γ β
π

γ β α β γ β
=

>= = 
+ + ≤ ∑

u  

第四步 由(9)计算出最优目标值 *Z 。 
定理 1 使用算法 1 可以在 ( )O n 时间内求出问题 P1 的最优解。 
证明 上面一系列分析可以保证定理 1 结论的正确性。第一步时间复杂性为 ( )O n ，第二步的时间复

杂性同为 ( )O n ，第三、四步需要 ( )1O 时间。于是求解问题 P1 的总的时间复杂性是 ( )O n 。定理证毕。 
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以下算例 1 说明算法 1 的运算过程。 
算例 1 给定问题参数 1, 121, 5k U n= = = ，任务负荷{ } { }1 2 3 4 5, , , , 1,1, 4,9,16w w w w w = 。 
第一步计算 { }1arg max 5j n jl w≤ ≤= = ，根据引理 3 得到最优任务排序 { }*

5 1 2 3 4, , , ,J J J J Jπ = 。
。 

情形 1 取 1, 2, 3α β γ= = = 。由于 β γ< ，故利用(8)求出最优资源分配 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )* * * * * * * * * * *
5 1 2 3 41 2 3 4 5, , , , , , , , 44,11,11,22,33u u u u u u u u u u= = =u 。由(9)求出最优目标函数值 

* 1 2k kZ U Vβ − += = ，其中 ( )5 1
1 11k k

jjV w +
=

= =∑ 。由(4)求出最优 * 0d = 。 
情形 2 取 1, 4, 2α β γ= = = 。由于 β γ≥ ， ( ) ( ) 2.4ε β α γ α β= + + = ，最优任务排序还是 

{ }*
5 1 2 3 4, , , ,J J J J Jπ = 不变， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 41 1

5 1 7 2 3 30 10.65k k k k k
jjL w wγ ε + + +

=
= + = + =∑ 。由(8)求出最优资 

源分配 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )* * * * * * * * * * *
5 1 2 3 41 2 3 4 5, , , , , , , , 41.47,11.36,11.36,22.72,34.08u u u u u u u u u u= = =u 。由(9)求出最优目标 

函数值 * 1 2.25k kZ U Lε − += = 。由(4)求出最优 ( ) ( )( ) ( )4*
5 5 1 1.3610

kk
j jjd w u w uγ β α β

=
= + + =∑ 。 

4. 问题 P2 的最优解 

本节中给出问题 P2 的最优解，在最大费用有上界条件 Z Q≤ 下展开。首先，利用上一节的相应结果，

问题 P2 可以转换为下述两个非线性规划。 

( )
( )

( ) ( )( )
( )

1

1

min

:
s.t.

0, 1

NLP3

,2

 

, ,

n
jj

kn
j jj

j

U u

w u Q

u j n

β γ β

=

=

 =

 <  ≤
 
 > =

∑

∑


                        (17) 

( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

1

1 1 2
NLP4 

min

:
s.t.

0, 1, 2, ,

n
jj

k kn
j jj

j

U u

w u w u Q

u j n

β γ γ ε

=

=

 =

 ≥  + ≤
 
 > =

∑

∑


                 (18) 

引理 4 对于给定的任务排序 ( ) ( )( )1 , , nJ Jπ =  ，非线性规划 NLP3，NLP4 的最优解 ( ) ( )( )* * *
1 , , nu u= u

和最优目标函数值 *U 分别为 

( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )
( )

( ) ( )
( )

( )

1 1

1 1 1 1*
1

1 1

, 1, 2, ,

, 1

, 2, ,

k k k
j

k k k k
j

k k k
j

V Q w j n

u L Q w j

L Q w j n

β β γ

ε γ ε
β γ

ε

+

+ +

+

 = <

= = ≥
 =





                   (19) 

( ) ( )

( ) ( )

1 1
*

1 1 1

,

,

k k k

k k

Q V
U

Q L

β β γ

ε β γ

+

+

 <= 
≥

                              (20) 

证明 以 γ β≤ 为例加以证明，γ β> 时证明方法类似。由于(18)式给出的目标函数 ( )1
n

jjU u
=

= ∑ 是关 

于 ( )ju 的凸函数，并且约束函数 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1

k kn
j jjf u w u w u Qγ ε

=
= + −∑ 也是关于 ( )ju 的凸函数，利用 

凸规划理论，可知最优资源 *u 必在边界 ( ) 0f u = 上取得，于是可使用 Lagrange 乘子法求解。假定任务排

序π 已经给定，则 Lagrange 函数为 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 1 11 2,
k kn n

j j jj jL u w u w u Qη η γ ε
= =

 = + + −  ∑ ∑u               (21) 

这里η表示 Lagrange 乘子。在(21)中，分别计算 ( )2 ,L ηu 对所有决策变量的一阶偏导数，再令它们等
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于零，便可得到最优资源 *u 所满足的必要条件如下 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 1 1 2, 0
k kn

j jjL w u w u Qλ η γ ε
=

∂ ∂ = + − =∑u                  (22) 

( ) ( ) ( ) ( )( )1
2 1 1 1, 1 0k kL u k w uλ ηγ +∂ ∂ = − =u                          (23) 

( ) ( ) ( ) ( )( )1
2 , 1 0, 2, ,k k

j j jL u k w u j nλ ηε +∂ ∂ = − = = u                     (24) 

注意到是凸规划问题，因此上述条件也是充分条件。由(23)，(24)可得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1
1 1 , 2, ,k k k k

j jw u w u j nγ ε+ += =                           (25) 

由(25)得到 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )1 1 1

1 1 , 2, ,
k k k

j ju u w w j nε γ
+ += =                        (26) 

将(26)带入(22)，得 

( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )1 1 1 1

1 1
k k k ku L Q wε γ ε + +=                             (27) 

将(27)带入(26)可得(19)后两行。将(19)带入 ( )1
n

jjU u
=

= ∑ 可得(20)。引理证毕。 
根据引理 3、引理 4，我们有如下结论：如果 γ β> ，由于 ( )1

1
n k k

jjV w +
=

= ∑ 是与任务排序无关的常数，

因 此 任 意 排 序 都 是 最 优 的 。 如 果 γ β≤ ， 注 意 到 , ,k Q ε 皆 为 常 数 ， 因 此 只 需 最 小 化

( ) ( )
( )
( )

( )
( )1 1 1 1

1 2
k nk k k k

jjL w wγ ε + + +
=

= +∑ 。注意到 1γ ε ≤ ，根据引理 3 可知将最大的 ( )jw 对应的任务排在首位，

其余任务顺序任意，可得最优排序。根据上面分析可得问题 P2 如下算法。 
算法 2 输入数据 , , , ,k Qα β γ  
第一步 计算 { }1arg max j n jl w≤ ≤= ，根据引理 3，将任务 lJ 排在首位，其余任务顺序任意，得到最优

任务排序 ( ) ( ){ }*
2, , ,l nJ J Jπ = 

 
第二步 由(19)计算出最优资源分配 ( ) ( ) ( )( )* * * *

1 2, , , nu u u= u
 

第三步 由(4)计算最优公共工期 

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

*

2

0,
,

,
kk n

l l j jj

d d
w u w u

γ β
π

γ β α β γ β
=

>= = 
+ + ≤ ∑

u  

第四步 由(20)计算出最优目标值 *U 。 
定理 2 使用算法 2 可以在 ( )O n 时间内得到问题 P2 的最优解。 
证明 上述全面的分析保证定理 2 结论的正确性。其中第一、二步所需时间都是 ( )O n ，第三、四步

的计算时间同为 ( )1O 。因此求解问题 P2 的总时间为 ( )O n 。定理证毕。 
以下算例 2 说明算法 2 的运算过程。 
算例 2 给定问题参数 1, 100, 5k Q n= = = ，任务负荷为{ } { }1 2 3 4 5, , , , 1,1, 4,9,16w w w w w = 。 
计算 { }1arg max 5j n jl w≤ ≤= = ，根据引理 3，得到最优任务排序 { }*

5 1 2 3 4, , , ,J J J J Jπ = 。
 

情形 1 取 1, 2, 3α β γ= = = 。由于 β γ< ，故利用(19)求出最优资源分配 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )* * * * * * * * * * *
5 1 2 3 41 2 3 4 5, , , , , , , , 0.88,0.22,0.22,0.44,0.66u u u u u u u u u u= = =u 。由 (20)求出最优目标函数值 

( ) ( ) ( )1 1* 22 100 11 2.42k k kU Q Vβ += = × = ，其中 11V = 。由(4)求出最优 * 0d = 。 
情形 2 取 1, 4, 2α β γ= = = ，由于 β γ≥ ， ( ) ( ) 2.4ε β α γ α β= + + = ，最优任务排序 

{ }*
5 1 2 3 4, , , ,J J J J Jπ = 不变， 10.65L = 。利用(19)求出最优资源分配 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )* * * * * * * * * * *
5 1 2 3 41 2 3 4 5, , , , , , , , 0.9329,0.2556,0.2556,0.5112,0.7668u u u u u u u u u u= = =u 。由(20)求出最优目标 

函数值 ( ) ( ) ( )1 1 1* 22.4 100 10.65 2.7221k kU Q Lε += = × = 。由(4)求出最优 

( ) ( )( ) ( )4*
5 5 1 56.2109

kk
j jjd w u w uγ β α β

=
= + + =∑ 。 

5. 结论 

本文研究最大费用最小化的工期指派单机排序问题，其中任务处理时间是可控的。目标是分别在资

源总量有限和总费用受限的条件下确定，确定最优任务排序、最优公共工期以及资源分配方案，使得任

务中最大费用最小化。解决本问题方法分为两步：首先把研究的问题转化为非线性凸规划问题，运用凸

优化理论进行处理；其次利用匹配算法求得最优任务排序，进一步得到最优工期、最优资源分配方案等。

作为总结提供了最优算法。用两个实例分别说明算法的运算过程和有效性。 
未来研究可以考虑将本文问题推广到工期窗口情形，或者任务处理时间是与位置有关的凸函数情形。

新问题将会更复杂，从而具有挑战性和实际应用意义。 
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