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Abstract 
With the belief that high-throughput datasets hold all the necessary information we want, a prob-
lem of information retrieval confronts us. As PageRank algorithm achieves a great success in 
dealing with such a problem in the field of Internet, we adapt it for high-throughput datasets in 
combination with the theory of dynamical network biomarker, and try to identify a critical transi-
tion in the biological processes. Our adapted PageRank algorithm successfully identifies the des-
ignated critical points in data simulations and it also produces the same results with the earlier 
works when applied to experimental datasets. 
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摘  要 

生物高通量表达数据包含了海量信息，因此在以之为基础的研究中所面对的问题，可以视作一种信息提

取问题。受此驱动，我们对互联网领域中久负盛名的PageRank算法进行改造，并将其与动态网络标志

物理论相结合，来探测生物过程中的临界点。我们的算法通过了随机生成的模拟数据的检验，并在实验
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数据中得到与文献中已发表方法一致的结果。 
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1. 引言 

临界现象在各领域中广泛存在，它描述了复杂系统在演化过程中的突变行为。对于复杂系统，往往

难以建立解析模型或进行重复实验；而系统的静态状态参量在突变前也难以观察到显著改变。所以前人

建立起了一套基于系统的动态状态参量来预测系统突变的理论，即临界点理论[1]。临界点理论背后的数

学机理是微分方程的分叉，临界点理论给出的典型临界信号包括系统扰动的方差增大，自相关时间增长

等等。 
为了适应生物信息领域中的高通量表达技术的发展，由临界点理论演变而产生了动态网络生物标志

物(DNB)理论[2] [3] [4]。经典的临界点理论要求基于长时间序列来进行分析；相反地，在高通量表达数

据集合中，每次测量取得大量变量值，而测量次数相对较少。一个典型的高通量表达数据集合，在几个

时间点上各自进行数次重复，总共包含几十到几百次测量，而每次测量同时取得上万个变量值。 
在 DNB 理论中，所有基因被视作节点来构成一个网络，基因表达水平之间的相关程度结合外部给出

的先验信息确定网络的边。DNB 理论认为如此大的一个网络不可能同步越过临界点，即总会有一个子网

络率先越过临界点，而后带动整个网络翻转，这个子网络就称为 DNB。可以通过识别 DNB 来探测网络

的临界状态。DNB 子网络在临界时刻表现出三项普遍特征：1) DNB 中基因表达水平的波动普遍增大，

理想情形中将会增大到无穷；2) DNB 中基因表达水平的波动相关性普遍增强，理想情形中皮尔逊相关系

数(PCC)的绝对值将趋近 1；3) DNB 中的节点与 DNB 之外节点间的波动相关性普遍减弱，理想情形中 PCC
将会减小为 0。DNB 在其它时刻不表现出显著特征。在 DNB 子网络的临界特征中，我们关注后两项描

述相关性的特征。 
PageRank 是一个受到广泛研究的算法，在不同应用情景下有着多样的具体形式[5]。基本地，PageRank

算法就是求取如下迭代的平衡点： 

( ) ( )TT ,1nn nv vα α α← + + −H dπ π π                                 (1) 

其中π 是向量，作为迭代变量，它的平衡点 0π 就是 PageRank 算法的输出，称为 PageRank 向量； nH 是

标准化之后的邻接矩阵，记标准化之前的邻接矩阵为 rH ，它包含了网络信息，它的 [ ],i j 元 [ ],r i jH 表示

了节点 i 到节点 j 之间的连接强度；d 是悬挂向量，它是标准化邻接矩阵时的副产品，用于对全零行进行

异常处理；v 是个性化向量，没有约束，v 除以它的各分量之和得到 nv ，使 nv 满足各分量之和为 1；α是

阻尼系数，传统上取 0.85，本文也遵从该传统。 
我们期望通过较高的 PageRank 值来识别 DNB 子网络。DNB 中的节点两两紧密相关，这一特征有利

于获得较高的 PageRank 值。另一方面，DNB 子网络与网络剩余部分相关减弱，这一点不利于我们确定
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DNB，因为理论上我们不能从网络上定位一个脱离网络的小集团。综合这两点，我们的方法对 DNB 理

论模型提出了一个额外要求：DNB 节点的度大于全网络平均值。考虑理想的 DNB，即 DNB 中节点两两

连接，与 DNB 之外的节点没有连接；此时 DNB 中节点的度就是 DNB 的大小。这一要求等价于 DNB 在

全网络的占比不能小于邻接矩阵密度。这意味着我们的算法受制于 DNB 的大小，无法定位过小的 DNB。
但在实际应用中，这一要求通常是得以满足的。 

2. 方法 

2.1. 从 PCC 矩阵提取邻接矩阵 

在每一测量时间点，由此刻的数次重复测量，可以直接计算基因表达水平之间的 PCC 矩阵 R 。考虑

两个正态分布的无关随机变量，它们之间的皮尔逊相关系数 r 具有如下分布： 

( ) ( )2 2
22 1 ~ nr n r t −− −                                     (2) 

这里 n 是重复数目， 2nt − 是 2n − 维的 T 分布；我们取 r 的单边概率 0.050 分位点为 cT 。 R 映射为邻

接矩阵的过程中， R 中绝对值小于 cT 的元素归 0，绝对值大于 cT 的元素映射到[0,1]区间： 

[ ] [ ]( ) ( ) [ ], , 1 ,
n

r c ci j i j T T i j= − − ∗H R R                              (3) 

对于实验数据，我们引入 STRING 网络[6]为外部参考，只采用 STRING 网络中存在的边；即 rH 中

元素若在 STRING 网络中没有对应边，则令为 0。 

2.2. 抑制网络中的背景结构 

由于 DNB 的特征仅在临界时刻表现出来，我们需要尝试排除网络中所有时间点均存在的背景结构的

影响： 

[ ] [ ] [ ]( ) [ ]( )
[ ] [ ] [ ]( )

, , 1 , 1 ,

1 ,

m r i

m o i

i j i j i j i j

i i i j

= − +

= +

∑
∑

H H S S

Sπ π
                            (4) 

这里 [ ],i jS 是 [ ],r i jH 在所有参考时间点上的平均值；如果数据包含对照组，参考时间点就是对照

组中的所有时间点，如果数据没有给出对照组，参考时间点就是全体时间点； mH 以及 mπ 分别代替 rH
以及 oπ 参与 PageRank 运算以及作为 PageRank 输出。取 [ ],i jη 为中间变量，这一调节可以分为两部分

来看待； [ ] [ ] [ ]( ), , 1 ,ri j i j i j= −H Sη 用于抑制背景边：如果某一条边总是存在，那么对应的 [ ],i jS 比较

大，此时我们降低它的强度； [ ] [ ] [ ]( ), , 1 ,m ii j i j i j= +∑H Sη 以及 [ ] [ ] [ ]( )1 ,m o ii i i j= +∑ Sπ π 一起抑制

背景中的中心节点：如果一个节点的度始终比较大，那么对应的 [ ],i i j∑ S 较大，此时我们降低它的

PageRank 值输出。 

2.3. 弥合悬挂节点的不连续性 

邻接矩阵 mH 是按行归一化的。普遍的方法是，用每一行的元素之和去除该行所有元素，这样归一

化之后矩阵的行和为 1。作为异常处理，全 0 行保持不变，对应节点标记为悬挂节点。悬挂向量 d 中，

对应悬挂节点的分量取 1，其余取 0。这样，当节点在是否悬挂的状态之间切换时，会导致 PageRank 向

量出现不连续变动。针对这个问题，文献中提出了邻接矩阵的另一种归一化方法[7]：取 ε 为一个小的常

数，用 [ ],mj i jε +∑ H 去除 mH 的第 i 行，对应的悬挂向量分量取为 [ ]( ),mj i jε ε +∑ H 。我们将采用后者，

因为我们在连续变化的PCC上划定了一个阈值来提取邻接矩阵，故而希望弥合这一阈值带来的不连续性。
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我们取 ε 为式(2)中分布的单边 0.049 分位点，再经式(3)映射得到的值。 

2.4. DNB 子网络中的 PageRank 值 

根据 DNB 理论，非临界时刻，模型网络是一个大而稀疏的整体，而临界时刻的模型网络可以分为两

部分：一部分是小而紧密相关的 DNB 网络，另一部分是稀疏的非 DNB 网络，两者间相对独立。所以我

们所要做的就是把一个小而紧密相关的子网络从大而稀疏的背景网络之中识别出来。 
考察一个子网络中各节点的 PageRank 值之和 E，有如下关系[8]： 

( ) ( )( ) ( )1G I o d tE P P P P P α= + − − − −                               (5) 

GP 是由个性化向量产生的 PageRank 值， IP 和 oP 分别是通过边输入和输出的 PageRank 值， dP 和 tP
分别是子网络中经由悬挂节点向全网逸散的 PageRank 值以及由全体悬挂节点逸散而来的 PageRank 值。

对 DNB 子网络：由于内部紧密相关，所以 dP 是 0；又由于 DNB 相对独立， IP 和 oP 都小，理想情况下

是 0。 tP 实践中发现也不大，虽然 tP 使得 E 增大，对我们的算法有利。这样 ( ) [ ]DNB1G niE P iα≈ − = ∑ v ，

𝑖𝑖取遍 DNB 中所有节点。 
我们希望 DNB 网络中的节点具有较高的 PageRank 值，从而可以将其挑选出来。因此，我们将个性

化向量 v 取为 [ ] [ ],mji i jε= +∑v H 。一方面我们要求 DNB 中节点的度大于全网络平均值，另一方面 DNB
节点中相关性也较大。这样 v 中对应 DNB 的分量较大，从而使得 DNB 子网络中 PageRank 值的均值较全

网络高。 

2.5. 渐进 PageRank 方法 

我们仍然不能简单地通过选取 PageRank 值最高的节点来确定 DNB。对于较大的稀疏网络，一个普

遍成立的经验规律是，PageRank 值分布在高端有幂次衰减的长尾[9]。这意味着尽管 DNB 节点具有高于

平均的 PageRank 值，但是仍会被非 DNB 网络的 PageRank 值分布的长尾所淹没，因为 DNB 只占全网络

的一小部分。因此，我们采取了另一种思路：循环地运行 PageRank 算法，不断舍去 PageRank 值低的节

点来最终确定 DNB。DNB 节点的 PageRank 值总体偏大，虽然不足以直接选出，但是可以保证在筛选中

幸存。DNB 中的节点，v 中对应分量较大，相邻节点的 PageRank 值也较大，所以具有较高 PageRank 值。

非 DNB 网络中 PageRank 值较高的节点，来源于同时与大量低 PageRank 值节点的偶然连接。所以，当

低 PageRank 值节点不断被舍去时，前者 PageRank 值依然较高，而后者不再具有较高的 PageRank 值。这

样最终剩下来的节点就是 DNB。 
最为稳妥的方式是，每次丢掉 PageRank 值最低的一个节点。但是出于计算上的实践，我们选取了一

个阈值 0.8pT = 。每次运行 PageRank 算法后舍去 PageRank 值低于 ( )min ,p nT n T 的节点；这里 n 是当前

剩余节点数目， nT 是为了确保循环过程能够停下来而设定的停止阈值，取为最初节点数目的 0.05。 nT 的

作用是：当 n 小于 nT 后逐渐放松筛选条件，直到没有节点被舍去时终止运算。 

2.6. DNB 评价指标 

通过上面的渐进 PageRank 算法，我们在每个时刻挑选出了一个 DNB。而后，我们需要建立一个 DNB
评价指标来选出最显著的 DNB 作为有效 DNB。我们选择 DNB 子网络中边的平均强度作为 DNB 评价指

标： 

[ ] ( )( )def DNB , 1ri jI i j n n
≠

= −∑ H                                    (6) 

这里 n 是 DNB 的节点数目。有效 DNB 所对应的时刻就是我们所探测到的临界时刻。 

https://doi.org/10.12677/aam.2020.92026


王阳开，刘锐 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2020.92026 235 应用数学进展 
 

3. 结果 

3.1. 数值模拟 

我们首先用数值模拟来检验我们的方法。一般的动力学系统可以表述为 ( )d d ;t f β=x x ；假设它初

始收敛于 0，而后在参数 β 逐渐改变时失稳。考虑它在奇点 0 附近的稳定性，我们只需要讨论它在奇点 0
处的线性化系统 ( )d dt β=x A x ：当 ( )βA 负定时系统稳定；当最大特征值接近 0 时，系统逐渐失稳。考

虑一个有限的时间间隔，令为 1，有 ( )( )1 expt tβ+ =x A x ；差分方程的形式便于生成模拟数据。再假设 A
可以对角化为 ( ) 1β −TD T 。其中T 是随机生成的稀疏矩阵，与 β 无关。而对角矩阵 ( )βD 中也仅有第一个

元素 ( )λ β 依赖于 β ；其余元素取随机生成的不太接近 0 的负值。在数值模拟的一系列时间点中， ( )λ β
逐渐趋近于 0。这样，在临界点时， ( )λ β 是主特征值，它无限趋近于 0；T 的第一列是主特征向量，它

的非零元对应 DNB。我们通过如下迭代来生成模拟数据集合： 

( )( )1exp β −← +x TD T x ξ                                     (7) 

x 是迭代变量，初值为全 0；ξ 是随机向量，各分量独立服从高斯分布，用于在迭代过程中引入随机

性。在模拟数据集合中，我们的渐进 PageRank 算法成功定位了 DNB 并给出了临界预警信号。在图 1 中

我们展示了 DNB 评价指标随主特征值𝜆𝜆的变化；在绝大多数模拟数据中，DNB 评价指标在 λ 趋于 0 时趋

近于 1，成功地指示了临界点。 
 

 
Figure 1. DNB indication for simulations (left: a synthesis result, right: specific curves) 
图 1. 数值模拟的 DNB 评价指标曲线(左：综合展示，右：部分具体曲线) 

3.2. 实验数据 

接下来，我们将算法应用于两组实验数据中，复现了文献中报道的方法给出的结果[2] [3] [4]。第一

个数据集合来源于光气引起小鼠肺部损伤的实验(GEO accession number: gse2565) [10]。在实验中，小鼠

首先在光气中暴露 20 分钟，然后每间隔一段时间进行高通量表达测量。12 h 时刻观察到小鼠的死亡率在

50%~60%之间，24 h 时刻观察到小鼠的死亡率在 60%~70%之间，这意味着绝大多数死亡事件发生在前

12 h。我们的渐进 PageRank 算法确定的临界时刻是 8 h，见图 2。我们的结果与实验现象相符。 
第二组数据源于 HRG 诱导 MCF-7 人体乳腺癌细胞分化的实验(GEO accession number: gse13009) [11] 

[12]。HRG 诱导的分化过程，与 EGF 诱导的增殖过程，在前 90 m 很相似，在 90 m 之后表现出显著不同。

我们确定的临界时刻是 90 m，与实验现象相符，见图 3。 
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Figure 2. DNB indication for the experiment of mouse lung 
injury 
图 2. 小鼠肺部损伤实验的 DNB 评价指标曲线 

 

 
Figure 3. DNB indication for the experiment of HRG in-
duced differentiation on MCF-7 human breast cancer cells 
图 3. HRG 诱导 MCF-7 人体乳腺癌细胞分化实验的

DNB 评价指标曲线 

4. 讨论 

相比于文献中报道的基于DNB 理论的临界点探测方法：在提取DNB 的步骤中，我们用渐进 PageRank
算法替代了聚类算法；在评价 DNB 有效性的步骤中，我们用单纯基于波动相关性的指标，替代了同时基

于波动相关性以及波动幅度的指标。因而在算法性能上，我们取得了三点显著改进。 
首先是在 DNB 识别能力上的改进。DNB 理论中并没有对 DNB 的大小做具体规定，但是 DNB 占整

个网络比值太小以至于不能识别，是实践中不得不面对的问题。文献中的解决方案是，在应用 DNB 模型

之前，先依据差异表达以及波动幅度增大倍数等非网络方法来对高通量表达数据中的基因表达水平进行

预筛选，以使得 DNB 模型涵盖的节点数目适合。文献中的预筛选非常激进，基因芯片给出的数目超过一
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万的基因表达水平，经过预筛选后剩余不足一千，这意味着信息的大量流失。文献中 DNB 占模型网络比

值普遍超过百分之二十，这意味着聚类方法的识别能力很弱。在我们的渐进 PageRank 方法中，DNB 占

模型网络比值小于百分之十，这意味着我们在预筛选步骤中保留了更多的节点。这是相当大的进步，虽

然距离我们舍去预筛选步骤，直接应用网络算法的目标还有相当大的距离。 
第二方面的改进在于 DNB 评价指标中排除了对波动幅度的依赖。文献中的 DNB 评价指标是：

( )0 in outSD PCC PCCI ε= ∗ + 。其中，SD 是 DNB 中所节点波动标准差的均值， inPCC 是 DNB 中节点两

两 PCC 的均值， outPCC 是 DNB 中的节点与 DNB 之外节点 PCC 的平均，ε 是一个防止分母为 0 的小量。

由于每个基因本身的背景波动幅度不同；一个高通量表达数据中的基因表达水平 x，在参与运算之前，往

往要经过一个 ( )mx x a b= − 形式的标准化，然后用 mx 代替 x 参与后续运算，a 和 b 是随基因而异的。显

然这样的标准化会直接影响 SD 的取值，但是不会影响 PCC 的取值，所以我们认为在 DNB 评价指标中

排除了对波动幅度的依赖是一项改进。 
第三，DNB 的特征只会在临界时刻表现出来；该文的方法对 DNB 网络中各个时间点都存在的固有

结构进行了抑制；而在文献中基于聚类的方法中，每个时刻的数据是独立参与运算的。 
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