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Abstract 
This paper proposes a feasible SSDP algorithm for solving nonlinear semidefinite programming. 
The initial point and iteration points are feasible. The search direction is determined by solv-
ing two quadratic semidefinite programming subproblems. The step size is obtained by calcu-
lating the line search that satisfies the descent property of the objective function and the feasi-
bility of the constraint function. The global convergence of the algorithm is proved under mild 
conditions. 
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摘  要 

本文提出了一个求解非线性半定规划的可行序列半定规划(SSDP)算法。该算法的初始点和迭代点均是可

行点，在每次迭代中通过求解两个二次半定规划子问题确定搜索方向，步长由满足目标函数下降性和约

束函数可行性的线搜索产生，在某些假设条件下本文证明了算法的全局收敛性。 
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1. 引言 

本文研究如下仅带半负定矩阵约束的非线性半定规划问题(NLSDP)： 

( )
( )

min

s.t. 0,

f x

G x 
                                      (1.1) 

其中，函数 : nf → 和 : n mG →  是光滑的函数， m 表示 m 阶实对称矩阵空间，表示半负定偏序，

即 A B 表示 A B− 是半负定矩阵。 
非线性半定规划问题在最优控制、结构设计、经济金融等领域有广泛应用[1] [2] [3]。非线性半定规

划带有半定矩阵约束，结构复杂，不能直接用传统的非线性规划的算法求解，目前求解非线性半定规划

问题的主要方法有增广 Lagrange 法[4]，原始–对偶内点法[5] [6]，序列半定规划法[7] [8] [9]，QP-free 法

[10]，交替方向乘子法[11]等。 
本文基于文[12]的求解非线性规划的可行 SQP 算法的思想，建立了非线性半定规划的一个可行 SSDP

算法。算法产生的迭代点均满足可行性；在每次迭代中算法的搜索方向是通过求解两个二次半定规划子

问题产生；目标函数直接作为效益函数用于线搜索，线搜索保证目标函数下降和满足可行性。在适当的

假设条件下算法具有全局收敛性。 

2. 算法 

定义 2.1：对于可微矩阵函数 ( ) : n mG x →  ， ( )G x 在 nx∈ 处的微分算子 ( )DG x 定义如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) T

1 2

: , , , ,
n

G x G x G x
DG x

x x x
∂ ∂ ∂ 

=  ∂ ∂ ∂ 
  

( )G x 在 x 处沿着 ( )1 2, , , n n
nd d d d= ∈  的方向导数 ( )DG x d 为 

( ) ( )
1

,
n

i
i i

G x
DG x d d

x=

∂
=

∂∑  

相对应的伴随算子 ( )*DG x 定义为 

( ) ( ) ( ) ( )
T

*

1 2

= , , , , , , , ,m

n

G x G x G x
DG x Y Y Y Y Y

x x x
 ∂ ∂ ∂

∀ ∈  ∂ ∂ ∂ 
   

其中 ,  表示矩阵的内积，定义如下： 

( )T

1 1
, Tr , , .

m n
m n

ij ij ij ij
i j

A B B A a b A a B b ×

= =

   = = ∀ = = ∈   ∑∑   
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定义 2.2：设 nx∈ 是 NLSDP(1.1)的一个可行点，若存在矩阵 mM ∈ 使得以下条件成立： 

( ) ( ) 0,f x DG x M∗∇ + =  

( ) ( )( )0, 0, Tr 0,G x M MG x =   

则称 x 是 NLSDP(1.1)的一个 KKT 点，M 是相应的拉格朗日乘子，上式称为 NLSDP(1.1)的 KKT 条

件。 
定义 2.3：NLSDP(1.1)的约束违反度函数定义如下： 

( ) ( )( ) ( )( ){ }1 1max 0, ,P x G x G xλ λ
+

= =  

其中， ( )1 Aλ 表示矩阵 A 的最大特征值。 
显然， ( ) 0P x = 当且仅当 x 为 NLSDP(1.1)的一个可行点。 
令 kx 为当前迭代点，构造如下的二次半定规划子问题(简记为 QSDP)： 

( )
( ) ( )

T T1min
2

s.t. 0,

k
k

k k

f x d d H d

G x DG x d

∇ +

+ 
                                (2.1) 

其中 kH 为 NLSDP(1.1)的 Lagrange 函数的 Hesse 阵或近似阵。 
子问题 QSDP(2.1)的解 0

kd 为目标函数的下降方向，但不一定是可行方向，因此需对其进行修正，以

便得到一个可行下降方向 kd 。 
利用 0

kd 对子问题 QSDP(2.1)的约束不等式的右边进行扰动，得到如下的二次半定规划子问题： 

( )

( ) ( )

T T

0

1min
2

s.t. ,

k
k

vk k k
m

f x d d H d

G x DG x d d E

∇ +

+ −
                             (2.2) 

其中 mE 为一个 m 阶的单位矩阵。 
记 NLSDP(1.1)的可行集为 ( ){ }| 0nx G xΩ = ∈  。本文需作以下基本假设： 
假设 1：集合Ω是非空的。 
假设 2：函数 ( )f x ， ( )G x 是连续可微的。 
假设 3：存在正的常数 a 和 b，使得 

2 2T , .n
ka d d H d b d d R≤ ≤ ∀ ∈  

求解 NLSDP(1.1)的可行 SSDP 算法描述如下： 
算法 A： 

步骤 0：(初始化)选取参数
10,
2

α  ∈ 
 

， ( )0,1β ∈ ， 2v > 。初始点 0x ∈Ω， 0
n nH ×∈ 正定，令 0k = 。 

步骤 1：(计算搜索方向) 
步骤 1.1：求解子问题 QSDP(2.1)得 0

kd 。如果 0 0kd = ，则停止；否则，进入步骤 1.2。 
步骤 1.2：求解子问题 QSDP(2.2)得 kd ，令 ( )Tk k

k f x dθ = ∇ 。 
步骤 2：(线搜索)计算序列{ }21, , ,β β  中第一个满足如下两个条件的步长 kt ： 

( ) ( ) ,k k k
kf x td f x tα θ+ ≤ +                                  (2.3) 

( ) 0.k kG x td+                                        (2.4) 
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步骤 3：(更新)令 1k k k
kx x t d+ = + ，用某种技术产生新的对称正定阵 1kH + ，令 1k k= + ，返回步骤 1。 

为分析的简便，现作如下进一步假设： 
假设 4：子问题 QSDP(2.2)有解 kd ，且 kd 满足如下条件： 

( ) { }T
0, min , .k k k k kd L f x d d d

σ σ
≤ ∇ ≤ − −  

其中 0L > ， 2σ > 。 
假设 5：算法 A 生成的迭代点列{ }kx 有界。 

基于假设条件 1~3，易知下面引理成立。 
引理 2.1：假设 1~3 成立，则子问题 QSDP(2.1)有唯一解 0

kd ，并且存在矩阵 m
kM ∈ 满足 QSDP(2.1)

的 KKT 条件，即 

( ) ( ) 0 0,k k
k kf x DG x M H d

∗
∇ + + =                               (2.5a) 

( ) ( ) 0 0,k k kG x DG x d+                                    (2.5b) 

0,kM                                          (2.5c) 

( ) ( )( )( )0Tr 0.k k k
kM G x DG x d+ =                               (2.5d) 

引理 2.2：假设 1~3 成立，如果 0 0kd = ，则当前迭代点 kx 为 NLSDP(1.1)的一个 KKT 点。 
证明：将 0 0kd = 代入(2.5)，结合定义 2.2 即知当前迭代点 kx 为 NLSDP(1.1)的一个 KKT 点。 
引理 2.3：假设 1~4 成立，算法 A 的线搜索在有限次计算中生成步长 kt ，即算法 A 是适定的。 
证明：由 Taylor 展开式知 

( ) ( ) ( ) ( )T
,k k k k kf x td f x t f x d o t+ = + ∇ +  

( ) ( ) ( ) ( ) ,k k k k kG x td G x tDG x d o t+ = + +  

由假设 4 知 ( )T
0k k

k f x dθ = ∇ < 。因为
10,
2

α  ∈ 
 

，所以存在 0kt > ，使得对任意 ( )0, kt t∈ ，有 

( ) ( ) ,k k k
kf x td f x tα θ+ ≤ +  

因为 ( )G x 是连续可微函数，由子问题 QSDP(2.2)的约束条件知 

( ) ( ) 0 0,
vk k k k

mG x DG x d d E+ −   

从而有 

( ) ( )( )1 0,k k kG x DG x dλ + <                                  (2.6) 

而由 ( )1λ ⋅ 的凸性可得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 11 ,k k k k k kG x td t G x t G x DG x d o tλ λ λ+ ≤ − + + +  

所以由 ( ) 0kG x  ，并结合(2.6)知存在 0kt > ，使得对任意 ( )0, kt t∈  ，有 

( )( )1 0,k kG x tdλ + ≤  

从而 
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( ) 0,k kG x td+   

综上所述知存在充分小的 0t > ，使得不等式(2.3)和(2.4)成立，故算法 A 适定。 

3. 全局收敛性 

若算法 A 产生有限的迭代点列，则由引理 2.2 知当前迭代点 kx 为问题 NLSDP(1.1)的 KKT 点，因

此，我们不妨假设算法 A 产生无限的迭代点列 { }kx ，本节将证明在适当的假设条件下算法 A 是全局

收敛的。 
引理 3.1：假设 1~5 成立， *x 是{ }kx 的一个聚点，即存在子列 { }1,2,K ⊆  ，使得 *Kkx x→ ，则

0 0Kkd → 。 
证明：(反证法)假设结论不成立，则存在子列 K K⊆ 和常数 0d > ，使得当 k K∈ 充分大时， 0

kd d≥ 。 
下面首先证明存在正数 0t > ，使得 

, ,kt t k K≥ ∀ ∈  

由假设 4 及子问题 QSDP(2.2)的约束条件知对充分大的 k K∈ ，有 

( )T
0 ,k k k

k f x d d d
σ σθ = ∇ ≤ − ≤ −                                (3.1) 

( ) ( ) 0 .
vk k k k v

m mG x DG x d d E d E+ − −                              (3.2) 

由假设 4 知 kd L≤ ，即{ }kd 有界，于是由 Taylor 展开式有 

( ) ( ) ( ) ( )T
,k k k k kf x td f x t f x d o t+ = + ∇ +  

对充分大的 k K∈ ，结合(3.1)知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T
1 1 ,k k k k k

kf x td f x t t f x d o t t d o tσα θ α α+ − − = − ∇ + ≤ − − +  

所以对充分大的 k K∈ 及充分小的 0t > ，(2.3)成立。 
同理，由 Taylor 展开式有 

( ) ( ) ( ) ( ) ,k k k k kG x td G x tDG x d o t+ = + +  

对充分大的 k K∈ ，结合(3.2)知 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
1 1 1

1

1

,

k k k k k k

v
m

G x td t G x t G x DG x d o t

t d E o t

λ λ λ

λ

+ ≤ − + + +

≤ − +
 

所以对充分大的 k K∈ 及充分小的 0t > ，(2.4)成立。 
综上所述，存在正数 0t > ，使得 kt t≥ ， k K∀ ∈ 。 
下面基于上述结论导出矛盾。对充分大的 k K∈ ，由(2.3)知 

( ) ( )1 0.k k
kf x f x tα θ+ − ≤ <                                  (3.3) 

因为 ( ){ }kf x 单调下降，且 *Kkx x→ ，所以 ( ) ( )*lim k

k
f x f x

→∞
= 。在(3.3)式中令 Kk →∞，得出矛

盾，于是引理成立。 
基于引理 3.1 以及子问题 QSDP(2.1)的 KKT 条件(2.5)，可得算法 A 的全局收敛性，即： 
定理 3.1：假设 1~5 成立，{ }kx 是算法 A 产生的一个迭代点列，则{ }kx 的每一个聚点都是 NLSDP(1.1)

的一个 KKT 点。 
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4. 结束语 

本文将非线性规划可行 SQP 算法进行了推广，提出了一个求解非线性半定规划的可行 SSDP 算法。

该算法的搜索方向是通过求解两个二次半定规划子问题产生，目标函数直接作为效益函数，线搜索保证

目标函数下降和满足可行性。在适当的假设条件下，证明了算法的适定性和全局收敛性。该算法可以应

用于对可行性有严格要求的实际问题。 
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