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Abstract 

Let G be a graph on n vertices, and K3  be a triangle in graph G. We denoted by s
lW2  a graph with 

s vertices in the center, a 2l long even circle in the periphery, and 2l edges on the even circle are 
connected with s vertices in the center; and s

lP  represents a graph in which the center has s ver-
tices, the periphery is an l-long road, and ledges of the road are connected with s vertices of the 
center. In this paper, we mainly proved that the following generalized Turán number by using the 
technique of dependent random choice:  

1) ( ) ( )
s l

l s s l s
lcn ex n K W Cn

3 6 6 1 13 32 1 3
3 2, ,

+ −
− + −+ − ≤ ≤ .  

2) ( ) ( )
1s l

s l l s s
lcn ex n K P Cn

3 3 33 31 3
3, ,

+ −
− −+ + − ≤ ≤ . 
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摘  要 

令G表示n个顶点的图，K3 表示图G中的三角形。 s
lW2 表示中心有s个顶点，外围是一个2l长的偶圈，且偶
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圈上的2l条边都与中心的s个点相连的一个图； s
lP 表示中心有s个顶点，外围是一条l长的路，且路上的l

条边都与中心的s个点相连的一个图。在本文中，我们主要利用依赖随机选择技术证明了下述广义Turán数： 

1) ( ) ( )
s l

l s s l s
lcn ex n K W Cn

3 6 6 1 13 32 1 3
3 2, ,

+ −
− + −+ − ≤ ≤ 。 

2) ( ) ( )
s l

s l l s s
lcn ex n K P Cn

3 3 3 13 31 3
3, ,

+ −
− −+ + − ≤ ≤ 。 
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1. 引言 

令 表示一些图组成的集族，如果对于任意的 F ∈ ，图 G 都不包含 F 作为子图，那么称图 G 是

不包含族 的。Turán 数 ( ),ex n  定义为在 n 个顶点且不包含 的图 G 的最大边数。如果集族 仅包含

一个简单图 F，我们可以用 ( ),ex n F 代替 { }( ),ex n F 。令 lP 表示 l 长的路，在 1959 年，Erdös 和 Gallai [1]
计算了图 G 中有关 lP 的 Turán 数。 

定理 1.1：(Erdős, Gallai [1])令 G 是一个 n 个顶点的图， lP 表示 l 长的路，那么 ( ) ( )1, 1
2lex n P l n≤ − 。 

随后在 1965 年，Erdős [2]又计算了有关偶圈的 Turán 数，Bondy 和 Simonovits [3]对此进行了证明。 
定理 1.2：(Erdös [2])令 G 是一个 n 个顶点的图， 2lC 表示 2l 长的偶圈，且 2l ≥ ，那么存在正整数 C，

使得 ( )
11

2, l
lex n C Cn

+
≤ 。 

现在，关于 Turán 数已经有大量的研究，详见综述文献[4] [5]。 
令 T 表示一个简单图，广义 Turán 数 ( ), ,ex n T  定义为 n 个顶点的不包含 的图 G 中 T 复制的最大

个数。如果 2T K= ，那么广义 Turán 数 ( ), ,ex n T  就是经典的 Turán 数 ( ),ex n  。同样的，对于一个简

单图 F，我们通常用 ( ), ,ex n T F 代替 { }( ), ,ex n T F 。最近，广义 Turán 数问题的研究也受到了广泛的关注，

详见文献[6] [7] [8] [9]。 

tK 表示 t 个顶点的完全图。在 1962 年，Erdős [10]首先计算了完全图的广义 Turán 数： 

( )
10 2 1

, , .
1t

t
r

t r
i i k r

n iex n K K
k≤ ≤ ≤ ≤ − =

+
=

−∑ ∏


 

与 Erdös-Stone 定理相类似，Alon-Shikhelman [6]证明了：对任意的图 H，如果图 H 的色数 ( )H kχ = ，

并且当 k t> 时，那么 ( ) ( )( ) 1
, , 1 1

1

t

t

k nex n K H o
t k
−  = +   −  

；当 k t≤ 时，那么 ( ) ( ), , t
tex n K H o n= 。Bollobás

和 Győri [7]证明了在 n 个顶点的图 G 中不包含 5C 时， 3K 的个数为： 

( )( ) ( ) ( )( )
2 2
3 3

3 5
1 51 1 , , 1 1

43 3
o n ex n K C o n+ ≤ ≤ + 。Győri和Li [11]证明了在n个顶点的图G中不包含 2 1lC + 时，
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3K 的个数为： ( ) ( )( ) ( )4 6 2 3 2 1 2
2 1 16 22 , , , , , , ,

2 1 3bip k l k

k k knex C C C ex n K C ex n C
k +

− −    ≤ ≤   +  
 。Alon-Shikhelman 

[6]又对上述两个结果的上界进行了改进，得到：1) ( ) ( )( )
2
3

3 5
3, , 1 1

2
ex n K C o n≤ + ； 

2) ( ) ( )
3 2 1 2

16 1
, , ,

3 2l k
k nex n K C ex C+

−  ≤  
 

。 

依赖随机选择是图论中一种简单而且有用的方法。早期，这种技术是被 Rödl，Gowers，Kostochka
以及 Sudakovd 等人[12] [13] [14]证明而且应用推广的。这个基本方法，也是一个著名的概率办法，详见

文献[15]。现在，依赖随机选择技术已经被应用到更多方面，比如：极值图论、拉姆齐理论、可加组合数

学、组合几何等。 
引理 1.3：(依赖随机选择引理)令 a，m，r，n 都是正整数，d 是一个正实数。G 表示 n 个顶点的图，

其平均密度为 d。如果存在正实数 t，使得 

1 ,
tt

t

nd m a
r nn −

  − ≥  
  

 

那么图 G 中存在一个大小至少是 a 的子集 U，使得 U 中任意 r 个顶点在图 G 中至少有 m 个公共邻

点。 
并且利用依赖随机选择技术，可以计算出有关二部图 H 的 Turán 数。 
定理 1.4：(Alon et al. [16])令 s 是一个正整数， ( ),H A B= 是一个二部图，且 B 中顶点的度 Bd s≤ 。

那么存在一个常数 ( )c c H= ，使得 

( )
12
., sex n H cn

−
≤  

在 n 个顶点的图 G 中，令 2
s
lW 表示中心有 s 个顶点，外围是一个 2l 长的偶圈，且偶圈上的 2l 条边都

与中心的 s 个顶点相连接的一个图； s
lP 表示中心有 s 个顶点，外围是一条 l 长的路，且路上的 l 条边都

与中心的 s 个顶点相连接的一个图。本文中，我们主要利用依赖随机选择技术得到下述两个结果： 
定理 1.5：假设 2l ≥ ， 1s ≥ ，且 C 和 c 是两个正数。令 G 是 n 个顶点的图，且边数为 e，那么 

( ) ( )
3 6 6 1 13 32 1 3

3 2 ., ,
s l

l s s l s
lcn ex n K W Cn

+ −
− + −+ − ≤ ≤  

定理 1.6：假设 2l ≥ ， 1s ≥ 。令 G 是 n 个顶点的图，且边数为 e，那么存在正数 C，使得 

( ) ( )
3 3 3 13 31 3

3, .,
s l

s l l s s
lcn ex n K P Cn

+ −
− −+ + − ≤ ≤  

本文主要内容安排如下：第二节主要利用依赖随机选择技术证明一个相关引理；第三节证明主要定

理。 

2. 引理的证明 

我们先利用依赖随机选择技术证明下述引理。 
引理 2.1：令 a，m，r，n 都是正整数。G 是一个 n 个顶点的图，且图 G 中的边数为 e，将图 G 中三

角形的个数记为 k，如果存在正整数 t，使得 

13 ,t t t t tn
e n k m a

r
− −  

− ≥  
  
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那么图 G 中存在一个大小至少是 a 的子集 U，使得集合 U 中任意 r 个顶点在图 G 中至少含有 m 条

公共邻边。 
证明：令 ( ),G V E= 是一个 n 个顶点，边数为 e 的简单图，且图 G 中有 k 个三角形。我们将图 G 的

顶点集记为： { }1 2, , ,G nV v v v=  ，边集记为： { }1 2, , ,G eE e e e=  。首先，我们将从图 G 的边集中依均匀分

布的可重复的选择 t 条边组成集合 E′，记为 { }21, , , tE e e e′ ′ ′ ′=  。令 X 表示这 t 条边的所有公共邻点的集合，

个数记为 X 。 
我们做如下标记： 

1,
0,i

i
v X

i

v X
I

v X∈

∈
=  ∉

， 

那么， X 的期望值为： 

( ) ( ) ( )1 1
i i

i G i G i G

v X v X i
v V v V v V

E X E E P v X∈ ∈
∈ ∈ ∈

 
= = = ∈ 

 
∑ ∑ ∑  

又因为 

( ) ( ) t

i
k i

P v X
e

 
∈ =  

 
 

其中， ( )k i 表示包含点 iv 的所有三角形的个数。 
所以， 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

13 3 .1 i G

i G i G i G

tt t
t t v Vt t t t t t t t

v V v V v V

k ik i kE X e k i ne k i ne ne n e k
e n n n

∈− − − − − −

∈ ∈ ∈

     = = = ≥ = =         

∑
∑ ∑ ∑  

令 R 表示集合 X 中由 r 个顶点构成的 r 元-子集。如果 R 在图 G 中的公共邻边小于 m 条，就称 R 是

“坏”的 r 元-子集。令 Y 表示集合 X 中所有“坏”的 r 元-子集，个数记为 Y 。令 Z 表示图 G 中的所有

“坏”的 r 元-子集。 
同样地，我们也做如下标记： 

1,
,

0,R Y

R Y
I

R Y⊆

⊆
= 
 

 

那么，可以得到 Y 的期望值为： 

( ) ( ) ( )1 1R Y R Y
R Z R Z R Z

E Y E E P R Y⊆ ⊆
⊆ ⊆ ⊆

 
= = = ⊆ 

 
∑ ∑ ∑  

又因为 R 是 Y 中的 r 元-子集，且 R 在图 G 中的公共邻边小于 m 条，那么 

( ) .
tmP R Y

e
 ⊆ ≤  
 

 

所以， 

( ) .
tn mE Y

r e
  ≤   

  
 

我们利用期望的线性，就可以得到 X Y− 的期望值为： 
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( ) ( ) ( ) 1 13 3 .
t

t t t t t t t t tn nmE X Y E X E Y n e k e n k m
r re

− − − −     − = − ≥ − = −     
     

 

那么根据引理的条件得到： ( )E X Y a− ≥ 。 
所以在图 G 中必定存在一种边集 { }21, , , tE e e e′ ′ ′ ′=  的选择，使得 X Y a− ≥ 成立。那么令 U 是从 X

中的每个“坏”的 r 元-子集中删除一个顶点得到的集合，那么 U a≥ ，并且 U 中任意 r 个点在图 G 中至

少有𝑚𝑚条公共邻边。 

3. 主要定理的证明 

引理 3.1：假设 2l ≥ ， 1s ≥ 。令 G 是 n 个顶点的图，且边数为 e，那么存在足够大的正数 C，使得 

( )
1 13

3 2, , .s l s
lex n K W Cn

+ −
≤  

证明：假设图 G 中三角形的个数
1 13
l sk Cn

+ −
> ，那么根据引理 2.1，令 a s= ， t s= ， r s= ，并且存在

足够大的正整数 ( )1 1c c C< ，使得
11

1
lm c n

+
= 。又因为 2

s
lW 的色数为 3，根据 Erdős-Stone 定理，所以图 G

的边数 ( )
2

2

4
ne o n≥ − 。通过计算，我们可以得到： 

1
13 .

sss s s s s l
n

e n k c n s
s

+− −  
− >     

                                 (1) 

(1)式的推导过程详见附录。所以在图 G 中存在一个大小至少是 s 的子集 U，使得 U 中任意 s 个点在 

图 G 中至少含有
11

1
lc n

+
条公共邻边。又根据定理 1.2，那么在 U 的一个 s 集的公共邻边中一定存在一个 2l 

长的偶圈 2lC ，并且这 2l 条边都与这 s 个顶点相连。所以在图 G 中就可以找到一个 2
s
lW 的复制，与图 G

中不包含 2
s
lW 矛盾。 

引理 3.2：假设 2l ≥ ， 1s ≥ 。令 G 是 n 个顶点的图，那么存在正数 c，使得 

( ) ( )
3 6 63

2 1 3
3 2 ., ,

s l
l ss

lex n K W cn
+ −

−
+ −≥  

证明：从图 G 中按概率 p 随机地选择一条边，其中 ( )
2 2

2 1 31
2

s l
l sp n
+ −

−
+ −= 。用 X 表示图 G 中的所有三角形

构成的集合，个数记为 X 。那么 X 的期望值为： 

( ) 3 3 31
3 1

.
3

n
E X p n p 

= ≥ 
 

 

令 Y 表示图 G 中所有 2
s
lW 构成的集合，个数记为 Y ，同样的， Y 的期望值为： 

( ) ( ) ( )2 1 2 12 .
2

l s l sl sn
E Y p n p

l s
+ ++ 

= ≤ + 
 

接下来，从图 G 中的一个 2
s
lW 中删除一条边，至多删除 2n − 个三角形，那么将图 G 中所有的 2

s
lW 都

删除一条边，至多就删除 ( ) ( )2n E Y− 个三角形，所以， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 6 63

2 1 2 1 33 3 2 1 3 31 1 12
13 26 208

.
s l

l s l sl sE X n E Y E X nE Y n p n p n p n
+ −

−
+ + −+ +− − ≥ − ≥ − ≥ =         (2) 

(2)式中不等式成立是因为 ( )2 12 1 3 31
26

l sl sn p n p++ + ≤ ，即： 
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( )
( )2 1 3

2 1 32 2 1 1 .
2 26

l s
l sl sn p

+ −
+ −+ −  = ≤ 

 
 

所以存在一个 n 个顶点的图 G，使得图 G 中没有 2
s
lW 的复制，但三角形的个数为 ( )

3 6 63
2 1 31

208

s l
l sn
+ −

−
+ −

。 

我们利用引理 3.1 和引理 3.2 就完成了定理 1.5 的证明。 
引理 3.3：假设 2l ≥ ， 1s ≥ 。令 G 是 n 个顶点的图，且边数为 e，那么存在足够大的正数 C，使得 

( )
13

3 , ., s s
lex n K P Cn

−
≤  

证明：与定理 3.1 的证明类似，假设图 G 中三角形的个数
13
sk Cn

−
> ，根据引理 2.1，令 a s= ，t s= ，

r s= ，
1

2
lm n−

= 。同样的，因为 s
lP 的色数为 3，所以图 G 的边数 ( )

2
2

4
ne o n≥ − 。通过验证，可以得到： 

1 13 .
2

s
s s s s sn le n k n s

s
− −
   − − >       

                                (3) 

(3)式的推导过程详见附录。所以在图 G 中可以找见一个大小至少是 s 的子集 U，使得 U 中任意 s 个 

点在图 G 中至少含有
1

2
l n− 

 
 

条公共邻边。又根据定理 1.1，那么在 U 的一个 s 集的公共邻边中一定存在 

着一条 l 长的路 lP ，使得 lP 上的边都与这 s 个点相连。所以在图 G 中一定可以找到一个 s
lP 的复制，与图

G 中不包含 s
lP 矛盾。 

引理 3.4：假设 2l ≥ ， 1s ≥ 。令 G 是 n 个顶点的图，那么存在正数 c，使得 

( ) ( )
3 3 33

1 3
3, , .

s l
s l ls

lex n K P cn
+ −

−
+ + −≥  

证明：从图 G 中按概率 p 随机地选择一条边，其中 ( )
1

1 31
6

s l
s l lp n

+ −
−

+ + −= ，用 X 表示图 G 中的所有三角形

构成的集合，个数记为 X 。那么 X 的期望值为： 

( ) 3 3 31
3 1

.
6

n
E X p n p 

= ≥ 
 

 

令 Y 表示图 G 中所有 s
lP 构成的集合，个数记为 Y ，同理， Y 的期望值为： 

( ) ( ) ( )1 11

1
.l s l l s ll sn

E Y p n p
l s

+ + + ++ + 
= ≤ + + 

 

同样地，从图 G 中的一个 s
lP 中删除一条边，至多删除 2n − 个三角形，那么将图 G 中所有的 s

lP 都

删除一条边，至多删除 ( ) ( )2n E Y− 个三角形，所以， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 3 33

1 1 33 3 2 3 3
3

1 1 12
16 32 32

.
6

s l
l s l s l ll sE X n E Y E X nE Y n p n p n p n

+ −
−

+ + + + −+ +− − ≥ − ≥ − ≥ =
×

      (4) 

(4)式中不等式成立是因为 ( )12 3 31
32

l s ll sn p n p+ ++ + ≤ ，即： 

( )
( )1 3

1 31 1 1 .
6 32

l s l
l s ll sn p

+ + −
+ + −+ −  = ≤ 

 
 

所以可以找到一个n个顶点的图G，使得图G中没有 s
lP 的复制，但三角形的个数为 ( )

3 3 33
1 3

3
1

32 6

s l
s l ln

+ −
−

+ + −

×
。 

https://doi.org/10.12677/aam.2020.93054


崔玉君 等 
 

 
DOI: 10.12677/aam.2020.93054 450 应用数学进展 
 

同样的，利用引理 3.3 和引理 3.4 完成定理 1.6 的证明。 
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