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Abstract 
This paper mainly analyzes the nonlinear random stability and random Hopf bifurcation of a 
four-dimensional high-speed rotor system under a random parameter excitation. The study of ro-
tor system dynamics has made great progress in theory and practice. The system is affected by in-
ternal factors and external random wind and replaced by Gaussian color noise. By using the prin-
ciple of random average, the quasi-hamiltonian system is convergent to a one-dimensional ran-
dom ITO diffusion process, and then the maximum lyapunov exponential method is used to judge 
the local stability of the system, and the conditions for the local stability of the system are ob-
tained. Then the Hopf bifurcation is simulated by the solution of FPK equation, namely the statio-
nary probability density. 
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摘  要 

本文主要分析一个随机参数激励下四维高速转子系统的非线性随机稳定性及随机Hopf分岔。转子系统动
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力学的研究在理论和实际操作也有了很大的进步。将系统受到的内部因素与外部随机风力影响用高斯色

噪声代替。运用随机平均原理，将拟哈密顿系统收敛于一个一维伊藤随机扩散过程，然后运用最大李雅

普诺夫指数法，来判断系统的局部稳定性，得到系统局部稳定的条件。然后通过FPK方程之解，即平稳

概率密度来模拟系统发生Hopf分岔。 
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1. 引言 

转子–轴承系统是旋转机械中最关键的部分，而在设计和运转过程中，能够保证大型旋转机械中转

子的稳定性和实用性是至关重要的，随着旋转机械向高效率、高标准发展，研究了不对称双圆盘转子–

轴承系统在油膜力下的非线性耦合动力学行为。分析了非解析径向椭圆转子–轴承系统的稳定性和分岔，

在稳定性分析中，运用打靶法和轨迹预测跟踪算法研究了系统线性不平衡响应。文献考虑了参数随机分

布特性的转子动力学与可靠性[1] [2] [3]。本节主要分析一个随机参数激励下四维高速转子系统的非线性

随机稳定性及随机 Hopf 分岔。 

2. 模型的建立 

考虑一个带有广义非线性阻尼的转子模型[4] [5]。 
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其中 χ 表示非线性阻尼系数， nω 是转子系统的固有频率。
a ax x+ 和

b by y+ 表示非线性阻尼器的耗散

效应，若 0a b= = ，则系统的状态方程变成一个阻尼系数为 2χ 的形式，如果 χ 很小的情况下方程的近

似解可以采用多种摄动方法得到，由于转子的质量相当大，所以 χ 的值可以被看作很小。 
令 2a b= = ，所以方程可以表示为： 
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考虑到外部的随机因素及其内部材质的不均质性，将系统收到的所有随机因素用Gauss色噪声代替，

即 ( )i tη ， 1,2i = 其统计性质满足以下条件： 

( ) 0i tη = ， ( ) ( ) expi i

t sDt sη η
τ τ

 − 
= − 

 
， 1,2i =  

其中，D 和τ 分别表示噪声强度和关联时间[6]。 
由于色噪声激励下的模型不是 Markov 过程，因此该模型的随机动力学行为的分析比较困难。本节将

利用统一色噪声近似原理将模型简化成一个便于讨论的 Gauss 白噪声激励下的等效非线性模型。 
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2.1. 下面将色噪声模型进行等效白化[6] 

根据统一色噪声近似原理，色噪声激励下的模型可以由如下的白噪声激励下的方程组近似表示： 

( ) ( )
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其中， ( )tξ 是 Gauss 白噪声，满足 ( ) 0i tξ = ， ( ) ( ) ( )2i it s D t sξ ξ δ= − ， 1,2i = 。 
为了后续计算方便，这里需要将方程组表示成一阶微分方程组的形式。故令 

1 1 2 2 1 1 2 2, , , , , ,x q x p y q y p k m k mω ω α χ= = = = = = =  ，可以得到 

( ) ( )
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其中， 1 2,q q 表示广义的位移， 1 2,p p 表示广义的动量， 1,2i = 。 

令 ( )2 2
1 1 1 1 1 1f q p q pω α= − − + ， 1 1g = ， ( )2 2

2 2 2 2 2 2f q p q pω α= − − + ， 2 1g =  

则方程组中(2)(4)式可以表示为 

( )i i ip f g tη= + ， 1,2i =  

将上式关于 t 求导，消去 ( )tη 可得： 

( ) ( )
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其中 
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i i
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G
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g
τ τ= + , i i i i iG f g f g′ ′= − , 1, 2i =  

应用统一色噪声近似方法，令 0ip = ，进行绝热消去，得到 ( )1i i ip f g tξ= + ，其中 i
i

f
f

c
= ， i

i
g

g
c

= ，

1,2i = 故上式可以改写为 
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由于 ip 的非线性函数 ( ),i ic p τ ， 1,2i = 位于模型第 2、4 个方程的分母上，致使白化模型是一个关于
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ip 的强非线性模型，因而很难得到模型的最大 Lyapunov 指数解析表达式。此处考虑将模型部分线性化，

得到一个等效非线性经济周期模型，从而降低模型的非线性强度和复杂性。 
白化模型的等效非线性近似，可以得到模型的部分线性化等效近似表达式 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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记模型第 2、4 个方程与上述模型第 2、4 个方程的差为 iE ，则 iE 可以表示为 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 2
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接着令 iE 的均值为零( ( )i tξ 值为零的白噪声)，得 
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由于 ( )( )1 2 2 , 1, 2i i i i iq p q p iτ ω α− + + = 不可能恒为零，所以 

( ) ( )1 1
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, i i i
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整理上式，得 
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考虑到在 0, 0p q= = 的邻域， 4p , 3p 与 2q 是零的高阶无穷小量，因此可以近似的认为上式等效于 

( )1 1
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求解上式，得 
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最后，代入原模型，得到该模型的等效非线性表达式为： 
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其中 1 1i iik aω = ， 2i iik bα = ， 1 2i i i iik k p c+ = ， 1,2i = 。 
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该系统方程的哈密顿函数表示为： 

( ) ( )2 2 2 2
1 2 11 1 22 2

1 1
2 2

H p p a q a q= + + +  

根据拟不可积哈密顿函数 ( )H t 依概率 1 弱收敛与一个 Itô 随机扩散过程，则哈密顿函数的平均 Itô
随机微分方程[8]可以表示为： 

( ) ( ) ( ) ( )d d dH m H t H B tσ= +  

其中 ( )B t 是标准维纳过程, ( )m H 和 ( )Hσ 是随机伊藤方程的漂移和扩散系数，根据随机平均原理： 
由于高维系统在运用随机平均原理[7] [8]时需要多重积分，所以这里引入极坐标变换来计算漂移和扩

散系数。 

令 1 2
11 22
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则方程转化为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 211 22
11 22

11 22

2 24
2 211 1 22 2

11 22

2 , cos + sin ,

cos sin d
2

b bm H b b A H B H
T H a a

c D c DR
a a

θ θ θ θ

θ θ θ

Ω

  π
= + −  

  
 π π

+ +  
 

∫
 

( ) ( ) ( )
2 2

2 2 211 1 22 2
0

11 22

4 cos sin , d
c D c DH B H

T H a a
σ θ θ θ θ

π π ππ
= + 

 
∫  

( ) 2
0

11 22

2 dT H R
a a

θ
π π

=   
 

∫  

( ) ( ){ }1 2 1 2, , , , , , , ,0, , ,n n nQ Q P P H Q Q P P HΩ = ≤     

式中 

( )
4

4
2 611 22 11 22

11 22 11 22

cos sin, 1 sin 2
4 242

a a b bRA H HR R
a a a a

θ θθ θ
   + +

= − + − −      
   

 

( )
4

2 6
811 22 11 22

11 22 11 22

cos sin, 1 sin 2
2 6 322

a a b bHR RB H R
a a a a

θ θθ θ
   + +

= − + − −      
   

 

而 2R 是下列方程之解： 
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2.2. 接下来主要讨论随机稳定性[8] 

由于 1δ > ，故当 0H = 时，平均 Itô 随机微分方程的线性化形式为 

( )1 2
1 2d d dH H t H B tµ µ= +  

其中 

( )
2 2
11 1 22 2

1 11 22
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∫ ∫  

接着可以得到，当 0H → 时， ( )m H 和 ( )2 Hσ 的渐进形式 

( ) ( )1m H H Hµ ο= + ， ( ) ( )2 2 2
2H H Hσ µ ο= +  

基于 Oseledec 乘积遍历性定理[8]，可以得到模型的最大 Lyapunov 指数为： 

( )
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系统平凡解保持局部渐近稳定的充要条件为： 0λ < ，即 

( )
2 2
11 1 22 2

11 22
11 22

2
3

c D c D b b
a a

ζ
 

+ < + 
 

 

3. 随机分岔分析 

由 Itô 随机微分方程解得相应的 FPK 方程为： 

( ) ( )
2

2

1
2

p a H p b H p
t H H

∂ ∂ ∂
= − +      ∂ ∂ ∂

 

式中 

( ) ( ) ( ) ( )2,a H m H b H Hσ= =  

因为当 0H → 时， ( ) 0m H = ， ( )2 0Hσ = ，所以根据边界类别原理可得，左边界 0H → 属于第一类

奇异边界，进而可以得到漂移指数 Hα 和扩散指数 Hβ ，以及特征标值 Hc  
1Hα = ， 2Hβ = ， 

( )( )
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x x
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则平稳概率密度函数为： 

( ) [ ]1
1expvf H CH u H=  

( )
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3 32
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因此可得联合概率密度函数为： 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 11 1 22 2

2 2 2 2
1 1 2 11 1 22 2

1 1, , ,
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1 1exp
2 2

v

f q q p p C p p a q a q

u p p a q a q

 = + + + 
 
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4. 数值模拟 

下面主要分析随机 Hopf 分岔，通过模拟平稳概率密度函数 ( )f H 和联合概率密度函数

( )1 2 1 2, , ,f q q p p 的图像随着参数变化而变化。选定 11 22b b+ 作为分岔参数，然后令 1C = ， 11 0.2a = ，

22 0.3a = ， 11 22 1c c= = ， 1 2 1D D= = − ， 1ζ = 。为了能够模拟联合概率密度函数，同样令 2 2 0.2q p= = 。 
 

 
Figure 1. When 11 22 9.67b b+ = − , 1 0.01v =  system stationary probability density function and joint probability density 
function 
图 1. 当 11 22 9.67b b+ = − 时， 1 0.01v = 系统平稳概率密度函数和联合概率密度函数 
 

 
Figure 2. When 11 22 9.89b b+ = − , 1 0.335v =  system stationary probability density function and joint probability density 
function 
图 2. 当 11 22 9.89b b+ = − 时， 1 0.335v = 系统平稳概率密度函数和联合概率密度函数 
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Figure 3. When 11 22 11.67b b+ = − , 1 3v =  system stationary probability density function and joint probability density function 
图 3. 当 11 22 11.67b b+ = − 时， 1 3v = 系统平稳概率密度函数和联合概率密度函数 
 

平稳概率密度函数与联合概率密度函数图像如图 1~3 所示，当参数 11 22b b+ 在−9.89 附近变化时，平

稳概率密度图像从单调递减变为单峰状函数，系统发生 Hopf 分岔；而联合概率密度函数则随着的逐渐变

大由单峰状函数变为火山口状，系统发生 Hopf 分岔。 

5. 小结 

在本文中，分析了一个非线性阻尼转子系统的随机稳定性及 Hopf 分岔。首先在一个四维转子–轴承

系统中考虑了随机高斯色噪声，然后将高斯色噪声进行白化，再运用哈密顿系统理论对模型进行稳定性

分析。在随机平均的过程中引入了极坐标变换，得到了伊藤随机微分方程的漂移系数和扩散系数，通过

最大李雅普诺夫指数法，计算出该系统的稳定性条件；最后研究了系统随机 Hopf 分岔行为。在数值时，

只考虑其中 2 个变量，另外 2 个变量令为参数的形式，得到联合概率密度函数和平稳概率密度函数随着

分分岔参数变化的图像，得以验证得到的理论。 
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