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Abstract 
A method for WENO reconstruction based on the artificial neural network (ANN) is proposed, 
which uses the ANN to approximate the non-linear weights in WENO-JS, where the input of the ANN 
is the value of the five-point function in the stencil for fifth-order WENO scheme, and the output is 
the smoothness indicators of the three sub-stencils. The smoothness indicators can be directly 
converted into corresponding non-linear weights for WENO reconstruction. Numerical experi-
ments show that, compared with the WENO-JS scheme, the WENO-ANN can maintain accuracy, the 
numerical dispersion and dissipation are lower. 
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摘  要 

本文提出了一种基于人工神经网络(ANN)的WENO重构方法，用ANN来近似WENO-JS中的非线性权重，

其中ANN的输入为用于五阶WENO求解的模板中的五点函数值，输出为三个子模板的光滑性指标，光滑
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性指标可直接转化为对应的非线性权重，用于WENO重构。数值实验表明，与WENO-JS相比，WENO-ANN
能保持精度，且数值色散耗散较低。 
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1. 引言 

对于流体力学中的某些初边界值问题(IBVP)，在求解过程中，它们的数值解可能会在有限时间内形

成不连续性，即冲击波。为了更好的处理这些不连续性，必须专门研究用于求解这类偏微分方程(PDE)
的数值方法[1]。 

1987 年，Harten 等人[2]提出了一类称为本质无振荡(ENO)格式的高分辨率方法，该方法衡量了数值

解在多个子模板上的光滑度，然后根据最光滑的子模板计算通量，以此来避免通过不连续性进行插值。

1996 年，Jiang 和 Shu 等人[3]对 ENO 进行了改进，提出了加权本质无振荡方法(WENO-JS)，该方法再次

在多个子模板上计算光滑度。但是，WENO-JS 不是仅采用最光滑的模板，而是采用每个模板上预测的通

量的加权平均值来强调较平滑的模板。 
之后的许多工作都是建立在原始的 WENO-JS 方法上，如修改光滑指示因子[4] [5] [6]，修改非线性

权重[7] [8] [9]等。但是通过这类 WENO-JS 方法得到的数值解都会依赖于光滑指示因子和灵敏度参数，

尽管现在已经有比较精确的光滑指示因子计算方法，但并没有研究表明，它们就是最优的选择。并且

根据传统的光滑指示因子[3]得出的权重，在通量函数的一阶或高阶倒数消失的点上，无法恢复解的最

高阶数[7]。 
在过去的几十年中，机器学习已在数据分析中变得无处不在，并且在求解 PDE 的数值解方面也得到了

很多的重视。Lagaris 等人[10]将微分方程解的形式参数化，用神经网络进行训练，并优化权重以减小解的

残差。Yu 等人[11]训练了一个神经网络来对局部光滑度进行分类，并根据此分类计算了人工粘度。Bar-Sinai
等人[12]使用模拟数据将粗粒度模型嵌入到涉及神经网络的有限差分格式中，从而使它们可以在相对粗网

格上实现低误差。Pfau 等人[13]将特征值问题的特征函数参数化为神经网络，并将训练转化为双级优化问

题以减少偏差，从而显著降低了内存需求。Hsieh 等人[14]通过学习如何使用深度神经网络迭代地改进数值

解，得到了特定领域的快速 PDE 求解器，与最先进的求解器[15]相比，其速度提高了 2~3 倍[16]。  
在本文中，我们构造了利用人工神经网络(ANN)求非线性权重的 WENO 方法(记为 WENO-ANN)。

其中 ANN 的输入为用于 WENO 求解的模板中的五点函数值，输出为三个子模板的光滑性指标, 光滑性

指标可直接转化为对应的非线性权重，用于 WENO 重构。因此 WENO-ANN 在求解过程中不需要人工参

数，提高了算法的稳定性。数值实验表明与 WENO-JS 相比，WENO-ANN 能保持精度，且数值色散耗散

较低。在高分辨率情况下，能有效提高计算效率。 

2. 加权本质无振荡 WENO-JS 格式 

满足双曲守恒律的可压缩流数值模型为 
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考虑均匀网格点 , 0, ,ix i x i N= ∆ =  ，公式(1)的离散格式可表示为 
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其中 ( )iu t 是点值 ( ),iu x t 的数值近似。用于双曲守恒律的守恒有限差分公式要求在单元边界 

1 2 2i i
xx x+
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= + 处具有高阶一致的数值通量，以便在均匀分布的单元上形成通量差。可以通过隐式地定义 
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来达到空间离散的守恒性质，从而使得(2)式中的空间导数可以在单元边界处通过守恒有限差分公式

得到精确近似， 

( ) ( )1 2 1 2

d 1 ,
d
i

i i

u t
h h

t x + −= − −
∆

 

其中 ( )1 2 1 2i ih h x± ±= 。 

1 2ih ± 处的高阶多项式插值可以通过已知网格点处的值 ( )i if f x= 来计算。经典的五阶 WENO 格式如

图 1 所示， 
 

 
Figure 1. The model of the fifth-order WENO scheme 
图 1. 五阶 WENO 示意图 

 

它把包含五个点的大模板 5S 分成了三个子模板{ }0 1 2, ,S S S ，其中每个子模板包含三个点。通过插值

点值 ( ) ( )1 2
k

if x ± 的凸组合建立五阶多项式逼近 ( )5
1 2 1 2i if h O x± ±= + ∆ ，这里 ( ) ( )kf x 是定义在每个子模板

kS 上的三阶多项式，即单元边界 1 2ix + 处的五阶 WENO 重构可表示为： 

( )
2

1 2 1 2
0

,k
i k i

k
f fω+ +

=

= ∑  

其中 ( )
1 2 , 0,1, 2k

if k+ = 为三个子模板上二次多项式 ( )kp x 在 1 2ix + 处的函数值： 
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五阶 WENO-JS 格式的非线性权重 , 0,1, 2k kω = 为 

( )2 2
0

, ,k k
k k

l kl

cα
ω α

α ε β=

= =
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其中灵敏度参数为 1210ε −= ， kc 为理想权重且取值为 0 1 2
1 3 3, ,

10 5 10
c c c= = = 。 kβ 为光滑指示因子，用来 

衡量子模板上的光滑性，可显式地写为 
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3. 基于 BP 神经网络的 WENO 权重算法 

BP 神经网络能学习和存储大量的输入–输出模式映射关系，而无需事前揭示描述这种映射关系的数

学方程，其网络模型拓扑结构包括输入层(input layer)、隐含层(hidden layer)和输出层(output layer)。BP 神

经网络的学习过程由前向计算过程和误差反向传播过程组成。在前向计算过程中，输入量从输入层经隐

含层逐层计算，并传向输出层，每层神经元的状态只影响下一层神经元的状态。如果输出层不能得到期

望的输出，则转入误差反向传播过程，误差信号沿原来的连接通路返回，逐次调整网络各层的权值和阈

值，直至达到输入层，再重复向计算。这两个过程依次反复进行，不断调整各层的权重和阈值，使得网

络误差最小或达到人们所期望的要求时，学习过程结束。 
由公式(1)可知，计算每个单元边界 1 2ix + 处的值时，都要重新计算非线性权重 ( )0,1,2k kω = ，并且在

计算非线性权重时，会依赖于灵敏度参数和光滑指示因子的选择。因此我们考虑用 BP 神经网络来近似

式(1)中的权重 ( )0,1,2k kω = ，从而避免人工参数的选择，输入 ix 及其附近的函数值 
( ) 5

2 1 1 2, , , ,i i i i if f f f f− − + + ∈ ，可以快速的输出每个子模板上函数的光滑性，记为 Index，然后将输出的光

滑性指标 Index 转化为定每个子模板上的权重 ( )0,1,2k kω = ，两者的对应关系如表 1 所示。 
 
Table 1. The corresponding relationship between the smoothness index and the weights of the sub-stencils ( )0,1,2k kω =  

表 1. 光滑性指标 Index 与子模版上权重 ( )0,1,2k kω = 的对应关系 

Index ( )1,1,1  ( )1,1,0  ( )0,1,1  ( )1,0,0  

ω  1 3 3, ,
10 5 10
 
 
 

 
1 6, ,0
7 7

 
 
 

 
2 10, ,
3 3

 
 
 

 ( )1,0,0  

Index ( )0,0,1  ( )0,0,0  ( )1,0,1  ( )0,1,0  

ω  ( )0,0,1  1 625 625, ,
626 939 1878

 
 
 

 
169 27 507, ,
730 365 730

 
 
 

 
625 949 27, ,
4402 1114 4402

 
 
 
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3.1. 网络的输入输出 
网络的输入为 ix 及其附近的函数值 ( ) 5

2 1 1 2, , , ,i i i i if f f f f− − + + ∈ ，因此输入层神经元个数 5IN = 。网络

输出层神经元个数 3ON = ，为子模版光滑性指标 Index，其与三个子模板的光滑性有关，具体见表 2： 
 
Table 2. The corresponding relationship between the smoothness index and the smoothness of the three sub-stencils 0 1 2, ,S S S  
表 2. 三个子模板 0 1 2, ,S S S 上光滑性与子模版光滑性指标 Index 的对应关系 

光滑性 0 1 2, ,S S S

都光滑 
0 1,S S 光滑，

2S 间断 
0S 间断，

1 2,S S 光滑 
0S 光滑，

1 2,S S 间断 
0 1,S S 间断，

2S 光滑 
0S 一阶导

数不连续 
1S 一阶导

数不连续 
2S 一阶导

数不连续 

Index ( )1,1,1  ( )1,1,0  ( )0,1,1  ( )1,0,0  ( )0,0,1  ( )0,0,0  ( )1,0,1  ( )0,1,0  

3.2. 数据集的设计 

如 3.1 中所述，数据集的输入取函数 ( )f x 定义域 D 内某一点 ix 及其左右两点处的函数值 

( )2 1 1 2, , , ,i i i i if f f f f− − + + ，函数 ( )f x 、参数取值、定义域、间断标识及每类函数的选取数量如表 3 所示。

在神经网络训练过程中，随机选取 80%进行训练，剩余的 20%用于网络测试。 
 
Table 3. The function ( )f x , the value of the parameters, the domain, the smoothness index and the number of the func-
tions in the data base 
表 3. 数据集中的函数 ( )f x 、参数取值、定义域、光滑性指标及训练集中每类函数的数量 

( )f x  参数取值 定义域 D Index 数量 

( )sin k xπ  2k =  ( )0,1  ( )1,1,1  18000 

kx  ( )10,10k ∈ −  1 1, 4dx
k k

 − + 
 

 ( )1,1,1  40000 

akx  ( )10,10k ∈ − , ( )2,5a∈  1 1, 4dx
k k

 − + 
 

 ( )1,1,1  40000 

c ( )1,1c∈ −  ( )0,1  ( )1,1,1  20000 

k x  ( )10,10k ∈ −  1 1, 4dx
k k

 − + 
 

 

( )0,0,0  10000 

( )1,0,1  10000 

( )0,1,0  10000 

( ) ( )0 0l x x r x x< + >  ( ) ( )1,1 , 1,1l r∈ − ∈ −  ( )0,1  

( )1,1,0  20000
 

( )0,1,1  20000
 

( )1,0,0  20000
 

( )0,0,1  20000
 

3.3. 网络结构的确定 

1) 网络的层数 
1989 年，Robert Hecht-Nielsen [17]证明了对于任何闭区间内的一个连续函数，都可以用一个隐含层

的 BP 网络来逼近，当学习不连续函数时 BP 网络需要两个隐含层。因此，本文选择两个隐含层 1 2,H H 的
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BP 网络。 
2) 隐含层节点数 
各隐藏层节点数的选取会影响神经网络的性能。若隐藏层中节点数太少，会出现网络识别未经训练

样本能力差，容错性低等问题；若隐藏层节点数太多，则会导致网络学习时间大幅加长，样本中一些如

干扰、噪声等非规律性内容存储进网络等问题。隐藏层的节点数往往与求解问题的要求，输入输出节点

数有不可分割的联系。在本文中设置的隐含层节点数{ } { }1 2, 20,15l l = 。 
3) 激活函数(activation function) 
引入激活函数的目的是在模型中引入非线性。如果没有激活函数，那么无论神经网络有多少层，最

终都是一个线性映射，单纯的线性映射无法解决线性不可分问题。 
本文在隐含层 1 2,H H 中均选用 Relu 激活函数( ( ) ( )max 0,f x x= )，以增加特征效应；在输出层中选用 

sigmoid 激活函数( ( ) 1
1 e xf x −=
+

)，将输出数据映射到 ( )0,1 的范围内，从而进行分类。 

4) 数据的归一化处理。 
对于大小不一致的输入函数值，本文中选取的 S 型激活函数(sigmoid)在输入数据过大时变化平缓，

区分度太小。因此需要采取归一化算法对输入数据进行预处理，本文中采用线性归一化算法将数据归一

化到 [ ]0,1 区间： 

( )
2, ,2

ˆ ,   2, , 2,
max ,1

j
j

i kk

f
f j i i

f +=−

= = − +


  

其中 f̂ 是 f 的归一化向量。 
综上所述，本文设计采用的间断点检测的 BP 神经网络模型为(图 2)： 

 

 
Figure 2. The model of the BP neural network 
图 2. BP 神经网络模型 

4. WENO-ANN 格式 

应用第二节中构造的人工神经网络，通过五个点的大模板 5S 上的函数值计算非线性权重 ( )0,1,2k kω = ，

并应用于 WENO 重构。算法如下： 
算法 1 WENO-ANN 方法 
1) 构建并训练神经网络，得出由五点函数值 ( ) 5

2 1 1 2, , , ,i i i i if f f f f− − + + ∈ 计算三个子模板的光滑性指标

Index 的网络 N。 
2) 在计算过程中，对某一点 ix ，其左右两点处的函数值 ( )2 1 1 2, , , ,i i i i if f f f f− − + + 作为网络输入，计算

得出三个子模板的光滑性指标 Index。 
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3) 根据表 1，将神经网络输出的光滑性指标 Index 转化为非线性权重 ( )0,1,2k kω = ； 

4) WENO 重构： ( )
2

1 2 1 2
0

k
i k i

k
f fω+ +

=

= ∑ 。 

5. 数值结果 

在本节的数值实验中，PDEs 离散后得到的关于时间的 ODEs，使用了三阶 TVD Runge-Kutta 方法 
( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

1

2

1

2 1

21

,

3 1 1 ,
4 4 4
1 2 2 ,
3 3 3

n n

n

n n

Q Q tL Q

Q Q Q tL Q

Q Q Q tL Q+

= + ∆

= + + ∆

= + + ∆

 

其中，L 是空间离散算子，CFL 条件数为 0.45。 

5.1. 标量方程 

本节首先考虑具有周期边界条件的波动方程  0t xQ Q+ = ，其中初始条件考虑了光滑和间断两种情况：

光滑初始条件为 ( ) ( ) [ ],0 sin 2 , 0,1Q x x x= π ∈ ，终止时间为 0.32t = ；间断初始条件为 

( )
( )

( )

3

3

1sin ,      1 0,
2,0
1sin 1,    0 1,
2

x x x
Q x

x x x

− π − − < <= 
− π − + ≤ ≤


 

终止时间 8t = 。 
表 4 给出了在光滑初始条件下，WENO-ANN 格式的 L∞ 误差和 2L 误差，可以看出 WENO-ANN 格式

能保持五阶精度。 
 
Table 4. The precision test of the wave equation with smooth initial condition 
表 4. 具有光滑初始条件的波动方程的精度测试 

N L∞ 误差 阶数 2L 误差 阶数 

50 1.13E−4 − 2.05E−4 − 

100 3.28E−8 11.75 2.32E−7 9.78 

200 1.03E−9 5.00 1.03E−8 4.50 

400 3.21E−11 5.00 4.54E−10 4.50 

 
图 3(左)展示了在间断初始条件下，WENO-ANN 和 WENO-JS 格式所求得的数值解的比较，可以看

出 WENO-ANN 格式具有相对较高的分辨率，数值耗散较低。 
其次考虑具有周期边界条件的 Burgers 方程 

( ) [ ] ( ]

( ) ( )

2

0,   , 0,1 0,0.32 ,
2

,0 sin 2 .

t
x

QQ x t

Q x x

 
+ = ∈ × 
 

= π

 

其数值解如图 3(右)所示，与 WENO-JS 格式相比具有同等精度。此外，表 5 给出了 Burgers 方程在

两种格式下的 CPU 时间对比，可以看出，WENO-ANN 格式在高分辨率下，会明显地提高计算效率。 
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Figure 3. (Left) The numerical solution of the wave equation with the discotinuous initial condition, (Right) The numerical 
solution of the Burgers equation with 200N =  
图 3. (左) 具有间断初始条件的波动方程的数值解，(右) Burgers 方程的数值解：网格节点数均为 200N =  
 
Table 5. The comparison of the CPU time for Burgers equation 
表 5. Burgers 方程的 CPU 时间对比 

N 
CPU 时间(s) 

WENO-ANN WENO-JS 

200 3.95 4.57 

400 15.83 17.89 

600 34.36 39.38 

800 64.42 74.57 

1000 94.00 110.01 

5.2. 一维欧拉方程 

在本节中，考虑强守恒形式的一维欧拉方程 

0,t x+ =Q F  

其中， 

( ) ( )( )TT 2, , ,   , , ,u E u u P E P uρ ρ ρ ρ= = + +Q F  

状态方程 ( ) 211 , 1.4
2

P E uγ ρ γ = − − = 
 

， , , ,u P Eρ 分别是密度，速度，压力和总能量。 

下面将对一维欧拉方程中的典型问题 Sod 问题、Lax 问题、Shock-Density 问题以及 Shock-Entropy
问题进行数值实验，来验证所提方法的准确性和有效性。 

Sod 问题的初始条件为 

( ) ( )
( )
0.125,0,0.1 ,  5 0,

, ,
1,0,1 ,               0 5.

x
u P

x
ρ

 − ≤ <=  ≤ ≤
 

终止时间 2t = ，网格节点数 200N = 。 
Lax 问题的初始条件为 
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( ) ( )
( )
0.445,0.698,0.3528 ,  5 0,

, ,
0.5,0,0.5710 ,               0 5.

x
u P

x
ρ

 − ≤ <=  ≤ ≤
 

终止时间 1.3t = ，网格节点数 200N = 。 
Shock-Density 问题的初始条件为 

( )
( )( )

27 4 35 31, , ,       5 4,
7 9 3, ,

1+0.2sin ,0,1 ,   4 5.

x
u P

kx x
ρ

 
− ≤ < −  =  

 − ≤ ≤

 

其中， 5k = ，终止时间 1.8t = ，网格节点数 400N = 。 
 

 
Figure 4. The solutions of the density for the Sod problem, the Lax problem and the Shock-Density problem 
图 4. Sod 问题、Lax 问题和 Shock-Density 问题的密度解 
 

图中Sod问题、Lax问题和Shock-Density问题的参考解是五阶WENO-JS格式在网格节点数 2400N =

下的数值解。如图 4 所示，WENO-ANN 格式能很好的捕捉间断结构，且与 WENO-JS 格式相比，

WENO-ANN 格式的数值耗散更小，具有更高的精度。 
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6. 结论 

本文在五阶 WENO-JS 的基础上，用人工神经网络(ANN)代替传统的非线性权重计算方法，将用于五

阶 WENO 求解的模板中的五点函数值作为 ANN 的输入，三个子模板的光滑性指标作为输出，光滑性指

标可直接转化为对应的非线性权重，用于 WENO 重构。数值实验表明，该网络能很好的捕捉间断，与

WENO-JS 相比，WENO-ANN 能保持精度，且数值色散耗散较低，在高分辨率下，能有效提高计算效率。 
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