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摘  要 

本文考虑了脉冲控制下的一个带有毒素效应功能反应的植物–食植动物模型。理论分析得到了系统关于

植物灭绝的平凡周期解的存在性以及它的局部和全局渐近稳定性条件。数值模拟验证了系统存在非常复

杂的动力学行为，包括双稳态以及非平凡周期解分支等。结果表明毒素效应不会改变平凡周期解的局部

动力学，但它改变了系统的全局稳定性条件。虽然脉冲控制是可行的，但是毒素效应确实增加了控制的

难度。 
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Abstract 
In this paper, one impulsive plant-herbivore model with toxin-determined functional response is 
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considered. The trivial periodic solution corresponding to plant extinction, and its local and global 
asymptotic stability conditions are established. Some dynamical behavior, such as bistability and 
bifurcation of non-trivial periodic solutions are verified by numerical simulation. The results show 
the toxin effect does not change the local dynamics of the trivial periodic solutions in the plant- 
herbivore model with impulsive control, but it changes their global stability conditions. Although 
impulsive control is feasible in this model, the toxin effect does increase the difficulty of impulsive 
control. 
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1. 引言 

传统的 Holling-II 功能反应通常用来描述食植动物对植物的消耗，但是考虑到某些植物能够释放一些

化学毒素抵制食植动物，传统的捕食模型不能精确描述植物与食植动物之间的相互作用。Feng 和

DeAngelis 等人[1]构建了一个由毒素效应决定的功能反应，其可以描述植物–食植动物在毒素效应下的相

互作用。这种由毒性决定的功能反应模型为植物的这种化学毒素防御理论提供了非常有力的理论基础，

因此受到了广泛的关注。截至目前所有关于毒素效应的工作都是在连续系统中完成的[2] [3] [4]，但是脉

冲微分方程这种半连续的系统更适合模拟实际生产中的脉冲控制现象，因此在本文中我们主要研究在植

物–食植动物 Beddington-DeAngelis 模型中实施脉冲控制的可行性。 
Holling II 型功能反应可以对一般情形下的食草动物和植物的摄食率进行了恰当的描述，但现实中也

可能存在这样的情况：由于食植动物个体之间的相互干扰，食植动物种群密度的增加意味着食植动物的

摄食率降低[5] [6] [7]，这就是 Beddington-DeAngelis 功能反应被提出的主要原因。实际上，在[8] [9]中，

Beddington-DeAngelis 功能反应已经被用来描述植物的毒素效应。本文中研究的带有毒素效应功能反应植

物–食植动物脉冲控制的 Beddington-DeAngelis (B-D)模型如下所示 

( )

( )
( ) ( )

1 , ,
,

, ,

.

xx rx D x y y
K t nT

y D x y y dy

y nT y nT Tt nT

γ

µ+

  = − −   ≠  
 = − 

 = + =

�

�                              (1.1) 

这里 

( ) ( ) ( ) ( )
,

, , 1 , , .
4 1

B x y cxD x y B x y B x y
G hcx uyβ

 
= − = 

+ + 
 

在方程(1.1)中 ,x y 分别代表植物和食植动物的种群数量。连续部分描述的是在毒素效应下植物与食

植动物的数量变化规律，离散部分描述的是食植动物的脉冲释放，这里 T 代表释放周期，μ 代表单位时

间的释放率。在本文中我们主要通过研究系统的脉冲控制下系统对应于植物灭绝的周期解的存在性以及
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稳定性来验证脉冲控制的可行性。 

2. 动力学分析 

定理 2.1 系统(1.1)存在一个对应于植物灭绝的平凡周期解 

( ) ( )( ) ( )( ), 0, e d t mod Tx t t yy −∗=                                 (2.1) 

这里 

.
1 e dT

Ty µ∗
−=

−
                                       (2.2) 

该周期解是局部渐近稳定的当且仅当 

r c β<  

并且 
( )( )( )
( )1

1 e 1 e1 .
e e

r c dT dT

r c dT dTT

β

β
µ µ

β

− −

− −

− −
> =

−
                          (2.3) 

证明：考虑 x(0) = 0，那么系统(1.1)可以简化为 

( ) ( )

0,
,

.

x
y dy

y nT y nT Tµ+

 = = −
 = +

�
�                                (2.4) 

则是 ( ) 0x t = 平凡的。由上面方程的后两个式子可知 

( )( ) ( )1 e ,dTy n T y nT Tµ+ + −+ = +                          (2.5) 

它是指数稳定的离散系统，并且随着 n →∞其收敛到 

.
1 e dT

Ty µ∗
−=

−
                                   (2.6) 

为了讨论局部渐近稳定性，我们定义一个小的摄动 ,x x xx yyy= − = = −� � 。那么原系统等价于下面系

统 

( ) ( )( )
( )( )

1 , ,

, .

x x x y y yx r K cD

cD d

y

y x y y y y yγ

 = − − + +


= + + −

� � � �
� � � � �

�

�

�
                         (2.7) 

这里脉冲部分消失是因为 

( ) ( ) ( ) ( ).nT y ny y yT T nT T nTµ µ+ = + + − =� �  

接下来我们研究周期系统(2.2)。我们通过研究该周期系统零解的稳定性来研究原系统平凡周期解的

稳定性[10] [11]。考虑如下矩阵方程 

( )
( ) ( ) ( )

( )
0

,
0

nT
t

nT
x x
y y

   
= Φ   

   

� �
� �

                              (2.8) 

和 
( ) ( ) ( )

d
.

d
t

A t t
t

Φ
= Φ                                 (2.9) 
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这里 
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那么 
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1
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cyr
y

A t
d
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β

 − + =
 

− + 

 

又 
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( )

( )
( )

1 0
,

0 1

x x
y

nT n

y

T
nTnT

+

+

      =        

� �
��

                           (2.10) 

那么基本解矩阵满足 

( ) ( )
1 0

.
0 1

T T 
Γ = Φ = Φ 

 
                            (2.11) 

我们有 ( ) ( ) ( )( )0 expT A tΦ = Φ ， ( )0Φ 是单位矩阵。设 1 2,λ λ 是 ( )( )exp A t 的特征根，那么有 

0
0

d d1
1 2e , e .

T
T

cr ty
y d tβλ λ

 
  −+ 
−∫ ∫= =  

由 Floquet 定理，我们可以得到平凡周期解 ( ) ( )( ) ( )( ), 0, e d tmodTx t t yy −∗= 的局部稳定性条件是 

( )0
0

d d1
1 2e 1, e 1.

T
T

c
d

y
y

r t tβλ λ
 
 +  −−


∫ ∫= < = <  

第二个条件是平凡的，对于第一个条件有 

( )0
e 1 e d

T dt dtcy y t rTβ∗ − ∗ −+ >∫  

( )( ) ( )( )e e 1 er c dT r c dTdT yβ ββ− −− ∗⇔ − > −                       (2.12) 

不等式右端恒大于 0，因此我们只需 
( )e e 0r c dT dTβ− −− >  

也就是 
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r c β<  

将𝜇𝜇代入公式可得 
( )( )( )

( )( )1

1 e 1 e
.

e e

r c dT dT

r c dT dTT

β

β
µ µ

β

− −

− −

− −
> =

−
 

因此结论得证。 

平凡周期解的全局稳定性条件 

由于毒素作用，系统的动力学变得复杂。这可能会增加脉冲控制的难度。在这一部分中，我们研究

了通过研究系统平凡周期解的全局稳定性条件来讨论毒素对脉冲控制的影响。 
我们首先讨论系统(1.1)解的有界性。为了保证 ( ),D x y 总是正数，我们对 G 有如下要求： 

( ){ } ( )max , , 1lim .
4 4 4x

B x y B x y
G

h→∞
> = =  

那么有 

定理 2.2 如果
1

4
G

h
> ，系统(1.1)的解总是一致有界的。 

证明：如果
1
4

G
h

> ，那么 x 有上界 K。定义计算 ( ) ( ) ( )V t x t y tγ= + ， ( )V t 在 ( )( ), 1t nT n T∈ + 上的

右导数有 

( ) ( )1 .D V t rx x K dyγ+ = − −  

那么存在常数 0 s d< < 满足： 
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,
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xD V t sV t rx s x
K

x r s rx K

r s K
L L

r

γ γ

γ γ
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= + −
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或者 

( ) ( ) .D V t sV t L+ ≤ − +  

由于 t nT=  

( ) ( ) ( ) ( ) .V nT x nT y nT V nT Tγ µ+ + += + = +  

那么有 

( )( ) ( )1 e sTV n T V nT L s Tµ+ −+ ≤ + +  

或者 

( )
1 e sT

L s TV t Bµ∗
−

+
≤ =

−
当 n →∞。 

所以 V(t)是一致有界的。 
定理 2.3 平凡周期解 
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( ) ( )( ) ( )( ), 0, e d tmodTx t t yy −∗=                             (2.13) 

是全局吸引的若下面条件成立 

(H1) 1
4

G
h

> ， 

(H2) 
cMr
β

< ， 

(H3) 
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这里
( )

1
4 1

KM
G Kα

= −
+

。 

证明：为了讨论全局吸引性，我们接着考虑系统(2.2) [11]。设系统在时刻 0t t= 的初值为 ( )0 0,x y� � 则关 

于 x�我们将方程(2.7)的第一式除以
1

cx
xα+
�
�
并积分得 
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为了得到 ( )lim 0t x t→+∞ =� ，只需满足当 t → +∞时，
0

d
t

t

x
cx

τ → −∞∫
��
�

。 

我们将时间区间划分如下： 
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T
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易知第一、三项是有界的，现只需考虑第二项满足 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0 1

,
1 d
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T
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x
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r K
τ τ τ
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∫

� �
� �

�
 

随着 t → +∞。 
接着我们做一些必要的放缩，由于 

.dy y> −�� �  

接着， ( ) ( )y yt t y∗> − > −� ，那么 

( ) ( ) ( ) ( )( )0e e .d t td t mod Ty yy τ τ − −−∗+ ≥ −�  

从而 
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这里 
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我们重新考虑 
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这里 
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若要满足 ( )lim 0t x t→+∞ =� ，只需 

( ) 1 elim ln 0.
1
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将 y∗ 带入解出 µ 得 
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这里
cMr
β

< 。 

下面考虑 y� 。由于 x�收敛到 0，那么存在一个时刻 mt 使得 

( ), , ,
2m x dt t D yc yγ∀ > + <� �  

也就是 

( ), , .
2m
dt t cDy x y y y yγ∀ > ≤ + −�� � � �  

那么由于 ( ), yD x ycγ +� � 趋于 0 随着 t → +∞，同样 y� 也趋于 0 随着 t → +∞。故证明了对于系统(2.7) (0,0)
是全局吸引的，因此对于系统(1.1)平凡周期解也是全局吸引的。根据周期解的局部渐近稳定性和全局吸

引性，我们可以得到系统 (1.1)平凡周期解的全局渐近稳定性。 

注 2.1 我们接下来与无毒素效应的植物–食植动物模型做对比。因为
( )

1
4 1

KM
G Kα

= −
+

，所以有 

lim 1,
G

M
→+∞

=  

并且 

( ) ( )( )( )( )
( )( )( )

( ) ( )( )( )
( )( )2 3

1 1 e 1 e 1 1 e 1 e
lim

e ee e

r cM dT dT r c dT dT

r c dTr cM dT dTG dT

K K

TT

β β

ββ
µ µ

ββ

− − − −

−− −→+∞ −

+ − − + − −
= = =

−−
�       (2.17) 

易知 3µ µ> 正是无毒素效应的植物–食植动物模型在相同脉冲控制下平凡周期解的全局渐近稳定性条件。

并且，由于 2µ 是关于 M 的单调递减函数，所以 2 3µ µ> 如果G ≠ +∞ 因此我们有结论，和无毒素效应的植

物–食植动物脉冲模型相比，毒素效应下脉冲模型需要更大的释放率才能得到平凡周期解的全局稳定性，

这增加了脉冲控制的难度。 

3. 数值模拟 

这部分我们主要展示模型(1.1)的动力学的复杂性。首先图 1 展示了系统存在着非平凡周期解分支。

考虑如下参数取值： 2r = ， 8K = ， 1c = ， 0.45h = ， 0.02β = ， 0.9γ = ， 0.25d = ， 1T = 。此时，系

统平凡周期解得局部渐近稳定性条件得临界值是 1 1.22µ = 。在图 1 中，我们在关于参数 µ 的分支图中证 
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(c)                                                         (d) 

Figure 1. Nontrivial periodic solution bifurcation of the system with respect to μ near the trivial periodic solution with dif-
ferent G. X-label is the parameter μ. Y-label is the population of plant. The critical value of the local asymptotic stability 
condition of the trivial periodic solution are is μ = 1.22. (a) The window of nontrivial periodic solutions is [ ]1.2,1.22µ ∈  

when G = 0.6; (b) The region of nontrivial periodic solutions is [ ]1.17,1.22µ ∈  when 1G = ; (c) The window of nontrivial 

periodic solutions is [ ]1.14,1.22µ ∈  when G = 2. (d)The window of nontrivial periodic solutions is [ ]1.12,1.22µ ∈  when 
G = +∞ . With the increase of G, the region of nontrivial periodic solutions becomes larger 
图 1. 本图展示的是在不同的 G 的取值下系统关于参数 μ的非平凡周期解分支。图中 X 轴是参数 μ，Y 轴是植物的数

量(密度)。此时系统平凡周期解的局部渐近稳定性条件的临界值为 μ = 1.22。(a) 当 G = 0.6 时，非平凡周期解的存在

区间为 [ ]1.2,1.22µ ∈ ；(b) 当 1G = 时，非平凡周期解的存在区间为 [ ]1.17,1.22µ ∈ ；(c) 当 2G = 时，非平凡周期解的

存在区间为 [ ]1.14,1.22µ ∈ ；(d) 当G = +∞时，非平凡周期解的存在区间为 [ ]1.12,1.22µ ∈ 。随着 G 取值的增加，非

平凡周期解的存在区间也随着增大 
 

实了上述结果，并且发现在平凡周期解失去稳定性以后系统会产生非平凡的周期解。在不同的 G 的取值

下，图 1 给出了系统的关于参数 µ 的非平凡周期解分支，其中图 1(d)对应的是没有毒素反应下的脉冲 B-D
模型的分支图，其对应的 G 的取值为G = +∞。具体来看，在图 1(a)中，非平凡周期解的存在区间为[1.2, 
1.22]；在图 1(b)中，非平凡周期解的存在区间为[1.17, 1.22]；在图 1(c)中，非平凡周期解的存在区间为[1.14, 
1.22]；在图 1(d)中，非平凡周期解的存在区间为[1.11, 1.22]。通过对比，我们发现随着 G 取值的增加，

分支图中非平凡周期解的存在区间也随之变大；相反，G 值的减小也造成了非平凡周期解的存在区间变

小。 
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(c)                                                             (d) 

Figure 2. Time plots showing the bistability in system when 1.25µ = . (a) (b) The trivial periodic solution when initial val-
ue is (0.001,0.1); (c) (d) The non-trivial periodic solution when initial value is (1, 0.1). The system has two stable periodic 
solutions, one is trivial and the other is nontrivial 
图 2. 本图展示的是当 1.25µ = 时系统的双稳现象。(a) (b) 当初值为(0.001, 0.1)时，植物和食植动物的种群数量变化

轨迹如图所示，此时对应于系统的平凡周期解；(c) (d) 当初值为(1, 0.1)时，植物和食植动物的种群数量变化轨迹如

图所示，此时对应于系统的非平凡周期解。此时系统有两个稳定的周期解，其中一个是平凡的，另一个是非平凡的 
 

                    
(a)                                                                (b) 

                   
(c)                                                                 (d) 

Figure 3. Time plots showing the bistability in system when 1.2µ = . (a) (b) The trivial periodic solution when initial value 
is (0.001, 0.1); (c) (d) The non-trivial periodic solution when initial value is (4, 0.1). The system has two stable non-trivial 
periodic solutions 
图 3. 本图展示的是当 1.2µ = 时系统的双稳现象。(a) (b) 当初值为(0.001, 0.1)时，植物和食植动物的种群数量变化轨

迹如图所示，此时对应于系统的一个非平凡周期解；(c) (d) 当初值为(4, 0.1)时，植物和食植动物的种群数量变化轨

迹如图所示，此时对应于系统的另一个非平凡周期解。此时系统有两个稳定的非平凡周期解 
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在图 2 和图 3 中，我们展示了系统的两个稳定的 T-周期解的共存，即双稳现象。在图 2 中，我们选

择参数取值 0.48G = ， 1.25µ = 。此时，由于参数 1 1.22µ µ> = 。故系统有一个稳定的平凡 T-周期解 ( )0, y∗ ，

如图 2(a)，图 2(b)所示。然而如果我们选择一个新的初值 4, 1x y= = 。由于这个初值远离平凡周期解，我

们得到了一个稳定的非平凡的 T周期解，如图 2(c)，图 2(d)所示。在图 3中，我们选择参数取值为 0.48G = ，

1 1 21.2 .2µµ == < ，此时由于非平凡周期解分支的存在性，原先的平凡周期解丧失稳定性转变成一个非

平凡的周期解，此时我们可以得到两个不同的稳定的非平凡周期解。 

4. 结论 

本文研究了一类具有毒素效应功能反应的脉冲植物–食植动物 B-D 模型，得到了脉冲控制下系统的

平凡周期解的局部和全局稳定性条件。结果表明在带有毒素环境下脉冲控制在 B-D 模型中是可行的，然

而毒素效应改变了平凡周期解的全局稳定性条件，增加了脉冲控制的难度。 
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