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摘  要 

将边界无单元法应用于求解地下水非均质承压稳定流问题，给出了用边界无单元法求解地下水非均质承

压稳定流问题的方法。将研究区域划分成若干个子区，在每个子区将渗透系数近似表达成常数，从边界

积分方程出发，利用改进的移动最小二乘法构造水头近似函数和流量近似函数，在边界节点处生成线性

方程组。通过数值算例反映出边界无单元法相较于边界元法具有较高的计算精度。 
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Abstract 
The boundary element-free method is applied to solve the problem of groundwater heterogene-
ous confined steady flow, and a method for solving the problem of groundwater heterogeneous 
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confined steady flow is given. The study area is divided into several sub-regions, and the permea-
bility coefficient is approximately expressed as the component constant in each sub-region. Start-
ing from the boundary integral equation, the improved moving least squares method is used to 
construct the water head approximation function and the flow approximation function, and the 
linear equations are generated at the boundary nodes. The numerical examples show that the 
boundary element-free method has higher calculation accuracy than the boundary element me-
thod. 
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1. 引言 

对于地下水流的研究过程中，为了拟态地下水的流动，早期使用了水均衡法(Water balance method)
或水文地质比拟法(Hydrogeological analogy method)。在 20 世纪初，E.梅勒第一次用解析法(Analytic me-
thod)理论原理描述了地下泉水的流动。20 世纪 50 年代，Γ.H.卡门斯基综合了进水量、水流下渗等环境

因素，运用有限差分法(Finite difference method)原理描述了地下水动态变化规律。至 20世纪 80年代，随

机模拟法(Stochastic simulation method)作为地下水数值模拟的常用方法在国外逐渐流行起来。 
我国有关地下水数值模拟研究始于 20 世纪 70 年代中期。1975 年，北京大学数学系肖树铁教授等人

利用有限元法(Finite element method)原理模拟了河北王窑铁矿的排水问题；同年，山东大学数学系孙讷正

教授等人利用有限差分法对山东莱芜铁矿的排水问题进行了数值模拟。肖树铁，孙讷正等人开创了我国

地下水数值模拟研究与应用的先河，推动了我国地下水数值模拟相关工作的发展与进步，我国地下水数

值模拟的研究自此得到了迅速发展。2003 年，程玉民等人通过将改进的移动最小二乘法(Improved moving 
least square method，简称 IMLS 法)与边界积分方程法(Boundary integral equation method，简称 BIE 法)相
结合，提出了边界无单元法(Boundary element-free method，简称 BEFM) [1] [2] [3] [4] [5]。边界无单元法

既是众多无单元方法中的一种，也是一种无网格数值模拟方法。边界无单元法相较于早期 Mukherjee 等

人提出的边界点法，它无需在节点的影响域内布置 Gauss 点，使求解过程简洁化；与边界单元法相比，

边界无单元法省去了离散区域边界这一过程，避免了因在边界上划分单元而带来的前期巨大的工作量，

简化了问题的模拟计算过程，节约了问题解决成本，提高了问题求解精度。在边界无单元法中，代入节

点的变量值是该点的真实值。边界无单元法具有直观、公式简单、计算结果精度较高、便于引入边界条

件等优点，是完全的无网格方法。 
本文将边界无单元法应用于求解地下水非均质承压稳定流问题，利用改进的移动最小二乘法构造近

似形函数，在边界节点处生成线性方程组。通过数值算例反映出边界无单元法相较于边界元法具有较高

的计算精度。 

2. 非均质承压稳定流问题的边界积分方程 

考虑如下非均质承压稳定流问题： 
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( ), ,u uA B F x y
x x y y

 ∂ ∂ ∂ ∂  + = ∈Ω  ∂ ∂ ∂ ∂   
                           (1.1) 

边界条件为 

( ) ( ) ( ), , , , uu x y u x y x y= ∈Γ                               (1.2) 

( ) ( ) ( ), , , ,x y q
u uq x y A n B n q x y x y
x y
∂ ∂

= + = ∈Γ
∂ ∂

                        (1.3) 

其中： uΓ 和 qΓ 分别表示本质边界和自然边界，总边界 u qΓ = Γ + Γ ，Ω表示整个研究区域， ( ),F F x y=

表示渗流场Ω内的源，x 和 y 方向的导水系数分别是 ( ),A A x y= ， ( ),B B x y= ， ( ),u x y 为 uΓ 上的水头函

数， ( )q x 表示 qΓ 上的流量函数， ( ),x yn n 分别表示边界的外法向方向的余弦。 
设 *u 是权函数，对方程(1.1)用加权残量法可得 

* *d d 0u uA B u Fu
x x y yΩ Ω

  ∂ ∂ ∂ ∂  + Ω − Ω =   ∂ ∂ ∂ ∂    
∫ ∫                         (1.4) 

对(1.4)式第一项应用格林第二公式可得 

2 * 2 * * *
* * *

2 2d d d d du u A u B uFu A B u u q q u u
x x y yx yΩ Ω Γ Γ Ω

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
Ω = + Ω+ Γ − Γ + + Ω   ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂   

∫ ∫ ∫ ∫ ∫          (1.5) 

其中 *u 为方程(1.1)的基本解，即 

( )
* *

, ; 0,i i
u uA B x y x y

x x y y
δ

   ∂ ∂ ∂ ∂
+ + =   ∂ ∂ ∂ ∂   

                         (1.6) 

其中 ( ),, ; i ix y x yδ 为狄利克雷函数， ( ),x y 和 ( ),i ix y 分别表示区域Ω中的动点和定点。 
由狄利克雷函数的选择性，式(1.6)可化为 

* *
* * *d d d di

A u B uFu u u q q u u
x x y yΩ Γ Γ Ω

 ∂ ∂ ∂ ∂
Ω = − + Γ − Γ + + Ω ∂ ∂ ∂ ∂ 

∫ ∫ ∫ ∫                   (1.7) 

其中：令 ( ),i i ix y=x ，则 ( )i iu u= x  
对方程(1.5)进行分部积分，可得边界积分方程为 

* * *d d di iC u u q uq u F
Γ Γ Ω

= Γ − Γ − Ω∫ ∫ ∫                             (1.8) 

其中 

2
1
2
1

i

i
i

i

C

θ
 π

= 




x

x

x

当 是边界角点时

当 是光滑边界点时

当 是区域内点时

                           (1.9) 

*u 为(1.1)的基本解，
* *

*
x y

u uq A n B n
x y

∂ ∂
= +

∂ ∂
 

当渗透系数 A 和 B 为常量时，由 Laplace 方程的基本解，可以求出方程(1.1)的基本解[6] [7] 
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                            (1.10) 

对于非均质承压稳定流问题，可以将整个区域划分为若干个子区，对于每一个子区，将渗透系数近

似表达成分片常数，比如用其形心处的渗透系数代表整个子区的渗透系数。这样，每个子区的基本解由

(1.10)式确定。 

3. 非均质承压稳定流问题的 BEFM 法 

将研究区域Ω 划分为 M 个子区，在整个研究区域的边界上布置 N 个节点 ix ，通过改进的移动最小

二乘法构建近似水头函数和近似流量函数[8] [9] 

( ) ( )
1

N

j j
j

u u
=

≈ ∑x xΦ                                    (2.1) 

( ) ( )
1

N

j j
j

q q
=

≈ ∑x xΦ                                    (2.2) 

其中： ( ),x y=x ， jΦ 为改进的移动最小二乘法中的形函数， ju ， jq 分别表示边界节点 ix 处的水头函数

近似值和流量函数近似值。把(2.1)和(2.2)式代入边界积分方程(1.4)中确定在每个边界节点处成立 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * *

1 1
, d d, , d

N N

i i i j j i j j i
j j

C u u q q u u F
= =Γ Γ Ω

= Γ − Γ − Ω∑ ∑∫ ∫ ∫x x x x x x x xΦ Φ           (2.3) 

则(2.3)式可写成 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * *

1 1
, d d d, ,

N N

i i i j j i j j i
j j

C u q u u q u F
= =Γ Γ Ω

   
Γ = Γ − Ω   

   
+∑ ∑∫ ∫ ∫x x x x x x x xΦ Φ        (2.4) 

根据(2.4)式，将边界上的所有节点 ix 依次作为定点，此时把所有边界节点得到的方程联立，可列出

代数方程组 

[ ][ ] [ ] [ ][ ]C U H U G Q FΓ Γ Γ Γ + = + 
�                              (2.5) 

其中 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

T T
1 2 1 2

* * * *

1 1

*

1

, ,

d , d ,

d , 0, ,

, , , , ,

0,

,

,

0, ,0

,

, ,

j j

j

N N

N N

ij i J ij i J
j j

N

i i i
j

U u u u Q q q q

H q x G u x

F u F C C

Γ Γ

= =Γ Γ

Γ
= Ω

= =

= Γ = Γ

= − Ω =

∑ ∑∫ ∫
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令 

[ ] [ ]H C HΓ  + +  
�                                    (2.7) 

则(2.7)式变形为 

[ ][ ] [ ][ ]H U G Q FΓ Γ= +                                 (2.8) 

其中：H和G分别是边界点函数值UΓ 和边界点法向导数值QΓ的系数矩阵，且H和G都是N维矩阵。UΓ 、
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QΓ 及 F 是 N 维列向量。 
根据边界条件可知，在本质边界上的边界点，u 已知而 q 未知，在自然边界上的边界点，u 未知而 q

已知，所以，在边界上节点 ix 处有 N 个未知量对应 N 个线性方程。因而(2.8)式是含有 N 个未知量的线性

方程组，可矩阵化表示为  

[ ] [ ]1 1
1 2 1 2

2 2

U Q
H H G G F

U Q
   

= +   
   

                             (2.9) 

将(2.9)式转化为 

[ ] [ ]1 1
1 2 1 2

2 2

Q U
G H H G F

U Q
   

− = − +   
   

                          (2.10) 

其中： 1Q 和 2U 为待解量 
在(2.10)式中，用 N 维的可逆矩阵 A 表示等式左端的系数矩阵，N 维的列向量 X 表示等式左端的未

量，等式右端用 N 维列向量 B 表示，可得到线性方程组为 
AX B=                                         (2.11) 

这样，通过上面的线性方程组(2.11)就能够解出边界节点对应的未知的函数值和未知法向导数值。 
当边界节点解的近似值得出后，区域内任意一点 ix 处解的近似值由(1.4)得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * *

1 1
, ,d d,d

N N

i i j j i j j i
j j

u u q q u u F
= =Γ Γ Ω

= Γ − Γ − Ω∑ ∑∫ ∫ ∫x x x x x x x xΦ Φ            (2.12) 

4. 数值算例 

考虑一个满足方程 ( ), ,u uA B F x y
x x y y

 ∂ ∂ ∂ ∂  + = ∈Ω  ∂ ∂ ∂ ∂   
的研究区域，这里取Ω 为： 0.6 , 1.4x y< < ， 

16M = ， 16N = ，给出三例： 
(1) A x= ， B y= ， 2F = ； 
(2) A x y= + ， B x y= + ， ( ) ( ) ( )2cos 2 sinF x y x y x y= + − + + ； 
(3) A x= ， B y= ， cos sinF x x x= − ； 
根据表 1~3 的计算结果表明该方法可靠，且相较于边界元法具有较高的计算精度。 
 

Table 1. The u value at the centroid of the numerical example (1) is listed and compared with the exact solution and the 
BEM solution 
表 1. 列出数值算例(1)子区内形心处 u 值并与准确解和边界元法解作比较 

节点编号 准确解 边界元法解 边界无单元法解 

1 1.4 1.3764 1.3856 

2 1.6 1.5616 1.5732 

3 1.8 1.7605 1.7724 

4 2 1.9669 1.9762 

5 1.6 1.5616 1.5827 

6 1.8 1.734 1.7409 

7 2 1.9233 1.9583 

8 2.2 2.1446 2.1573 
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Continued 

9 1.8 1.7605 1.7658 

10 2 1.9233 1.9364 

11 2.2 2.1066 2.1348 

12 2.4 2.3284 2.3543 

13 2 1.9669 1.9651 

14 2.2 2.1446 2.1573 

15 2.4 2.3284 2.3514 

16 2.6 2.5324 2.5436 

 
Table 2. The u value at the centroid of the numerical example (2) is listed and compared with the exact solution and the 
BEM solution 
表 2. 列出数值算例(2)子区内形心处 u 值并与准确解和边界元法解作比较 

节点编号 准确解 边界元法解 边界无单元法解 

1 0.9854 0.9839 0.9842 

2 0.9995 1.0014 1.0001 

3 0.9738 0.9782 0.9721 

4 0.9092 0.9112 0.9103 

5 0.9995 1.0024 1.0012 

6 0.9738 0.9943 0.9917 

7 0.9092 0.9233 0.9156 

8 0.8084 0.8157 0.8113 

9 0.9738 0.9782 0.9751 

10 0.9092 0.9233 0.9144 

11 0.8084 0.8254 0.8127 

12 0.6754 0.6841 0.6738 

13 0.9092 0.9112 0.9123 

14 0.8084 0.8157 0.8125 

15 0.6754 0.6841 0.6804 

16 0.5155 0.5207 0.5172 

 
Table 3. The u value at the centroid of the numerical example (3) is listed and compared with the exact solution and the 
BEM solution 
表 3. 列出数值算例(3)子区内形心处 u 值并与准确解和边界元法解作比较 

节点编号 准确解 边界元法解 边界无单元法解 

1 0.6442 0.6356 0.6421 

2 0.7833 0.7727 0.7742 

3 0.9812 0.8836 0.9768 

4 0.9635 0.9606 0.9547 

5 0.6442 0.6388 0.6394 
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Continued 

6 0.7833 0.759 0.7732 

7 0.9812 0.8749 0.9648 

8 0.9635 0.9562 0.9571 

9 0.6442 0.6339 0.6373 

10 0.7833 0.7598 0.7723 

11 0.9812 0.973 0.9776 

12 0.9635 0.9539 0.9642 

13 0.6442 0.6338 0.6397 

14 0.7833 0.7704 0.7801 

15 0.9812 0.8799 0.9735 

16 0.9635 0.9564 0.9549 

5. 结语 

本文提出了用边界无单元法求解非均质承压稳定问题的方法，通过数值算例表明该方法计算结果十

分理想。将边界无单元法与边界元法进行了比较，精度较边界元法有所提高。该方法还具有节点布置灵

活，完全不需要网格等优点，但由于边界无单元法需要进行大量的积分运算，这可能会使计算结果产生

误差。如何改进该方法，将有待进一步研究。 
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