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摘  要 

拟线性椭圆方程问题是数学学科中重要的研究内容之一。椭圆型微分方程解的存在性问题近年来得到人

们的广泛关注，基于文献研究，本文研究一类拟线性椭圆方程边值问题多解的存在性，并验证了一系列

引理和定理，运用Nehari流形和纤维映射方法证明了该问题至少有两个正解。 
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Abstract 
The problem of quasilinear elliptic equation is one of the important research contents in mathe-
matics. The existence of solutions for elliptic differential equations has attracted extensive atten-
tion in recent years. Based on literature research, this paper studies the existence of multiple so-
lutions for a class of quasilinear elliptic equation boundary value problems, verifies a series of lem-
mas and theorems, and proves that the problem has at least two positive solutions by using Nehari 
manifold and fiber mapping method. 
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1. 引言 

近年来，椭圆型偏微分方程解的存在性问题得到人们的广泛的关注[1] [2] [3]。Chen 在文献[4]中运用

Nehari 流形和纤维映射的方法，研究了一类非线性边值问题 

( ) ( ) ( )
( )

2 2 2 , ,

0, ,

ap p m ndiv x u u h x u u H x u u x

u x x

λ− − − −− ∇ ∇ = + ∈Ω

 = ∈∂Ω

 

多解的存在性，其中 ( )3NR NΩ ⊂ ≥ 是具有光滑边界的有界区域， 0λ > ，0∈Ω，1 p N< < ，0 N pa
p
−

≤ < ，

( )
1

1
pNm p n

N a p
< < < <

− +
， ( )h x 和 ( )g x 是在Ω 上符号会发生改变的 Lebesgue 可测函数。Brown 和

Wu 在文献[5]中运用 Nehari 流形和纤维映射方法证明了一类半线性椭圆边值问题 

( ) ( ) ( )
( )

, ,

0, ,

q pu x h x u H x u x

u x x

λ−∆ = + ∈Ω


= ∈∂Ω
 

至少有两个正解，其中 NRΩ ⊂ 是一个具有光滑边界的有界区域，
20 1
2

Nq p
N
+

< < < <
−

， 0λ > , 函数 ( )h x

和 ( )H x 在Ω中可以改变符号。 

受文献[4] [5]的启发，本文研究一类拟线性椭圆边值问题 

( ) ( ) ( )
( )

2 2 , ,

0, ,

m r
pu x h x u u g x u u x

u x x

λ− −−∆ = + ∈Ω


= ∈∂Ω
                       (1) 

正解的存在性，其中 0λ > ，参数 , ,p m r 满足 *1 r p m p< < < < ， * pNp
N p

=
−

，这里 *p 是 Sobolev 临界指

数[6]。本文运用 Nehari 流形和变分方法研究问题(1)多解的存在性。 
为研究问题的方便，假设函数 ( )h x 和 ( )g x 满足以下条件： 

(A1) ( ) ( ) ( )h x L Lα ∞∈ Ω Ω 且
*

*

p
p m

α =
−

。 

(A2) ( ) ( ) ( )g x L Lβ ∞∈ Ω Ω 且
*

*

p
p r

β =
−

。 

设 ( )1,
0

pX W≡ Ω 是空间 ( )0C∞ Ω 关于范数 

( )
1

dp pu u x
Ω

= ∇∫  

的完备化空间。 
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2. 基本定理 

定义 1 设 u X∈ ，若对任意 ( )0Cϕ ∞∈ Ω ，有 

( ) ( )2 2 2d d d 0p m ru u x h x u u x g x u u xϕ ϕ λ ϕ− − −

Ω Ω Ω
∇ ∇ ∇ − − =∫ ∫ ∫ . 

成立，则称 u 是问题(1)的弱解。 
问题(1)所对应的能量泛函为 

( ) ( ) ( )1 1 1d d dp m rJ u u x h x u x g x u x
p m rλ λ

Ω Ω Ω
= ∇ − −∫ ∫ ∫ . 

显然，问题(1)的解对应能量泛函 ( )J uλ 的临界点。 
由于泛函 ( )J uλ 在空间 X 上无界，从而引入 Nehari 流形 

{ } ( ){ }\ 0 : , 0M u X J u uλ λ′= ∈ = , 

其中 , 代表普通对偶，则u Mλ∈ 当且仅当 

( ) ( ) 2d d dp m ru x h x u x g x u u xλ ϕ−

Ω Ω Ω
∇ = +∫ ∫ ∫  

成立。从而，当 u Mλ∈ 时，有 

( ) ( )1 1 1 1d dp mJ u u x h x u x
p r m rλ Ω Ω

   = − ∇ − −   
  

∫ ∫                       (2) 

( )1 1 1 1d dp ru x g x u x
p m r m

λ
Ω Ω

   = − ∇ − −   
  

∫ ∫ .                    (3) 

构造纤维映射 ( ):u ut J tu∅ ∈Ω→ ， u X∀ ∈ ，易见 u Mλ∈ 当且仅当 ( )1 0u′∅ = 。将集合 Mλ 分成三部

分，分别定义为 

( ){ }| 1 0uM u Mλ λ
+ ′′= ∈ ∅ > ; 

( ){ }| 1 0uM u Mλ λ
− ′′= ∈ ∅ < ; 

( ){ }0 | 1 0uM u Mλ λ ′′= ∈ ∅ = . 

引理 1 假定(A1)-(A2)成立，函数 ( )J uλ 在集合 Mλ 上强制且有界。 

证明：由于 ( ) ( ) ( )g x L Lβ ∞∈ Ω Ω ，
*

*

p
p r

β =
−

，由 Hölder 不等式可得到 

( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )* *

1

1

1

d d d

d d

r
r p p

r
p p

n

g x u x g x x u x

c g x x u x

c u

β β

β β

β

Ω Ω Ω

Ω Ω

≤

≤ ∇

≤

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ,                      (4) 

其中 ( )( )
1

dc g x x
β β

β Ω
= ∫ 。 

类似地，有 

( ) d
mmh x u x c uαΩ

≤∫ ,                                  (5) 
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其中 ( )( )
1

dc g x x
α α

α Ω
= ∫ ，

*

*

p
p m

α =
−

。则由(2)~(5)可得 

( ) ( )

( )

1 1 1 1d d

1 1 1 1d .

p m

p m

J u u x h x u x
p m m r

J u u x c u
p m m r

λ

λ α

Ω Ω

Ω

   = − ∇ − −   
  

   ≥ = − ∇ − −   
  

∫ ∫

∫
 

当 u →∞时，有 ( )J uλ → ∞。则函数 ( )J uλ 在集合 Mλ 上强制且有界。 
引理 2 假定(A1)~(A2)成立。存在 0 0λ > 使得对任意 ( )00,λ λ∈ 有 0Mλ = ∅。 

证明：令
( ) ( )0

p r
m pr p p m

r m c r m cα β

λ

−
− − −

=   − − 
，假设结论不成立，则存在 ( )00,λ λ∈ 使得 0Mλ ≠ ∅，从而

0u Mλ∃ ∈ 有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 1 d d

d d .

p m
u

p r

p r u x r m h x u x

p m u x m r g x u xλ
Ω Ω

Ω Ω

′′= ∅ = − ∇ − −

= − ∇ − −

∫ ∫
∫ ∫

                     (6) 

将(5)代入(6)中可得到， 

( ) ( ) ( ) ( )d dp m mr p u x r m h x u x r m c uαΩ Ω
− ∇ = − ≤ −∫ ∫ , 

( ) ( ) ( ) ( )d dp r np m u x r m g x u x r m c uβλ
Ω Ω

− ∇ = − ≤ −∫ ∫ . 

经计算可得 

( )
( )

1 1
m p p rr mr p u c

r m c p m β
α

λ− −−−
≤ ≤

− −

   
       

, 

从而 0λ λ≥ ，矛盾！因此，存在 0 0λ > 使得对任意 ( )00,λ λ∈ 有 0Mλ = ∅。证毕。 
引理 3 假定(A1)~(A2)成立。若 0u 是 ( )J uλ 在 ( )Mλ Ω 上的局部极小值或局部极大值且 0

0u Mλ∉ ，则 0u
是泛函 ( )J uλ 上的一个临界点。 

证明：令 

( ) ( ) ( )d d d ,p m rS u u x h x u x g x u x u Xλ
Ω Ω Ω

= ∇ − − ∈∫ ∫ ∫ . 

考虑最优化问题 

( ) ( ) ( ){ }min | , 0J u u M S uλ λ∈ Ω = . 

由 Lagrange 乘子理论，存在 µ ∈使得 ( ) ( )0 0J u S uλ µ′ ′= ，从而 

( ) ( )0 0 0 0, ,J u u S u uλ µ′ ′= .                               (7) 

由于 0u Mλ∈ ，则 

( )0 0, 0J u uλ′ = . 

此外 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 0 0 0

0 0

0 0

, d d

d

d

p m r

p m

p r

S u u p u m h x u x r g x u x

p r u m r h x u x

p m u m r g x u x

λ

λ

Ω Ω

Ω

Ω

′ = − −

= − − −

= − − +

∫ ∫
∫
∫

. 

因此， 0
0u Mλ∉ ， ( )0 0, 0S u u′ ≠ 。由(7)可得到 0µ = , ( )0 0J uλ′ = 。从而， 0u 是 ( )J uλ 的一个临界点。

证毕。 
接下来探究纤维映射 ( )u t∅ 的性质。考虑函数 

( ) ( )d dp mp r m r
uF t t u x t h x u x− −

Ω Ω
= ∇ −∫ ∫ . 

显然，对 0t > ， ( )tu Mλ∈ Ω 当且仅当 t 是下面方程的解 

( ) ( ) dr
uF t g x u xλ

Ω
= ∫ .                                 (8) 

此外，若 ( ) d 0mh x u x
Ω

≤∫ ，则有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1d d 0p mp r m r
uF t p r t u x m r t h x u x− − − −

Ω Ω
′ = − ∇ − − ≥∫ ∫ .                (9) 

其中1 r p m< < < 。因此，当 0t ≥ 时 ( )uF t 是严格递增的。 
若 ( ) d 0mh x u x

Ω
>∫ ，由 ( ) 0uF t′ = 可以得到唯一临界点 

( )
( ) ( )

1

0

d

d

p m p

m

p r u x
t

m r h x u x

−
Ω

Ω

 − ∇
 =
 − 

∫
∫

. 

由于1 r p m< < < ，当 0t +→ 时，有 ( ) 0uM t → ，当 t → +∞时，有 ( )uM t → −∞。经计算可得 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 21 d 1 dp mp r m r
uF t p r p r t u x m r m r t h x u x− − − −

Ω Ω
′′ = − − − ∇ − − − −∫ ∫ , 

( ) ( )( ) ( )2
0 0 d 0mm r

uF t m r p m t h x u x− −

Ω
′′ = − − <∫ . 

这表明函数 ( )uM t 在 ( )00, t 上单调递增，在 ( )0 ,t +∞ 上单调递减。若 ( ) d 0mh x u x
Ω

>∫ ，则 0t 是唯一的极大

值点。 
假定 ( )tu Mλ∈ Ω ，由(9)可得 ( ) ( )11 r

tu ut F t+′′ ′∅ = 。若 ( ) 0uF t′ > ，则 ( )tu Mλ
+∈ Ω 。若 ( ) 0uF t′ < ，则

( )tu Mλ
−∈ Ω 。 

接下来，通过探究 ( ) dmh x u x
Ω∫ 和 ( ) drg x u x

Ω∫ 的符号，研究纤维映射 ( )u t∅ 的特征。 
若 ( ) d 0mh x u x

Ω
≤∫ 且 ( ) d 0rg x u x

Ω
≤∫ ，则 ( )u t∅ 是关于 t 的递增函数。 

若 ( ) d 0mh x u x
Ω

≤∫ 且 ( ) d 0rg x u x
Ω

>∫ ，则存在 ( )t t u= 使得 ( ) 0u t′∅ = ， ( ) ( )t u u Mλ∈ Ω ，从而有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1d d 0r mm r
uF t p r t g x u x p m t h x u xλ − − −

Ω Ω
′ = − + − >∫ ∫ . 

因此 ( ) ( )t u u Mλ
+∈ Ω 。从而，由于 ( )limt u t→+∞ ∅ = +∞，从而 ( )u t∅ 先递减再递增。因此 ( )u t∅ 在 ( )t t u=

处有唯一临界点且为局部极小值点。 
若 ( ) d 0mh x u x

Ω
>∫ 且 ( ) d 0rg x u x

Ω
≤∫ ，则函数 ( )uF t 先递增再递减，有一个极大值点。则方程(8)

有一个正解，从而有唯一的 ( ) 0t u > 使得 ( ) ( )t u u Mλ∈ Ω 且 ( ) 0uM t′ < 。因此 ( ) ( )t u u Sλ
−∈ Ω 。由于

( )limt u t→+∞ ∅ = −∞，则 ( )u t∅ 先递增再递减，由此可得纤维映射 ( )u t∅ 有唯一的一个临界点且为局部极

大值点。 
最后考虑情形 ( ) d 0mh x u x

Ω
>∫ ， ( ) d 0rg x u x

Ω
>∫ 。若 0λ > 足够大，则(8)无解，因此 ( )u t∅ 无临界
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点，在此情形 ( )u t∅ 是一个递减函数。若 0λ > 充分小，则在(8)有两个解 ( ) ( )1 2t u t u< 且 ( )1 0uM t′ > ，

( )2 0uM t′ > 。因此 ( ) ( )1t u u M tλ
+∈ ， ( ) ( )2t u u M tλ

−∈ 。从而 ( )u t∅ 在 ( )00, t 上单调递减，在 ( )1 2,t t 上单调

递增，在 ( )2 ,t +∞ 上单调递减。 
引理 4 假定(A1)~(A2)成立。存在 1 00, 0tλ > > ，使得对任意 { }\ 0u X∈ 和 10 λ λ< < 有 ( )0 0u t∅ > 。 
证明：若 ( ) d 0mh x u x

Ω
≤∫ ，则当 t 充分大时 ( )0 0u t∅ > 。若 ( ) d 0mh x u x

Ω
>∫ ，记 

( ) ( )d d
p m

p m
u

t tt u x h x u x
p m

ϕ
Ω Ω

= ∇ −∫ ∫ , 

则 ( )0 0uϕ = 。当 t → +∞时， ( )u tϕ = −∞。此外 

( ) ( )1 1d dp mp m
u t t u x t h x u xϕ − −

Ω Ω
′ = ∇ −∫ ∫ . 

经计算可得， ( )u tϕ 在 1t 处有最大值 ( )
1

1 1
1 1 m p

u t t
p m

ϕ − 
= − 
 

，其中
( )1

d

d

p

m

u x
t

h x u x
Ω

Ω

∇
= ∫
∫

。 

由引理 1 可知 

( ) ( )

( ),

d d

d

d ,

m r r m

r m
r

m m
pp p

r r m

h x u x h x x x u x

h x u x

h c u x

−

Ω Ω

−

Ω

−

Ω

=

≤

≤ ∇

∫ ∫
∫

∫

 

其中 1 mr m N
p

 
≤ + − 

 
， ( )rh h x

∞
= 且 ,r mc 代表嵌入 ( )mX L→ Ω 的 Sobolve 常数。则 

( )1 ,
1 1 0

p
m p m
p

u r r mt h c
p m

ϕ δ
−−  

≥ − ≡ >     
, 

其中δ 独立于 u。同理有 

( ) ( )

( )
( )

( )

1 1
,

,

0 0

d d

d
d

d

rrr r
r p pp

r

r
p m p rr

p pp
rm

r
p

u

t tg x u x g u x c
r r

u xg
u x c

r h x u x

s g t

α

α
α

α ϕ

−

∞Ω Ω

−
−

Ω
Ω

Ω

≤ ∇

 ∇
 = ∇
 
 

 ≤  

∫ ∫

∫
∫

∫
 

其中 0 0s > 独立于 u， g gα ∞
= 。经计算可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0

r r p r
p p pu u u u ut t s t t t sϕ λ ϕ ϕ ϕ λ

−

∅ ≥ − ≥ − 
 
 

.                   (10) 

则对任意 { }\ 0u X∈ ，由于 ( )0u tϕ δ≥ ，对任意非零 u 有 1
0 1

p r
pcλ δ λ
−

−< = ，进而可以得到函数 ( )0 0u t∅ > 。

证毕。 
引理 5 假定(A1)~(A2)成立。如果 10 λ λ< < ，则存在 1 0δ > 使得对任意 ( )u Mλ

−∈ Ω 有 ( )0 1J uλ δ≥ 。 
证明：若 ( )u Mλ

−∈ Ω ，则 ( )1 0u′′∅ < 。函数 u∅ 在 1t = 有一个正的局部极大值且 ( ) d 0mh x u x
Ω

>∫ ，由

(10)可得 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 01
r p rr p r
p pp pu u u uJ u t t t s sλ ϕ ϕ λ δ δ λ

−−

= ∅ ≥
 ∅ ≥ − ≥     −    

. 

引理 6 假设(A1)~(A2)且 10 λ λ< < 成立，则对任意 ( )u Mλ∈ Ω ， 0u ≠ 有 

( ) ( )d d d 0p m ru x h x u x g x u xλ
Ω Ω Ω
∇ − − ≠∫ ∫ ∫ , 

即 ( )0Mλ Ω = ∅。 
证明：假设结果不成立，则存在 ( ) ( )0u M Mλ λ∈ Ω ⊂ Ω 有 

( ) ( )d d dp m ru x h x u x g x u xλ
Ω Ω Ω
∇ − =∫ ∫ ∫ .                       (11) 

若 ( ) d 0mh x u x
Ω

≤∫ ，则有 

( ) ( ) ( ) ( )1 d d 0p m
u p r u x r m h x u x

Ω Ω
′′∅ = − ∇ + − >∫ ∫ , 

从而 0u Mλ∉ 。 
若 ( ) d 0mh x u x

Ω
>∫ 。由(11)可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 d d 0m r
u p m h x u x p r g x u xλ

Ω Ω
′′∅ = − + − =∫ ∫ . 

进而有 

( ) ( )d dr mp mg x u x h x u x
p r

λ
Ω Ω

−
− =

−∫ ∫ .                          (12) 

此外 

( ) ( ) ( ) ( )1 d d 0p m
u p r u x r m h x u x

Ω Ω
′′∅ = − ∇ + − =∫ ∫ . 

从而 

( )d d 0p mm ru x h x u x
p rΩ Ω

−
∇ = >

−∫ ∫ .                           (13) 

由(12)和(13)可得 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1d d d

1 1 1d d d

1 d .

p m rp m r
u

m m mp m r

mp r m

t t u x t h x u x t g x u x
p m r

r m p mt h x u x t h x u x t h x u x
p p r m r p r

m r p mt t t h x u x
p p r r p r m

λ
Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

Ω

∅ = ∇ − −

− −
= − −

− −

 − −
= + −  − − 

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

 

特别地，由假设条件可得到 

( ) ( ) ( )0
0

1 d 0
p r

p
m p m

u

m p t m r p rt h x u x
p r pm r m r

−
−

Ω

 − − −  ∅ = − ≤  − − 
 

∫ . 

由引理 4 可知这是一个矛盾。从而有 ( )0Mλ Ω = ∅。证毕。 

3. 正解的存在性 

由引理 6 可知当 10 λ λ< < 时 ( ) ( ) ( )M M Mλ λ λ
+ −Ω = Ω Ω 。 
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引理 7 假定(A1)~(A2)成立。如果 10 λ λ< < ，则函数 Jλ 在 ( )Mλ
+ Ω 上有一个极小值。 

证明：由引理 1 可得泛函 ( )J uλ 在集合 ( )Mλ Ω 上有下界，则泛函 ( )J uλ 在集合 ( )Mλ
+ Ω 上也有下界。

因此存在一个极小值序列{ } ( )ku Mλ
+⊂ Ω ，有 

( ) ( ) ( )lim infk k u M
J u J u

λ
λ λ+→∞ ∈ Ω

= . 

由于泛函 ( )J uλ 是强制的，序列{ }ku 在空间 X 上有界。在不失一般性的条件下在空间 X 中有 ku 弱收敛于

u。对1 Npq
N p

< <
−

，在 ( )qL Ω 中有 0ku u→ 。 

选 取 u X∈ 使 得 ( ) d 0rg x u x
Ω

>∫ ， 存 在 ( )1t u 使 得 ( ) ( )1t u Mλ
+∈ Ω 和 ( )( )1 0J t u uλ < 。 则 有

( ) ( )inf 0
u M

J u
λ

λ+∈ Ω
< 和 ( ) 0kJ uλ < 。 

由(3)可得 

( ) ( )1 1 1 1d dp r
k k kJ u u x g x u x

p m r mλ λ
Ω Ω

   = − ∇ − −   
  

∫ ∫ . 

进而可得到 

( ) ( )1 1 1 1d dr p
k k kg x u x u x J u

r m p m λλ
Ω Ω

  − = − ∇ −  
   

∫ ∫ . 

令 k →∞，有 ( ) 0 d 0rg x u x
Ω

>∫ 。 
假设在空间 X 中 ku 不收敛于 u，而由纤维映射 ( )

0u t∅ 则得到矛盾。由于 ( ) 0 d 0rg x u x
Ω

>∫ ，则存在

0 0t > 使得 ( )0 0t u Mλ
+∈ Ω 且 ( )

0u t∅ 在 ( )00, t 上单调递减， ( )
0 0 0u t′∅ = 。由于在空间 X 中 ku 不收敛于 u，

从而可以得到 

d liminf dp p
k kk

u x u x
Ω Ω→∞
∇ < ∇∫ ∫ . 

由于序列{ } ( )ku Mλ
+⊂ Ω ，从而 

( ) ( ) ( )1 1 1d d d
k

p m rp m r
u k k kt t u x t h x u x t g x u xλ− − −

Ω Ω Ω
′∅ = ∇ − −∫ ∫ ∫ . 

且 

( ) ( ) ( )
0

1 1 1
0 0 0d d dp m rp m r

u t t u x t h x u x t g x u xλ− − −

Ω Ω Ω
′∅ = ∇ − −∫ ∫ ∫ . 

则由 ( )
0 0 0u t′∅ = 可得 

( ) ( ) ( )( )
( )( )

1 1
0 0 0 0 0

1
0 0

d d

d .

k

p p m mp m
u k k

r rr
k

t t u u x t h x u u x

t g x u u xλ

− −

Ω Ω

−

Ω

′∅ = ∇ − ∇ − −

− −

∫ ∫

∫
 

由于在 ( )mL Ω 中 0ku u→ ，从而 

( ) ( )0

1
0 0 0liminf d 0p pp

u kk
t t u u x−

Ω→∞
′∅ ≥ ∇ − ∇ >∫ . 

这表明当 k 充分大时，有 ( )0 0
ku t′∅ > 。由于{ } ( )ku Mλ

+⊂ Ω ，即 ( )1 0
ku′′∅ > ，易看出对 0 1t< < 有 ( ) 0

ku t′∅ <

且对任意 k 有 ( )1 0
ku′∅ = 。从而可以得到 0 1t > 。由于 ( )0 0t u Mλ

+∈ Ω 和 ( )
0 0 0u t′∅ = ，则 ( )

0 0u t∅ 是一个局

部极小值且 ( ) ( )
0 00 1u ut∅ <∅ 。因此有 

( ) ( ) ( )
( )

( )0 0 0 lim infkk u M
J t u J u J u J u

λ
λ λ λ λ+→∞ ∈ Ω

< < = . 
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矛盾！则在空间 X 中有 0ku u→ ，从而 

( ) ( )
( )

( )0 lim infkk u M
J u J u J u

λ
λ λ λ+→∞ ∈ Ω

= = . 

因此 0u 是泛函 ( )J uλ 在集合 ( )Mλ
+ Ω 中的一个极小值点。 

引理 8 假设(A1)~(A2)且 10 λ λ< < ，则函数 ( )J uλ 在集合 ( )Mλ
− Ω 上有一个极小值。 

证明：由引理 5 可得存在 1 0δ > ，对任意 ( )u Mλ
−∈ Ω 有 ( ) 1 0J uλ δ≥ > ，则有

( ) ( ) 1inf
u M

J u
λ

λ δ+∈ Ω
≥ 。因

此存在一个极小值序列{ } ( )ku Mλ
−⊂ Ω 使得 

( )
( )

( )lim inf 0kk u M
J u J u

λ
λ λ−→∞ ∈ Ω

= > . 

由引理1可知泛函 ( )J uλ 是强制的且序列{ }ku 在空间X上有界。则假设在空间X中有 ku 弱收敛于 1u ，

对1 Npq
N p

< <
−

，在 ( )qL Ω 中有 1ku u→ 。由(2)可得 

( ) ( )1 1 1 1d dp m
k k kJ u u x h x u x

p r m rλ Ω Ω

   = − ∇ − −   
  

∫ ∫ . 

由于 

( ) ( ) ( ) 1lim 0, lim d dm m
k kk k

J u h x u x h x u xλ Ω Ω→∞ →∞
> =∫ ∫  

则有 ( ) 1 d 0mh x u x
Ω

>∫ 。从而存在 ( )3 1t u 使得 ( ) ( )3 1 1t u u Mλ
−∈ Ω 。若在 X 中 ku 不弱收敛于 1u ，则有 

1 d liminf dpp
kk

u x u x
Ω Ω→∞
∇ < ∇∫ ∫ . 

由于 ( )ku Mλ
−∈ Ω 且当 t → +∞时，有 ( )

ku t∅ → −∞。从而 ( )kJ uλ 有唯一的临界点且是一个极大值点。

则对任意 0t ≥ 有 ( ) ( )k kJ u J tuλ λ≥ 且 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

3 3 1 3 1 3 1

3 1 3 1 3 1

3

1 1 1d d d

1 1 1lim d d d

lim lim inf

p m rp m r

p m rp m r

k

k kk k u M

J t u t u x t h x u x t g x u x
p m r

t u x t h x u x t g x u x
p m r

J t u J u J u
λ

λ

λ λ λ

λ

λ

−

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω→∞

→∞ →∞ ∈ Ω

= ∇ − −

 
< ∇ − − 

 
= ≤ =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫  

矛盾！则在空间 X 中 1ku u→ ，由引理 7 可得 1u 是泛函 ( )J uλ 在集合 ( )Mλ
− Ω 中的极小值。证毕。 

4. 主要结论及其证明 

本文主要结论如下。 
定理 1 假设(A1)~(A2)成立，存在 1 0λ > 使得对任意的 ( )10,λ λ∈ 问题(1)至少有两个正解。 
证明：由引理 7 和 8 可知，存在 ( )2u Mλ

+∈ Ω 和 ( )3u Mλ
−∈ Ω 使得 ( )

( )
( )2 inf

u M
J u J u

λ
λ λ+∈ Ω

= 和 

( )
( )

( )3 inf
u M

J u J u
λ

λ λ−∈ Ω
= 。此外 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 3,J u J u J u J uλ λ λ λ= = 且 ( ) ( )2 3,u M u Mλ λ

+ −∈ Ω ∈ Ω 。从而，假

设 2 3, 0u u > ，由引理 3 可得 2u 和 3u 是泛函 ( )1J uλ 在空间 X 中的临界点，则它们是方程(1)的弱解。证毕。 
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