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摘  要 

研究一类具𝐏𝐏-Laplacian算子的分数阶微分方程奇异反周期边值问题，运用Krasnosel’skiis不动点定理及

Banach压缩映像原理，证明了解的存在性与唯一性。 
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Abstract 
The existence and uniqueness of solutions about anti-periodic boundary value problems of singu-
lar fractional differential equations with P-Laplacian operator will be studied. I will apply Kras-
nosel’skiis fixed point theorem and Banach compression image principle, to carry out the exis-
tence and uniqueness upon the solution of the equation. 
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1. 引言 

分数阶微分方程作为一个重要的数学工具，具有良好的研究意义，其中反周期边值问题因在不少学

科中起到了关键性作用，故引起了数学工作者浓厚的研究兴趣，并取得了一定的研究成果[1] [2] [3] [4]。
P-Laplacian 算子在非牛顿流体力学、多孔介质湍流及非线性粘弹性力学等多领域起到重要作用。因此

也引得大量学者对其进行研究[5] [6] [7] [8] [9]。但很少有文献研究具 P-Laplacian 算子的分数阶奇异微

分方程反周期边值问题，故文章是对该类问题的补充与完善。 
文献[8]中研究了一类具 P-Laplacian 算子的非线性分数阶微分方程反周期边值问题 
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文献[10]研究了分数阶微分方程奇异边值问题 
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0Dα
+ 是标准的 Riemann-Liouville 型分数阶导数， ( ] [ ) [ )0,1 0, 0,f : × +∞ → +∞ ，且 f 在 0t = 处有奇性。 

受上述文献启发，本文将研究如下具有 P-Laplacian 算子的奇异分数阶微分方程反周期边值问题 
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解的存在性与唯一性，其中 0 0,c cD Dα β
+ + 和 0

cDγ
+ 是 Caputo 型分数阶导数， 2,0 1, 1, 0Tα β γ1< ≤ < ≤ 0 < ≤ > ，

非线性项 ( ] [ ) [ )0, 0, 0,f T: × +∞ → +∞ ，并且 ( )
0

lim ,
t

f t
→ +

⋅ = +∞  (即 f 在 0t = 时是奇异的)，并且满足存在实

数 0σ > ，使得 [ ] [ ) [ )0,1 0, 0,t fσ : × +∞ → +∞ 。 ( ) 2 1,p
p p qs s sϕ ϕ ϕ− −= ⋅ = 且

1 1 1
p q
+ = 。 

2. 预备知识 

定义 1.1 [1] 函数 [ )0,f R: +∞ → 的 0α > 阶分数阶积分是指 
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其中右边是在 [ )0,+∞ 逐点定义的。 

定义 1.2 [1] 函数 [ )0,f R: +∞ → 的 0α > 阶 Caputo 型分数阶微分是指 
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其中右边是在 [ )0,+∞ 逐点定义的 [ ] 1n α= + ，特别的，当 nα = 时， ( ) ( )0
c n nD f t f t+ = 。 

引理 1.1 [1] 设 0α > ，及 [ ]0,1u∈ ，则 ( ) ( )0 0
cD I u t u tα α

+ + = 。 

引理 1.2 [1] 设 0α > ， ( ) [ ] [ ]0 0,1 0,1cD u t Lα
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引理 1.3 [3] (Banach 压缩映像原理)设 E 是 Banach 空间 X 的非空闭子集，如果映射 T 是 E 到其自身

内的映像，它在 E 内满足 Lipschit 条件，即对任意 ,x y E∈  

( ), 0 1Tx Ty l x y l− ≤ − ≤ ≤  

则必有唯一的 x E∈ ，使得Tx x= ，即 T 在 E 上有唯一不动点。 
引理 1.4 [8] (Krasnosel’skiis 不动点定理)设Ω为 Banach 空间 X 上的有界闭凸非空子集，其中有算子

,Φ Ψ 满足：1) u vΦ +Ψ ∈Ω，其中 ,u v∈Ω；2) 算子Φ 是全连续的；3) 算子Ψ是压缩印象，则存在 z∈Ω，

使得 z z z= Φ +Ψ 。 
引理 1.5 [6] 如果 2p > ，并且 ,x y M≤ ，则对 P-Laplacian 算子 pϕ ，下列不等式成立 

( ) ( ) ( ) 21 P
p px y p M x yϕ ϕ −− ≤ − − 。 
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证明：由引理 1.2，对方程两端进行 β 阶积分，有 
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由 Caputo 分数阶微分性质可知： ( )0 0 0cD uβ
+ = ，所以 0 0a = 。 

对上式两边作用 pϕ 的逆算子 qϕ ，由 P-Laplacian 算子的性质，有 
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由引理 1.1 及引理 1.2，对上式两边进行α 阶积分，有 
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3. 主要结果 

定义 ( ]( )0, ,E C T R+= ，则 E 是以 ( )sup
t J
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= 为范数的 Banach 空间。 

定义算子 F E E: → 为： 
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在本节中，需附加以下条件来确保解的存在性与唯一性。 
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即 ( )H t 在 [ ]0,1 上连续，故 ( )H t L≤ 。 

定理 2.2 若条件(H1)成立，根据定理 2.1 及引理 1.3，可知边值问题(4)有唯一解。 
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首先 :F Ω→Ω证明，对任意 u∈Ω，有 
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即 F : Ω →Ω，故 F : Ω →Ω成立。 
其次，对 ( ) ( ),u t v t∀ ∈Ω，当 [ ]0,t T∈ 时， 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

1 1

0 0

1

0

1 1

0 0

1

0

1 1 , d

1 , d d

1 1 , d
2

1 , d d

t s
q

s
q

T s
q

s
q

Fu t Fv t

t s s f u

s f v s

T s s f u

s f v s

α β

β

α β

β

ϕ τ τ τ τ
α β

ϕ τ τ τ τ
β

ϕ τ τ τ τ
α β

ϕ τ τ τ τ
β

− −

−

− −

−

−

 
≤ − −  Γ Γ 

 
− −  Γ 

 
+ − −  Γ Γ 

 
− −  Γ 

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫

 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

1 1

0 0

1

0

2
1 1

0 0

1

0

2
1 1

0 0

2 1 , d
2

1 , d d

1
, d

, d d

1
, d

2

T s
q

s
q

q
t s

s

q
T s

T
T s s f u

s f v s

q
t s s f u

s f v s

q
T s s f u

γ
α γ β

β

α β σ σ

β σ σ

α β σ σ

γ
ϕ τ τ τ τ

α γ β

ϕ τ τ τ τ
β

ξ
τ τ τ τ τ τ

α β

τ τ τ τ τ τ

ξ
τ τ τ τ τ τ

α β

− − −

−

−
− − −

− −

−
− − −

 Γ −
+ − −  Γ − Γ 

 
− −  Γ 

−
≤ − −
Γ Γ

− −

−
+ − −

Γ Γ

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫

∫ ∫

 

( ) ( )( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )
( )( )

( ) ( )
( )
( )

1

0

2
1 1

0 0

1

0

2
2

, d d

1 2
, d

2

, d d

1 1 23 sup
2 1 1 1

s

q
T s

s

q

t J

s f v s

q T
T s s f u

s f v s

M q T T
u v

u v

β σ σ

γ
α γ β σ σ

β σ σ

α β σ γ

τ τ τ τ τ τ

ξ γ
τ τ τ τ τ τ

α γ β

τ τ τ τ τ τ

σ ξ γ
β σ α α γ

η

− −

−
− − − −

− −

− + − −

∈

− −

− Γ −
+ − −

Γ − Γ

− −

 Γ − − Γ −
≤ + − 

Γ − + Γ + Γ − +  
≤ −

∫

∫ ∫

∫  

https://doi.org/10.12677/aam.2021.1011386


张婷婷，胡卫敏 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.1011386 3656 应用数学进展 
 

由假设条件(H3)可知 1η ≤ 故有 Fu Fv u vη− ≤ − ，因此由引理 1.3 可知算子有唯一不动点。 

定理 2.3 若条件(H1)~(H4)满足，则根据定理 2.1、2.2 及引理 1.4 可知边值问题(4)至少有一个不动点。 

证明：定义集合 { }R u E u RΩ = ∈ < ，这里
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对 [ ], , 0,Ru v t T∀ ∈Ω ∈ 时，有 
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因此 ( ) ( )Pu t Qv t R+ ≤ ，即 ( ) ( ) RPu t Qv t+ ∈Ω 。 

其次当 [ ]0,t T∈ 时，有 
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由条件(H4)及引理 1.4 可知算子 Q 在 RΩ 中为压缩映射。 
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最后证明算子 P 在 RΩ 上是全连续的，对任意 Ru∈Ω ，有 
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可知算子 P 在 RΩ 上一致有界。 
其次对 [ ]1 2, 0,t t T∀ ∈ 当 1 2t t< 时，有 
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即算子 P 在 RΩ 上等度连续，由 Arzela-Ascoli 定理可知算子 P 为全连续算子，故由引理 1.4 可知边值

问题(4)至少有一个解。 
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