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摘  要 

本文考虑了一类环境中带有毒素且具有Allee效应的捕食–被捕食模型，分析了平衡点及其局部稳定性，

还利用后继函数的方法证明了双边控制周期解的存在性，最后的数值模拟结果验证了结论的正确性。 
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Abstract 
In this paper, we consider a predator-prey model with toxin and Allee effect, analyze the equili-
brium point and its local stability, and prove the existence of periodic solution of bilateral control 
by using the method of successive function. The results of numerical simulation verify the cor-
rectness of the conclusion. 
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1. 引言 

近年来，随着环境污染的加剧人们越来越重视生态系统的保护，其中捕食者–食饵系统尤为受到广

大学者的关注。文献[1] [2] [3]分别建模研究了环境中毒素对不同生态系统的影响，并且分析了模型解的

正性与有界性。另外，很多学者开始应用半连续动力系统研究生物问题并取得了较好的成果。在文献[4] [5]
中分别建立了带有脉冲收获和食饵受到 Allee 效应影响的状态反馈控制模型，证明了阶 1 周期解的存在、

唯一和稳定性，还分别分析了模型中同宿分支与异宿分支的情况。文献[6] [7]中分别建立了双边控制状态

反馈模型描述害虫治理问题，依据害虫密度通过引进天敌和喷洒农药等方式来进行害虫防治，证明了周

期解的存在性和稳定性。文献[8]中研究了两物种竞争模型，通过捕获密度过大物种达到竞争平衡状态。

文献[9]研究了一类关于鱼塘内浮游生物与鱼类的捕食系统，且分析了周期解的性质。 

本文考虑鱼塘内浮游生物与养殖鱼类间的捕食关系，我们将鱼类 y 和浮游动植物 x 分别看作捕食者

和食饵，其中浮游植物进行光合作用可增加水中的含氧量，一般杂食性鱼类会以鱼虫、水蚯蚓、蜗牛等 

活虫为食。假设食饵的增长受到环境制约，其增长模式为 1
d 1
d
x xb x
t k

 = − 
 

。另外，每种生物都有自己的 

最适密度，过分稀疏和过分聚集都不利于其增长，因此在浮游植物的增长中考虑 Allee 效应，该种群的增 

长模型表示为 1
d 1
d
x x xb x
t k k k

θ  = − −  
  

，除此之外，污染物的排放以及部分生活垃圾的不当丢弃等，会形 

成有毒物质而影响生态系统的平衡，假设有毒物质对浮游动植物的影响较大，对鱼类的影响较小，则建

立模型如下 

31 1 1
1 1 12 1 1 1

2 21
2 1 21 1 1 22 1 1

d
1

d
d
d

x x xb x a x y x
t k k k
y b y a x y a y y
t

θ α

β

   = − − − −      
 = + − −

.                         (1) 

其中 1b 、 2b 分别为食饵种群和捕食者种群的内禀增长率，θ 为食饵种群密度的 Allee 阈值， 12a 为捕食者

的功能反应系数， 21a 为捕食者的营养转化系数， 22a 为捕食者的种内竞争系数，α 、 β 分别为环境中的 

有毒物质对食饵与捕食者的影响系数，且所有常数均为正。令 1x kx= ， 1y y= ，A
k
θ

= ， 2B kα= ， 21m ka= ， 

模型(1)可以简写为 

( )( ) 3
1 12

2 2
2 22

d 1
d
d
d

x b x x x A a xy Bx
t
y b y mxy a y y
t

β

 = − − − −

 = + − −


.                           (2) 

我们考虑在模型(2)上施加脉冲状态反馈控制，当浮游生物的密度减少到 h1时，水中浮游植物减少，
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影响鱼类捕食，这时我们向鱼塘投喂鱼食，同时捕捞一些成鱼。当浮游植物的密度增加到 h2时，浮游植

物过多会封锁水面，使得水中氧气含量降低，光线较弱，导致鱼类的死亡率增加，这时我们从鱼塘里打

捞一部分浮游植物，同时在投放鱼苗。通过上述养殖手段，维持鱼塘生态系统的稳定，并获得经济收益。

综上所述，建立双边控制脉冲模型如下 

( )( )

1

4

3
1 12

1 2
2 2

2 22

1
1

2
2

3

d 1
d , 0
d
d

,

,0

G

G

x b x x x A a xy Bx
t h x h y
y b y mxy a y y
t
x

x h y y
y py

x
x h y y

y ry

β

τ

τ
τ

 = − − − −  < < >
 = + − − 
∆ = 
 = >∆ = − 
∆ = −  = < <∆ = + 

.                    (3) 

2. 无脉冲分模型分析 

2.1. 平衡点分析 

经过计算得到，模型(2)的垂直等倾线与水平等倾线分别为 

21 1 1 1

12 12 12

b B b b A b Ay x x
a a a
+ +

= − + − , 2

22

b mxy
a β
+

=
+

.                        (4) 

系统有两个边界平衡点 ( )0,0O 和 2

22

0,
bH

a β
 
 + 

。当 ( ) ( )2
1 1 1 1 1 1: 4 0H b b A b B b A∆ = + − + > 成立时，垂直等

倾线与 x 轴有两个交点 ( )11 ,0OO x ， ( )22 ,0OO x ，其中 

( )
( )1

1 1 1

12O

b b A
x

b B
− + + ∆

=
− +

, 
( )

( )2

1 1 1

12O

b b A
x

b B
− + − ∆

=
− +

.                      (5) 

当 1 1

12 22

0
b b A m

a a β
+

− >
+

时，模型(2)存在正平衡点，且 

2
1 1 1 1 2

2
12 22 12 12 22

4
b b A b B b A bm

a a a a aβ β
   + +

∆ = − − +   + +   
.                     (6) 

当 1 1
2

12 22

: 0
b b A mH

a a β
+

− >
+

，且 3 2: 0H ∆ = 时，系统有一个正平衡点 ( )0 0 0,E x y ，其中 

12 1 1
0

1 12 22

1
2

a b b A mx
b B a a β

 +
= − + + 

, 2 0
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22
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a β
+
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+

.                      (7) 

当 1 1
2

12 22

: 0
b b A mH

a a β
+

− >
+

，且 4 2: 0H ∆ > 时，系统有两个正平衡点 ( )1 1 1,E x y ， ( )2 2 2,E x y ，其中 

1 1
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12 22
1,2
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12
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b b A m
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x
b B
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β
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∓
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i

b a x
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a β
+
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, 1, 2i = .                  (8) 

https://doi.org/10.12677/aam.2021.1011399


史明静 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.1011399 3773 应用数学进展 
 

2.2. 条件 H1，H2，H4都成立时，无脉冲系统的稳定性分析 

在这里，我们仅考虑模型(2)有两个平衡点存在的情况。其雅可比矩阵为 

( ) ( )
( )

2
1 1 1 12 1 12

2 22

3 3 2 2
2

b B x b b A x a y b A a x
J

my b mx a yβ
 − + + + − − −

=  
+ − +  

.             (9) 

经计算得到 ( )0,0O 是一个鞍点， 2

22

0,
bH

a β
 
 + 

是一个稳定的结点， ( )11 ,0OO x 为不稳定结点， ( )22 ,0OO x

为一个鞍点. 在正平衡点处，其雅可比矩阵为 

( ) ( )
( )

2
1 1 1 12

2

2
i

i i i
E

i i

b B x b b A x a x
J

my b mx
 − + + + −

=  
− +  

, 1, 2i = ,                  (10) 

( ) ( ) ( ) ( )( )2
2 1 1 1 122

iE i i i i iDet J b x b B x b b A x a mx y= + + − + + ,                  (11) 

( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1 22

iE i i itr J b B x b b A x b mx= − + + + − + , 1, 2i = .                  (12) 

分别将 ( )1 1 1,E x y ， ( )2 2 2,E x y 带入上式，得到 ( )2
0EDet J < 且 ( )2

0Etr J < ，即 ( )2 2 2,E x y 是一个稳定 

奇点。因为 

( ) ( ) ( ) ( )
1

2
2 1 1 1 1 1 1 12 1 12EDet J b mx b b A x b B x a mx y = − + + − + +  ,                (13) 

则若 ( )1
0EDet J < ，即 ( )1 1 1,E x y 是一个鞍点，若 ( )1

0EDet J > 且 ( )1
0Etr J < ，即 ( )1 1 1,E x y 是一个稳定的

奇点，若 ( )1
0EDet J > 且 ( )1

0Etr J > ，则 ( )1 1 1,E x y 是一个不稳定的奇点。当 ( )1 1 1,E x y 为鞍点时，该动 

力系统的轨线走势图如图 1 所示。 
 

 

Figure 1. The trajectory diagram 
图 1. 轨线图 
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Figure 2. The impulses set and phases set 
图 2. 脉冲集与相集 

3. 双边控制周期解的存在 

令 M1，M2，N1，N2 分别为该系统的两个脉冲集与两个相集，且为平面上的直线或曲线，根据实际

的生物意义有 

( ){ }11 1, , GM x y x h y y= = > , ( ){ }42 2, ,0 GM x y x h y y= = < < ,                (14) 

( ){ }32 2 2, , GN x y x h y yτ= = − < , ( ){ }21 11, , GN x y x h y yτ= = + > .              (15) 

其中 G1，G4分别为脉冲集 M1，M2 与水平等倾线的交点，G3，G2 分别为相集 N1，N2 与水平等倾线的交

点，如图 2 所示，且 

1
2 1

22
G

b mhy
a β
+

=
+

, ( )
2

2 1 1

22
G

b m h
y

a
τ

β
+ +

=
+

, ( )
3

2 2 2

22
G

b m h
y

a
τ

β
+ −

=
+

, 
4

2 2

22
G

b mhy
a β
+

=
+

.         (16) 

定理 1：当 1 1 2 20 h x h x< < < < 时，模型(3)有一个周期解。 
证：假设在相集 2N 上存在一点 0A ，且靠近于 2G ，使得经过 0A 点的轨线到达 1A 点，由脉冲函数

( )1 ,x yϕ 映射到 1A+ , 1A+沿轨线到达 2A ，再由脉冲函数 ( )2 ,x yϕ 映射到 2A+，此时， 2A+为 0A 的阶 2 后继点，

且 0A 点的后继函数为 ( )
02

0 0AA
F A y y+= − > ，如图 3(a)所示。类似地，在相集 2N 上取一点 0B ，使得

0 2B Gy y� ，使得经过 0B 点的轨线在经过两次脉冲映射之后有 ( )
02

0 0BB
F B y y+= − < 。因此，在 0A 与 0B 之

间必存在一点 0C ，使得 ( )0 0F C = ，经过 0C 点的轨线在经历两次脉冲映射之后，形成的周期环见图 3(b)
所示。因此，当 1 1 2 20 h x h x< < < < 时，模型(3)一定存在一个周期解。 

4. 数值模拟 

选取参数 0.02B = ， 2 0.02r = ， 1 0.02b = ， 2 0.02b = ， 12 0.07a = ， 0.02m = ， 22 0.04a = ， 10A = ，

得到平衡点 ( )0,0.35H ， ( )1 1.15,0O ， ( )2 4.35,0O ， ( )1 1.8,0.93E ， ( )2 3.15,1.367E ，当 1 2 2 1 1 2h h h hτ τ< − < + <

时，系统存在周期解如图 4(a)所示，当 1 2 2 1 1 2h h h hτ τ< − = + < ，如图 4(b)所示的周期解，即验证了定理 1。
通过改变 p, r, τ3的数值，亦可得到系统的周期解，从图 4(c)、图 4(d)中可见。 
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(a)                                                (b) 

Figure 3. Schematic diagram of periodic solution 
图 3. 周期解示意图 
 

  
(a) 1 2 32, 1.5, 0.8, 0.8, 1N N p r τ= = = = =             (b) 1 2 31.8, 0.6, 0.5, 1N N p r τ= = = = =  

  
(c) 1 2 31.8, 0.5N N P r τ= = = = =                       (d) 1 2 31.8, 0.5, 1, 0N N P r τ= = = = =   

Figure 4. The periodic solution of bilateral control 
图 4. 双边控制周期解 
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5. 结论 

本文建立了毒素影响下具有 Allee 效应的捕食–被捕食动力系统，并施加了状态反馈双边控制，分析

了系统周期解的存在性。研究结果表明控制对鱼类的捕捞力度和投放力度，可以维持鱼塘的生态平衡。

后续将研究毒性系数 α、β及 Allee 阈值对周期解的影响。文中的理论研究结果为污染环境中鱼类养殖提

供了理论支持，具有较高的实际意义。 
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