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摘  要 

本文将混合解析函数方法应用到含裂纹的各向异性平面弹性理论中去，得到了应力函数的混合解析函数

表达式，并且运用此方法研究了含裂纹各向异性弹性平面的第一基本问题。 
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Abstract 
In this paper, we apply the mixed analytic function method to anisotropic elastic planes with 
cracks, and obtain the mixed analytic function expressions for stress functions. This method is al-
so applied to solve the first fundamental problem of anisotropic planes with cracks. 
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1. 应力函数的混合解析函数表达式 

在平面弹性静平衡状态下，忽略体积力，应力函数 F 满足方程[1] 

( )
4 4 4 4 4

22 26 12 66 16 114 3 2 2 3 42 2 2 0F F F F Fa a a a a a
x x y x y x y y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + + − + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                 (1) 

其中 ija 是由材料弹性参数确定的常数。 
令 ( )1,2,3,4k kµ = 是(1)的特征方程 

( ) ( )4 3 2
11 16 12 66 26 222 2 2 0L a a a a a aµ µ µ µ µ= − + + − + =  

的根。这个常系数代数方程的根为两组成对的虚部非零的共轭复根，[2]中讨论了两组根不相等的情况。

本文考虑重根的情形，为了讨论方便我们还限制正交各向异性的情形，即 

1 2 iµ µ β= = , ( )1 2 0iµ µ β β= = − > . 

记一阶线性微分算子的符号如下： 

k kD
y x

µ∂ ∂
= −
∂ ∂

                                     (2) 

方程(1)可重写为 

1 2 3 4 0D D D D F =                                      (3) 

为了简化应力函数表达式，下面，我们将给出混合解析函数的定义和相关性质。 

定义 1 设 , Rλ η ∈ 且 λ η≠ ± ，若对复平面 G 中任意 z，函数 f 满足 

0f f
z z

λ η∂ ∂
+ =

∂ ∂
                                     (4) 

就称函数 f 为域 G 上的 ( ),λ η 型混合解析函数。 
引理 1 函数 f 是 G 上的混合解析函数当且仅当 g 是 ( )Gρ 上的解析函数[3]。 
证明：设 f 为 G 上的混合解析函数，我们定义复函数 ( )w z s iρ δ= = + 如下： 

xs

y
η λ

δ
η λ

= + 

=
− 

 

其中 z x iy G= + ∈ 。 
在 ( )Gρ 上定义函数 ( ) ( )g w f z= ，即 ( ) ( )( )1g w f wρ−= 。我们有 

( ) ( )1 0
2

f fi
x y

λ η η λ
 ∂ ∂

+ + − = ∂ ∂ 
 

即 
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1 0
2

g gi
s δ

∂ ∂ + = ∂ ∂ 
. 

上式表明 0g
w
∂

=
∂

， ( )w Gρ∈ ，从而 g 是 ( )Gρ 上的解析函数。 

反之，若 g 是 ( )Gρ 上的解析函数，我们可得到 f 是 G 上的混合解析函数。 
记 

1
1

1

1
1

i
i
µ

λ
µ

+
=

−
                                      (5) 

和 

1 1z z zλ= +                                       (6) 

由[1]，如果 F 是(3)的解，则它有如下表示 

( ) ( )1 1 1 2 12ReF F z z F z= +                                 (7) 

其中 ( )1 1F z 、 ( )2 1F z 是复变数 1z 的两个解析函数。 
令 

1

1
i

λ η

η λ
µ

+ =

 − =

                                     (8) 

由引理 1，存在混合解析函数 ( ) ( )1 1z F zχ = ， ( ) ( )2 1z F zϕ = 。 
从而，我们可以用混合解析函数来表示应力函数，如下： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1

2ReF z z z z

z z z z z z z z

λ ϕ χ

λ ϕ λ ϕ χ χ

 = + + 

= + + + + +
                      (9) 

因为 F 的偏导才有直接的物理意义，所以 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 11 1F z z z z z z z z z z
x

λ ϕ λ ϕ λ ϕ λ ϕ χ χ∂ ′ ′ ′ ′= + + + + + + + + +
∂

            (10) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 11 1F i z z z z z z z z z z
y

λ ϕ λ ϕ λ ϕ λ ϕ χ χ∂  ′ ′ ′ ′= − + + + + − − + + − ∂
          (11) 

对于
F
x

∂
∂

、
F
y

∂
∂

，利用复数形的结合形式，再结合(10)、(11)式我们可以得到[4] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1, 2 2 2 2F Ff x y i z z z z z z
x y

ϕ λ ϕ λ ϕ ψ∂ ∂ ′= + = + + + +
∂ ∂

                 (12) 

其中 ( ) ( )z zψ χ′= 。 
根据文献[4]，我们有 

d
dn

FX
s y
 ∂

=  ∂ 
，

d
dn

FY
s x

∂ = −  ∂ 
                            (13) 

这里作用在曲线 ds 上的应力 ( )d , dn nX s Y s ，是指从法线正侧作用于其上的应力。在复数的形式下有 
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( )d dn n
F FX iY s i i
x y

 ∂ ∂
+ = − + ∂ ∂ 

 

从而 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1d d 2 2 2 2n nX iY s i z z z z z zϕ λ ϕ λ ϕ ψ′+ = − + + + + .              (14) 

函数 f 的力学意义 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

1 1, 2 2 2 2

dn nAB

f x y z z z z z z

i X iY s const

i X iY const

ϕ λ ϕ λ ϕ ψ′= + + + +

= + +

= + +
∫                    (15) 

其中 ( ),X Y 是从定点 A 与动点 ( ),B x y 之间任意弧的法线正侧作用于弧上的应力主矢量[4]。 

2. 含裂纹各向异性弹性平面的第一基本问题 

现设 S 是有界单连通域，其边界由封闭光滑曲线 L 所围成，现取定反时针方向为其正向。设 L 两侧

的外应力为 ( ) ( )n nX t iY t± ±+ ， t L∈ ，求弹性平衡。在弹性力学中，我们称之为第一基本问题。 
我们在 jL 正、负侧上分别定义： 

( ) ( )d
j

t
j n na

f t i X iY s+ + += +∫ , jt L∈                           (16) 

( ) ( ) ( )d
j

t
j j j n na

f t i X iY i X iY s− − −= + − +∫ , jt L∈                     (17) 

其中 s 是 jL 上的弧长参数[5]。 
根据第一节我们得到的条件，所求问题化为下列边值问题： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1

2 2 2 2

2 2 2 2

j j

j j

t t t t t t f t C

t t t t t t f t C

ϕ λ ϕ λ ϕ ψ

ϕ λ ϕ λ ϕ ψ

+ + + + + +

− − − − − −

′+ + + + = + 


′+ + + + = + 
, jt L∈ , 1, 2, ,j p= � .      (18) 

其中 jC+ ， jC− 是某些常数。由文献[5]，我们知道 j jC C+ −= ，以后记 j jC C±= 。那么上式变为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 12 2 2 2t t t t t t f t Cϕ λ ϕ λ ϕ ψ± ± ± ± ±′+ + + + = + , t L∈ .              (19) 

不失一般性，我们将设所有 0j jX iY+ = ，且 0′Γ = Γ = 。假设 ( ) 0ϕ ∞ = 。记 

( ) ( ) ( )F t f t f t+ −= − , ( ) ( ) ( )G t f t f t+ −= + .                       (20) 

引进新的函数 ( )1ω ζ ， ( )2ω ζ 使得 

( ) ( )
( ) ( ) ( )11 d d

2 L
z

i z z
ω ζ

ϕ η ζ λ ζ
ηζ λζ η λ

= −
− −π −∫ , z L∉                   (21) 

( ) ( )
( ) ( ) ( )21 d d

2 L
z

i z z
ω ζ

ψ η ζ λ ζ
ηζ λζ η λ

= −
− −π −∫ , z L∉                   (22) 

这样 ( ) 0ϕ ∞ = ， ( ) 0ψ ∞ = 。 
由(18)式我们可得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 12 2 2 2t t t t t t t t t t f t f tϕ ϕ λ ϕ ϕ λ ϕ ϕ ψ ψ+ − + − + − + − + −       ′ ′+ + + + + + + + = +         (23) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 12 2 2 2t t t t t t t t t t f t f tϕ ϕ λ ϕ ϕ λ ϕ ϕ ψ ψ+ − + − + − + − + −       ′ ′− + − + + − + − = −         (24) 

利用 Plemelj 公式[3]，有 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1

1
1 d d

2 L
t t

i t t
ω ζ

ϕ ω η ζ λ ζ
ηζ λζ η λ

± = ± + −
−π − −∫ , t L∈                (25) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2

2
1 d d

2 L
t t

i t t
ω ζ

ψ ω η ζ λ ζ
ηζ λζ η λ

± = ± + −
−π − −∫ , t L∈                (26) 

将(25)与(26)式代入(24)式中得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 24 4 4 4t t t t t t f t f tω λ ω λ ω ω + −′+ + + + = − , t L∈               (27) 

即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 1 1 1
1
4

t t t t t t f t f tω ω λω λ ω + − ′= − − − + + − 
, t L∈               (28) 

从而 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

1

11

1

11

1 d d
2

d d
2

1 d d
2

d d
2

1 1 d d
4 2

L

L

L

L

L

z
i z z

i z z

i z z

i z z

F
i z z

ω ζ
ψ η ζ λ ζ

ηζ λζ η λ

ω ζλ
η ζ λ ζ

ηζ λζ η λ

ζ ω ζ
η ζ λ ζ

ηζ λζ η λ

ζ ω ζλ
η ζ λ ζ

ηζ λζ η λ

ζ
η ζ λ ζ

ηζ λζ η λ

= − −
− − −

− −
− − −

′⋅
− −

− − −

′⋅
− −

− − −

+ ⋅ −
− − −

π

π

π

π

π

∫

∫

∫

∫

∫

, z L∉                  (29) 

将得到的 ( )zϕ ， ( )zψ 代入(23)式中，问题(19)就化为下列混合解析函数奇异积分方程 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1 d d

( )1 d d

1 ( ) 1d d
2 2

L

L

L

i t t

i t t

F G t
i t t

ω ζ
η ζ λ ζ

ηζ λζ η λ

ω ζ
η ζ λ ζ

ηζ λζ η λ

ζ η ζ λ ζ
ηζ λζ η λ

−
− − −

+ −
− − −

− − =
− − −

π

π

π

∫

∫

∫

, t L∈                  (30) 

最终，第一基本问题转化为只需求解方程(30)。而在求解上述方程时，我们可参考[6]中奇异积分方

程的一般解法进行求解。至此，我们利用混合解析函数方法解决了含裂纹各向异性弹性平面的第一基本

问题。 
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