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摘 要

本文深入探究了 3 种不同控制措施对禽流感传播的综合影响, 建立了一个以捕杀受感染的禽类、隔

离 (人们受到媒体宣传的影响所进行的自主隔离) 已感染的人类以及利用医疗资源进行积极治疗作

为控制措施的 SI-SIR 禽流感模型. 基于阈值策略, 我们将 SI-SIR 禽流感模型扩展到一个三维的

Filippov 系统, 把感染禽类以及感染人类的总和作为是否采取控制措施的参考指标: 如果总和未超

过阈值 𝐼𝑇 , 则不采取任何措施; 然而, 一旦总和超过阈值 𝐼𝑇 , 则需要立即采取控制措施. 依据阈值

水平 𝐼𝑇 , 模型的解最终稳定到一个地方病平衡点或者一个伪平衡点. 数值模拟表明, 一个良好的阈

值策略可以有效控制禽流感的发展, 以使禽流感的发展保持在可接受或期望的水平.
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Abstract

In this paper, we explore the comprehensive impact of three different control measures

on the spread of avian influenza, and establish an SI-SIR avian influenza model with

culling of infected birds, isolating (the autonomous isolation of people influenced by

media propaganda) infected humans, and using active treatment of medical resources

as control measures. Based on the threshold strategy, the SI-SIR avian influenza model

is extended to a three-dimensional Filippov system. The total number of infected birds

and humans is taken as the reference index of whether to take control measures: if

the sum does not exceed the threshold 𝐼𝑇 , no action will be taken; however, once the

sum exceeds the threshold 𝐼𝑇 , immediate control measures are required. According

to the threshold level 𝐼𝑇 , the solution of the model finally stabilizes at an endemic

equilibrium or a pseudo-equilibrium. The numerical simulation shows that a good

threshold strategy can effectively control the development of avian influenza, so as to

keep the development of avian influenza in an acceptable or desired level.
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1. 引言

高致病性甲型禽流感病毒会导致较高的群体死亡率 [1]. 这类流感不仅会对受影响地区的家禽

业造成重大经济损失, 同时对人类也构成了潜在的严重威胁 [1, 2]. 因此, 确定有效的控制策略以消

除禽流感或者至少把禽流感的影响降低到一个可接受的水平是一个亟待解决的问题. 中国政府自

2013 年 3 月第一例病例报道以来 [3], 开始通过网站和官方通讯社每日发布甲型 H7N9 禽流感的有

关数据 [4]. 同时, 在南京、广州、上海等一些城市关闭了部分家禽市场, 扑杀家禽并对环境进行消

毒 [5, 6], 其中前两种措施被证实是防止禽流感传播的有效方法 [7].

人们会通过直接或间接接触死亡或感染的家禽而感染禽流感 [8]. 感染禽流感的人在早期可能

会出现发烧、咳嗽、呼吸困难等症状 [9]. 同一时期感染人数的增加将引起公共卫生部门的注意, 公

众媒体也会进行相关报道, 在媒体宣传的影响下, 人们会主动减少与禽类接触并戴口罩进行日常防

护, 自主隔离从而减少感染禽流感的风险. 此外, 考虑加大医疗资源投入, 提高病人的收治比例, 也

是预防禽流感爆发的重要手段 [10, 11]. 2003 年的非典和 2009 年的新流感大流行通过多种措施 (医

疗, 隔离等) 的干预得到了良好控制 [12, 13]. 这表明我们需要将数学模型拓展到这些主要干预措施

结合的研究中去. 基于此, 本文将通过一个 Filippov 系统讨论 3 种不同控制措施对禽流感传播的综

合影响, 并给出 Filippov 系统的全局动力行为.

2. 模型的建立

禽流感病毒在禽类中的爆发会对家禽业造成严重破坏, 尽管目前禽流感没有治愈方法, 但可以

通过捕杀受感染的禽类来控制禽流感的传播. 由于完全捕杀受感染的禽类通常是不可能的, 在生物

学以及经济学上也是不可取的, 因此应采取控制措施, 将受感染的禽类数量保持在可接受的水平. 为

了尽量减少禽流感的影响, 我们采取了多种干预措施. 在疫情爆发初期阶段, 特别是在没有药物和疫

苗的情况下, 隔离是一种常规的控制方法来降低疾病的传播率. 通常我们认为, 政府只在感染数量达

到阈值水平时才实施相应的干预策略. 其中, 感染的数量是实施控制措施的关键参考指标. 因此, 我

们提出了一个以捕杀受感染的禽类、隔离已感染的人类以及利用医疗资源进行积极治疗作为控制

措施的 SI-SIR 禽流感模型, 建立了如下非光滑的动力系统:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑆𝑎

𝑑𝑡
= 𝑟𝑎𝑆𝑎(1 − 𝑆𝑎

𝐾𝑎
) − 𝛽𝑎𝑆𝑎𝐼𝑎,

𝑑𝐼𝑎
𝑑𝑡

= 𝛽𝑎𝑆𝑎𝐼𝑎 − (𝜇𝑎 + 𝑑𝑎)𝐼𝑎 − 𝜀𝜇𝑐𝐼𝑎,

𝑑𝑆ℎ

𝑑𝑡
= Λ − 𝛽ℎ(1 − 𝑞𝜀)𝑆ℎ𝐼𝑎 − 𝜇ℎ𝑆ℎ,

𝑑𝐼ℎ
𝑑𝑡

= 𝛽ℎ(1 − 𝑞𝜀)𝑆ℎ𝐼𝑎 − (𝜇ℎ + 𝑑ℎ)𝐼ℎ − 𝜀𝜇𝑏𝐼ℎ,

𝑑𝑅ℎ

𝑑𝑡
= 𝜀𝜇𝑏𝐼ℎ − 𝜇ℎ𝑅ℎ,

(1)
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并且

𝜀 =

⎧⎨⎩ 0, 𝐼𝑎 + 𝐼ℎ − 𝐼𝑇 < 0,

1, 𝐼𝑎 + 𝐼ℎ − 𝐼𝑇 > 0,
(2)

其中, 𝑞 是指人类的隔离率, 𝜇𝑐 代表感染禽类的捕杀率, 𝜇𝑏 表示人类通过积极医学治疗的恢复率. 系

统 (1) 中其他参数的含义以及数值详见表 1.

Table 1. Parameters in system (1)

表 1. 系统 (1) 中的参数

参数 意义 值 参考文献

𝑟𝑎 禽类的固定增长率 0.2 假设

𝐾𝑎 禽类种群的最大环境容纳量 600 [14]

𝛽𝑎 感染禽类向易感禽类的传染率 0.001 [8]

𝜇𝑎 禽类的自然死亡率 1/(2 * 365) [15]

𝑑𝑎 禽类的因病死亡率 0.05 [8]

𝜇𝑐 对感染禽类的捕杀率 0.2 假设

Λ 人类的招募率 1020/365 假设

𝛽ℎ 感染禽类向易感人类的传染率 6.7 × 10−6 假设

𝑞 人类的隔离率 0.5 假设

𝜇ℎ 人类的自然死亡率 1/(30 * 70) 假设

𝑑ℎ 人类的因病死亡率 0.3445 [16]

𝜇𝑏 人类通过积极进行医学治疗而产生的恢复率 0.01 假设

一般而言, 我们假设 0 < 𝑞 < 1, 𝜇𝑐 > 𝜇𝑏, 并且 𝑆ℎ + 𝐼ℎ 等于常数 Λ/𝜇ℎ. 从而, 系统 (1) 可被改写

为 ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑑𝑆𝑎

𝑑𝑡
= 𝑟𝑎𝑆𝑎(1 − 𝑆𝑎

𝐾𝑎
) − 𝛽𝑎𝑆𝑎𝐼𝑎,

𝑑𝐼𝑎
𝑑𝑡

= 𝛽𝑎𝑆𝑎𝐼𝑎 − (𝜇𝑎 + 𝑑𝑎)𝐼𝑎 − 𝜀𝜇𝑐𝐼𝑎,

𝑑𝐼ℎ
𝑑𝑡

= 𝛽ℎ(1 − 𝑞𝜀)( Λ
𝜇ℎ

− 𝐼ℎ)𝐼𝑎 − (𝜇ℎ + 𝑑ℎ)𝐼ℎ − 𝜀𝜇𝑏𝐼ℎ.

(3)

为了便于描述, 我们定义 𝜎(𝑍) = 𝐼𝑎 + 𝐼ℎ − 𝐼𝑇 , 其中 𝑍 = (𝑆𝑎, 𝐼𝑎, 𝐼ℎ)𝑇 ∈ 𝑅3
+,

𝑓1(𝑍) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑟𝑎𝑆𝑎(1 − 𝑆𝑎

𝐾𝑎
) − 𝛽𝑎𝑆𝑎𝐼𝑎

𝛽𝑎𝑆𝑎𝐼𝑎 − (𝜇𝑎 + 𝑑𝑎)𝐼𝑎

𝛽ℎ( Λ
𝜇ℎ

− 𝐼ℎ)𝐼𝑎 − (𝜇ℎ + 𝑑ℎ)𝐼ℎ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (4)

𝑓2(𝑍) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑟𝑎𝑆𝑎(1 − 𝑆𝑎

𝐾𝑎
) − 𝛽𝑎𝑆𝑎𝐼𝑎

𝛽𝑎𝑆𝑎𝐼𝑎 − (𝜇𝑎 + 𝑑𝑎)𝐼𝑎 − 𝜇𝑐𝐼𝑎

𝛽ℎ(1 − 𝑞)( Λ
𝜇ℎ

− 𝐼ℎ)𝐼𝑎 − (𝜇ℎ + 𝑑ℎ)𝐼ℎ − 𝜇𝑏𝐼ℎ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (5)
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因此, 系统 (3) 以及 (2) 可以表示为

𝑍̇ =

⎧⎨⎩ 𝑓1(𝑍), 𝑍 ∈ 𝐺1,

𝑓2(𝑍), 𝑍 ∈ 𝐺2,
(6)

其中 𝐺1𝑎ℎ = {𝑍 ∈ 𝑅3
+|𝜎(𝑍) < 0}, 𝐺2𝑎ℎ = {𝑍 ∈ 𝑅3

+|𝜎(𝑍) > 0}. 此外, 流形 𝐺𝑠 可以表示为

𝐺𝑠 = {𝑍 ∈ 𝑅3
+|𝜎(𝑍) = 0}, 并且垂直于 𝐺𝑠 的法向量表示为 𝑛𝑎ℎ = (0, 1, 1)𝑇 .

基于以上建立的模型, 在接下来的部分我们将分别研究 𝐺1𝑎ℎ 区域以及 𝐺2𝑎ℎ 区域的动力学行

为, 然后给出滑模的存在性证明及其动力学行为, 最后讨论全局的动力学行为.

2.1. 区域 𝐺1𝑎ℎ 中子系统的动力学行为

在 𝐺1𝑎ℎ 区域中系统 (6) 的动力学可以表示为⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑆

′

𝑎

𝐼
′

𝑎

𝐼
′

ℎ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑟𝑎𝑆𝑎(1 − 𝑆𝑎

𝐾𝑎
) − 𝛽𝑎𝑆𝑎𝐼𝑎

𝛽𝑎𝑆𝑎𝐼𝑎 − (𝜇𝑎 + 𝑑𝑎)𝐼𝑎

𝛽ℎ( Λ
𝜇ℎ

− 𝐼ℎ)𝐼𝑎 − (𝜇ℎ + 𝑑ℎ)𝐼ℎ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (7)

在子系统 (7) 中, 有两个无病平衡点 𝐸𝐸0
11 = (0, 0, 0), 𝐸𝐸0

12 = (𝐾𝑎, 0, 0), 一个地方病平衡点

𝐸𝐸*
1 = (𝑆*

𝑎1, 𝐼
*
𝑎1, 𝐼

*
ℎ1), 其中

𝑆*
𝑎1 =

𝜇𝑎 + 𝑑𝑎
𝛽𝑎

,

𝐼*𝑎1 =
𝑟𝑎

𝛽𝑎𝑅1

(𝑅1 − 1),

𝐼*ℎ1 =
𝛽ℎΛ𝐼*𝑎1

𝜇ℎ(𝛽ℎ𝐼*𝑎1 + 𝜇ℎ + 𝑑ℎ)
,

𝑅1 =
𝛽𝑎𝐾𝑎

𝜇𝑎 + 𝑑𝑎
.

接下来通过定理 2.1.1 给出以上平衡点的稳定性.

定理 2.1.1. (i) 无病平衡点 𝐸𝐸0
11 总是不稳定的;

(ii) 如果 𝑅1 < 1, 那么无病平衡点 𝐸𝐸0
12 是局部渐近稳定的;

(iii) 如果 𝑅1 > 1, 那么地方病平衡点 𝐸𝐸*
1 是局部渐近稳定的.

证明. 子系统 (7) 的雅可比矩阵为

J1(𝑆𝑎, 𝐼𝑎, 𝐼ℎ) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑟𝑎 − 2𝑟𝑎𝑆𝑎

𝐾𝑎
− 𝛽𝑎𝐼𝑎 −𝛽𝑎𝑆𝑎 0

𝛽𝑎𝐼𝑎 𝛽𝑎𝑆𝑎 − (𝜇𝑎 + 𝑑𝑎) 0

0 𝛽ℎ

(︁
Λ
𝜇ℎ

− 𝐼ℎ

)︁
−𝛽ℎ𝐼𝑎 − (𝜇ℎ + 𝑑ℎ)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .
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(i) 对于无病平衡点 𝐸0
11, 通过求解特征方程 |𝜆𝐸 − J1(𝐸𝐸0

11)|=0, 可得 𝜆1 = 𝑟𝑎 > 0, 𝜆2 =

−(𝜇𝑎 + 𝑑𝑎) < 0, 𝜆3 = −(𝜇ℎ + 𝑑ℎ) < 0. 由于存在正特征根, 因此无病平衡点 𝐸𝐸0
11 总是不稳定的.

(ii) 在无病平衡点 𝐸0
12 处的特征方程为 |𝜆𝐸 − J1(𝐸𝐸0

12)| = 0, 解得 𝜆1 = −𝑟𝑎 < 0, 𝜆2 =

(𝜇𝑎 + 𝑑𝑎)(𝑅1 − 1) < 0, 如果 𝑅1 < 1, 有 𝜆3 = −(𝜇ℎ + 𝑑ℎ) < 0. 因此, 如果 𝑅1 < 1, 则 J1(𝐸𝐸0
12) 的

所有特征值都是负的, 即无病平衡点 𝐸𝐸0
12 是局部渐近稳定的.

(iii) 当 𝑅1 > 1 时, 地方病平衡点 𝐸𝐸*
1 存在. 在点 𝐸𝐸*

1 处的特征方程为

𝜆3 + 𝛼1𝜆
2 + 𝛼2𝜆 + 𝛼3 = 0,

其中

𝛼1 =
𝑟𝑎
𝑅1

+ 𝛽ℎ𝐼
*
𝑎1 + 𝜇ℎ + 𝑑ℎ > 0,

𝛼2 =
𝑟𝑎
𝑅1

(𝛽ℎ𝐼
*
𝑎1 + 𝜇ℎ + 𝑑ℎ) + 𝛽2

𝑎𝑆
*
𝑎1𝐼

*
𝑎1 > 0,

𝛼3 = 𝛽2
𝑎𝑆

*
𝑎1𝐼

*
𝑎1(𝛽ℎ𝐼

*
𝑎1 + 𝜇ℎ + 𝑑ℎ) > 0.

进一步计算可得

𝛼1𝛼2 − 𝛼3 =
𝛼1𝑟𝑎
𝑅1

(𝛽ℎ𝐼
*
𝑎1 + 𝜇ℎ + 𝑑ℎ) +

𝑟𝑎𝛽
2
𝑎𝑆

*
𝑎1𝐼

*
𝑎1

𝑅1

> 0.

根据 Hurwitz 判据 [17] 可知, J1(𝐸𝐸*
1) 的所有特征值都具有负实部. 因此, 地方病平衡点 𝐸𝐸*

1 是局

部渐近稳定的.

2.2. 区域 𝐺2𝑎ℎ 中子系统的动力学行为

在 𝐺2𝑎ℎ 区域中系统 (6) 的动力学可以表示为⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑆

′

𝑎

𝐼
′

𝑎

𝐼
′

ℎ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑟𝑎𝑆𝑎(1 − 𝑆𝑎

𝐾𝑎
) − 𝛽𝑎𝑆𝑎𝐼𝑎

𝛽𝑎𝑆𝑎𝐼𝑎 − (𝜇𝑎 + 𝑑𝑎 + 𝜇𝑐)𝐼𝑎

𝛽ℎ(1 − 𝑞)( Λ
𝜇ℎ

− 𝐼ℎ)𝐼𝑎 − (𝜇ℎ + 𝑑ℎ + 𝜇𝑏)𝐼ℎ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (8)

在子系统 (8) 中, 有两个无病平衡点 𝐸𝐸0
21 = (0, 0, 0), 𝐸𝐸0

22 = (𝐾𝑎, 0, 0), 一个地方病平衡点

𝐸𝐸*
2 = (𝑆*

𝑎2, 𝐼
*
𝑎2, 𝐼

*
ℎ2), 其中

𝑆*
𝑎2 =

𝜇𝑎 + 𝑑𝑎 + 𝜇𝑐

𝛽𝑎

,

𝐼*𝑎2 =
𝑟𝑎

𝛽𝑎𝑅2

(𝑅2 − 1),

𝐼*ℎ2 =
𝛽ℎΛ(1 − 𝑞)𝐼*𝑎2

𝜇ℎ(𝛽ℎ(1 − 𝑞)𝐼*𝑎2 + 𝜇ℎ + 𝑑ℎ + 𝜇𝑏)
,

𝑅2 =
𝛽𝑎𝐾𝑎

𝜇𝑎 + 𝑑𝑎 + 𝜇𝑐

.
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并且

𝑅1 =
𝛽𝑎𝐾𝑎

𝜇𝑎 + 𝑑𝑎
>

𝛽𝑎𝐾𝑎

𝜇𝑎 + 𝑑𝑎 + 𝜇𝑐

= 𝑅2,

𝑆*
𝑎1 =

𝜇𝑎 + 𝑑𝑎
𝛽𝑎

<
𝜇𝑎 + 𝑑𝑎 + 𝜇𝑐

𝛽𝑎

= 𝑆*
𝑎2,

𝐼*𝑎1 =
𝑟𝑎

𝛽𝑎𝑅1

(𝑅1 − 1) >
𝑟𝑎

𝛽𝑎𝑅2

(𝑅2 − 1) = 𝐼*𝑎2,

𝐼*ℎ1 =
𝛽ℎΛ𝐼*𝑎1

𝜇ℎ(𝛽ℎ𝐼*𝑎1 + 𝜇ℎ + 𝑑ℎ)
,

>
𝛽ℎΛ(1 − 𝑞)𝐼*𝑎2

𝜇ℎ(𝛽ℎ(1 − 𝑞)𝐼*𝑎2 + 𝜇ℎ + 𝑑ℎ)
,

>
𝛽ℎΛ(1 − 𝑞)𝐼*𝑎2

𝜇ℎ(𝛽ℎ(1 − 𝑞)𝐼*𝑎2 + 𝜇ℎ + 𝑑ℎ + 𝜇𝑏)
= 𝐼*ℎ2.

下面, 通过定理 2.2.1 给出以上平衡点的稳定性.

定理 2.2.1. (i) 无病平衡点 𝐸𝐸0
21 总是不稳定的;

(ii) 如果 𝑅2 < 1, 那么无病平衡点 𝐸𝐸0
22 是局部渐近稳定的;

(iii) 如果 𝑅2 > 1, 那么地方病平衡点 𝐸𝐸*
2 是局部渐近稳定的

证明. 子系统 (8) 的雅可比矩阵为

J2(𝑆𝑎, 𝐼𝑎, 𝐼ℎ) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑟𝑎 − 2𝑟𝑎𝑆𝑎

𝐾𝑎
− 𝛽𝑎𝐼𝑎 −𝛽𝑎𝑆𝑎 0

𝛽𝑎𝐼𝑎 𝛽𝑎𝑆𝑎 − (𝜇𝑎 + 𝑑𝑎 + 𝜇𝑐) 0

0 𝛽ℎ(1 − 𝑞)
(︁

Λ
𝜇ℎ

− 𝐼ℎ

)︁
−𝛽ℎ(1 − 𝑞)𝐼𝑎 − (𝜇ℎ + 𝑑ℎ + 𝜇𝑏)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

(i) 对于无病平衡点 𝐸𝐸0
21, 通过求解特征方程 |𝜆𝐸 − J2(𝐸

0
21)|=0, 可得 𝜆1 = 𝑟𝑎 > 0, 𝜆2 =

−(𝜇𝑎 + 𝑑𝑎 + 𝜇𝑐) < 0, 𝜆3 = −(𝜇ℎ + 𝑑ℎ + 𝜇𝑏) < 0. 由于存在正特征根, 因此无病平衡点 𝐸𝐸0
21 总是不

稳定的.

(ii) 在无病平衡点 𝐸𝐸0
22 处的特征方程为 |𝜆𝐸 − J1(𝐸

0
12)| = 0, 解得 𝜆1 = −𝑟𝑎 < 0, 𝜆2 =

(𝜇𝑎 + 𝑑𝑎 + 𝜇𝑐)(𝑅2 − 1) < 0, 如果 𝑅2 < 1, 有 𝜆3 = −(𝜇ℎ + 𝑑ℎ + 𝜇𝑏) < 0. 因此, 如果 𝑅2 < 1, 则

J2(𝐸𝐸0
22) 的所有特征值都是负的, 即无病平衡点 𝐸𝐸0

22 是局部渐近稳定的.

(iii) 当 𝑅2 > 1 时, 地方病平衡点 𝐸𝐸*
2 存在. 在点 𝐸𝐸*

2 处的特征方程为

𝜆3 + 𝛾1𝜆
2 + 𝛾2𝜆 + 𝛾3 = 0,
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其中

𝛾1 =
𝑟𝑎
𝑅2

+ 𝛽ℎ(1 − 𝑞)𝐼*𝑎2 + 𝜇ℎ + 𝑑ℎ + 𝜇𝑏 > 0,

𝛾2 =
𝑟𝑎
𝑅2

[𝛽ℎ(1 − 𝑞)𝐼*𝑎2 + 𝜇ℎ + 𝑑ℎ + 𝜇𝑏] + 𝛽2
𝑎𝑆

*
𝑎2𝐼

*
𝑎2 > 0,

𝛾3 = 𝛽2
𝑎𝑆

*
𝑎2𝐼

*
𝑎2[𝛽ℎ(1 − 𝑞)𝐼*𝑎2 + 𝜇ℎ + 𝑑ℎ + 𝜇𝑏] > 0.

进一步计算可得

𝛾1𝛾2 − 𝛾3 =
𝛾1𝑟𝑎
𝑅2

[𝛽ℎ(1 − 𝑞)𝐼*𝑎2 + 𝜇ℎ + 𝑑ℎ + 𝜇𝑏] +
𝑟𝑎𝛽

2
𝑎𝑆

*
𝑎2𝐼

*
𝑎2

𝑅2

> 0.

根据 Hurwitz 判据 [17] 可知, J2(𝐸𝐸*
2) 的所有特征值都具有负实部. 因此, 地方病平衡点 𝐸𝐸*

2 是局

部渐近稳定的.

2.3. 滑动模型的动力学行为

为了研究系统 (6) 滑模的动力学, 我们首先验证了它的存在性. 在 𝐺𝑠 上有 𝐼𝑎 + 𝐼ℎ − 𝐼𝑇 = 0. 下

面计算,

⟨𝑛, 𝑓1⟩ =

⟨⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

1

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑟𝑎𝑆𝑎(1 − 𝑆𝑎

𝐾𝑎
) − 𝛽𝑎𝑆𝑎𝐼𝑎

𝛽𝑎𝑆𝑎𝐼𝑎 − (𝜇𝑎 + 𝑑𝑎)𝐼𝑎

𝛽ℎ( Λ
𝜇ℎ

− 𝐼ℎ)𝐼𝑎 − (𝜇ℎ + 𝑑ℎ)𝐼ℎ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⟩

= 𝛽𝑎𝑆𝑎𝐼𝑎 − (𝜇𝑎 + 𝑑𝑎)𝐼𝑎 + 𝛽ℎ

(︂
Λ

𝜇ℎ

− 𝐼𝑇 + 𝐼𝑎

)︂
𝐼𝑎 − (𝜇ℎ + 𝑑ℎ)(𝐼𝑇 − 𝐼𝑎)

= 𝛽𝑎𝑆𝑎𝐼𝑎 + ℎ1(𝐼𝑎),

其中,

ℎ1(𝐼𝑎) = 𝛽ℎ𝐼
2
𝑎 +

(︂
𝛽ℎ

(︂
Λ

𝜇ℎ

− 𝐼𝑇

)︂
+ (𝜇ℎ + 𝑑ℎ) − (𝜇𝑎 + 𝑑𝑎)

)︂
𝐼𝑎 − (𝜇ℎ + 𝑑ℎ)𝐼𝑇 ,

再计算,

⟨𝑛, 𝑓2⟩ =

⟨⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

1

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑟𝑎𝑆𝑎(1 − 𝑆𝑎

𝐾𝑎
) − 𝛽𝑎𝑆𝑎𝐼𝑎

𝛽𝑎𝑆𝑎𝐼𝑎 − (𝜇𝑎 + 𝑑𝑎 + 𝜇𝑐)𝐼𝑎

𝛽ℎ(1 − 𝑞)( Λ
𝜇ℎ

− 𝐼ℎ)𝐼𝑎 − (𝜇ℎ + 𝑑ℎ + 𝜇𝑏)𝐼ℎ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⟩

= 𝛽𝑎𝑆𝑎𝐼𝑎 − (𝜇𝑎 + 𝑑𝑎 + 𝜇𝑐)𝐼𝑎 + 𝛽ℎ(1 − 𝑞)

(︂
Λ

𝜇ℎ

− 𝐼𝑇 + 𝐼𝑎

)︂
𝐼𝑎 − (𝜇ℎ + 𝑑ℎ + 𝜇𝑏)(𝐼𝑇 − 𝐼𝑎)

= 𝛽𝑎𝑆𝑎𝐼𝑎 + ℎ2(𝐼𝑎),
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其中,

ℎ2(𝐼𝑎) =𝛽ℎ(1 − 𝑞)𝐼2𝑎 +

(︂
𝛽ℎ(1 − 𝑞)

(︂
Λ

𝜇ℎ

− 𝐼𝑇

)︂
+ (𝜇ℎ + 𝑑ℎ + 𝜇𝑏) − (𝜇𝑎 + 𝑑𝑎 + 𝜇𝑐)

)︂
𝐼𝑎

− (𝜇ℎ + 𝑑ℎ + 𝜇𝑏)𝐼𝑇

=ℎ1(𝐼𝑎) − 𝑞𝛽ℎ𝐼
2
𝑎 −

(︂
𝑞𝛽ℎ

(︂
Λ

𝜇ℎ

− 𝐼𝑇

)︂
+ 𝜇𝑐

)︂
𝐼𝑎 − 𝜇𝑏(𝐼𝑇 − 𝐼𝑎)

<ℎ1(𝐼𝑎).

当满足 ⟨𝑛, 𝑓1⟩ > 0 并且 ⟨𝑛, 𝑓2⟩ < 0 时, 滑模存在. 我们有

⟨𝑛, 𝑓1⟩ > 0 ⇒ 𝑆𝑎 > 𝐻1(𝐼𝑎) = −ℎ1(𝐼𝑎)

𝛽𝑎𝐼𝑎
,

⟨𝑛, 𝑓1⟩ < 0 ⇒ 𝑆𝑎 < 𝐻2(𝐼𝑎) = −ℎ2(𝐼𝑎)

𝛽𝑎𝐼𝑎
,

其中𝐻2(𝐼𝑎) > 𝐻1(𝐼𝑎). 此外, ℎ1(0) < 0并且 ℎ1(𝐼𝑎) = 0只有一个正根.如果满足 Λ𝛽ℎ < 𝜇ℎ(𝜇𝑎 +𝑑𝑎)

(即, ℎ1(𝐼𝑇 ) < 0), 那么在区间 (0, 𝐼𝑇 ) 上 ℎ1(𝐼𝑎) 是负的且有 𝐻2(𝐼𝑎) > 𝐻1(𝐼𝑎) > 0. 因此, 滑模域

Σ2 ⊂ 𝐺𝑠 可以定义为

Σ2 , {(𝑆𝑎, 𝐼𝑎, 𝐼ℎ) ∈ 𝐺𝑠 : 𝐻1(𝐼𝑎) < 𝑆𝑎 < 𝐻2(𝐼𝑎), 𝐼𝑎 + 𝐼ℎ = 𝐼𝑇}.

下面我们通过 Utkin 等效控制法 [8] 去求滑模方程. 又因为 𝜎(𝐼𝑎, 𝐼ℎ) = 𝐼𝑎 + 𝐼ℎ − 𝐼𝑇 = 0, 因此

𝑑𝜎

𝑑𝑡
=

𝜕𝜎

𝜕𝐼𝑎

𝑑𝐼𝑎
𝑑𝑡

+
𝜕𝜎

𝜕𝐼ℎ

𝑑𝐼ℎ
𝑑𝑡

= 𝛽𝑎𝑆𝑎𝐼𝑎 − (𝜇𝑎 + 𝑑𝑎)𝐼𝑎 − 𝜀𝜇𝑐𝐼𝑎 + 𝛽ℎ(1 − 𝑞𝜀)

(︂
Λ

𝜇ℎ

− 𝐼ℎ

)︂
𝐼𝑎 − (𝜇ℎ + 𝑑ℎ)𝐼ℎ − 𝜀𝜇𝑏𝐼ℎ

= 0.

对上式中的 𝜀 求解可得

𝜀(𝐼𝑎) =
𝛽𝑎𝑆𝑎𝐼𝑎 − (𝜇𝑎 + 𝑑𝑎)𝐼𝑎 + 𝛽ℎ

(︁
Λ
𝜇ℎ

− 𝐼ℎ

)︁
𝐼𝑎 − (𝜇ℎ + 𝑑ℎ)𝐼ℎ

𝜇𝑐𝐼𝑎 + 𝑞𝛽ℎ

(︁
Λ
𝜇ℎ

− 𝐼ℎ

)︁
𝐼𝑎 + 𝜇𝑏𝐼ℎ

=
𝛽𝑎𝑆𝑎𝐼𝑎 − (𝜇𝑎 + 𝑑𝑎)𝐼𝑎 + 𝛽ℎ

(︁
Λ
𝜇ℎ

− 𝐼𝑇

)︁
𝐼𝑎 + 𝛽ℎ𝐼

2
𝑎 − (𝜇ℎ + 𝑑ℎ)𝐼𝑇 + (𝜇ℎ + 𝑑ℎ)𝐼𝑎

𝑞𝛽ℎ𝐼2𝑎 + [𝑞𝛽ℎ

(︁
Λ
𝜇ℎ

− 𝐼𝑇

)︁
+ (𝜇𝑐 − 𝜇𝑏)]𝐼𝑎 + 𝜇𝑏𝐼𝑇

.

将 𝜀(𝐼𝑎) 代入系统 (3), 又由于 𝑑𝜎
𝑑𝑡

= 0, 我们有 𝑑𝐼𝑎
𝑑𝑡

+ 𝑑𝐼ℎ
𝑑𝑡

= 0. 因此, 滑模的动力学可由以下微分方程
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给出 ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑆𝑎

𝑑𝑡
= 𝑟𝑎𝑆𝑎(1 − 𝑆𝑎

𝐾𝑎
) − 𝛽𝑎𝑆𝑎𝐼𝑎,

𝑑𝐼𝑎
𝑑𝑡

= 𝛽𝑎𝑆𝑎𝐼𝑎 − (𝜇𝑎 + 𝑑𝑎)𝐼𝑎 − 𝜀(𝐼𝑎)𝜇𝑐𝐼𝑎

= 𝐼𝑎

[︀
𝛽𝑎𝑆𝑎𝜇𝑏−(𝜇𝑎+𝑑𝑎)𝜇𝑏+(𝜇ℎ+𝑑ℎ)𝜇𝑐

]︀
(𝐼𝑇−𝐼𝑎)+𝛽ℎ

(︁
Λ
𝜇ℎ

−𝐼𝑇+𝐼𝑎
)︁
𝐼𝑎

[︀
𝑞𝛽𝑎𝑆𝑎−𝑞(𝜇𝑎+𝑑𝑎)−𝜇𝑐

]︀
𝑞𝛽ℎ𝐼2

𝑎+
[︀
𝑞𝛽ℎ

(︁
Λ
𝜇ℎ

−𝐼𝑇
)︁
+(𝜇𝑐−𝜇𝑏)

]︀
𝐼𝑎+𝜇𝑏𝐼𝑇

,

𝑑𝐼ℎ
𝑑𝑡

= −𝑑𝐼𝑎
𝑑𝑡

.

(9)

引理 2.3.1. 如果满足 𝐶1 < 0, 𝐶2 < 0, 𝐶4 > 0, 则一元三次方程

𝑔(𝐼𝑎) = 𝐶1𝐼
3
𝑎 + 𝐶2𝐼

2
𝑎 + 𝐶3𝐼𝑎 + 𝐶4 = 0, (10)

有且只有一个正根.

证明. 由于

𝑔(0) = 𝐶4 > 0, 𝑔(+∞) < 0.

根据中间值定理可知, 方程 (10) 至少有一个正根. 因此, 我们考虑以下所有的情况.

(i) 方程 (10) 有三个实根, 根据韦达定理有

𝐼𝑎1
𝐼𝑎2

𝐼𝑎3
= −𝐶4

𝐶1

> 0, (11)

𝐼𝑎1
+ 𝐼𝑎2

+ 𝐼𝑎3
= −𝐶2

𝐶1

< 0. (12)

根据 (11) 式可知方程 (10) 有一个正根以及两个负根, 或者有三个正根. 又由 (12) 式可知方程 (10)

至少存在一个负根. 因此, 方程 (10) 有唯一的正根.

(ii) 方程 (10) 有一个正根以及一对复根, 我们将其表示为 𝑧, 𝑥 + 𝑦𝑖, 𝑥 − 𝑦𝑖, 其中 𝑥, 𝑦, 𝑧 都是

正数, 我们有

𝑔(𝐼𝑎) = [𝐼𝑎 − (𝑥 + 𝑦𝑖)][𝐼𝑎 − (𝑥− 𝑦𝑖)](𝐼𝑎 − 𝑧)

= 𝐼3𝑎 − (2𝑥 + 𝑧)𝐼2𝑎 + (𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥𝑧)𝐼𝑎 − 𝑧(𝑥2 + 𝑦2) = 0.

与方程 (10) 相比可知, 上式满足 −(2𝑥 + 𝑧) < 0, 这与 𝐶2/𝐶1 > 0 相矛盾.

因此, 方程 (10) 有且只有一个正根.

引理 2.3.2. 如果满足 𝜂2 < 0, 𝜂4 > 0 (这里的 𝜂2 和 𝜂4 在证明中给出), 并且 𝐸𝐸*
𝑠 ∈ Σ2, 则滑模

系统 (9) 存在唯一的正伪平衡点 𝐸𝐸*
𝑠 =

(︁
𝐾𝑎 − 𝐾𝑎𝛽𝑎𝐼

*
𝑎𝑠

𝑟𝑎
, 𝐼*𝑎𝑠, 𝐼𝑐 − 𝐼*𝑎𝑠

)︁
.
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证明. 令 𝑑𝑆𝑎/𝑑𝑡 = 0 并且 𝑑𝐼𝑎/𝑑𝑡 = 0, 可得

𝑆𝑎 = 𝐾𝑎 −
𝐾𝑎𝛽𝑎𝐼𝑎

𝑟𝑎
, (13)

并且

[𝛽𝑎𝑆𝑎𝜇𝑏−(𝜇𝑎+𝑑𝑎)𝜇𝑏+(𝜇ℎ+𝑑ℎ)𝜇𝑐](𝐼𝑇−𝐼𝑎)+𝛽ℎ

(︂
Λ

𝜇ℎ

− 𝐼𝑇 + 𝐼𝑎

)︂
𝐼𝑎[𝑞𝛽𝑎𝑆𝑎−𝑞(𝜇𝑎+𝑑𝑎)−𝜇𝑐] = 0. (14)

将式 (10) 代入到式 (11), 我们得到一个关于 𝐼𝑎 的方程,

𝜂1𝐼
3
𝑎 + 𝜂2𝐼

2
𝑎 + 𝜂3𝐼𝑎 + 𝜂4 = 0, (15)

其中

𝜂1 = − 𝑞𝛽ℎ𝛽
2
𝑎𝐾𝑎 < 0,

𝜂2 =𝛽2
𝑎𝐾𝑎𝜇𝑏 − 𝑞𝛽ℎ𝛽

2
𝑎𝐾𝑎

(︂
Λ

𝜇ℎ

− 𝐼𝑇

)︂
+ 𝛽ℎ[𝑞𝛽𝑎𝐾𝑎𝑟𝑎 − 𝑟𝑎𝑞(𝜇𝑎 + 𝑑𝑎) − 𝑟𝑎𝜇𝑐],

𝜂3 = − 𝛽2
𝑎𝐾𝑎𝜇𝑏𝐼𝑇 − 𝛽𝑎𝐾𝑎𝜇𝑏𝑟𝑎 + (𝜇𝑎 + 𝑑𝑎)𝜇𝑏𝑟𝑎 − 𝑟𝑎𝜇𝑐(𝜇ℎ + 𝑑ℎ)

+ 𝛽ℎ

(︂
Λ

𝜇ℎ

− 𝐼𝑇

)︂
[𝑞𝛽𝑎𝐾𝑎𝑟𝑎 − 𝑟𝑎𝑞(𝜇𝑎 + 𝑑𝑎) − 𝑟𝑎𝜇𝑐],

𝜂4 =[𝛽𝑎𝜇𝑏𝐾𝑎 − (𝜇𝑎 + 𝑑𝑎)𝜇𝑏 + (𝜇ℎ + 𝑑ℎ)𝜇𝑐]𝑟𝑎𝐼𝑇 .

如果 𝜂2 < 0, 𝜂4 > 0, 根据引理 2.3.1 可知方程 (12) 只有一个正根, 我们将其表示为 𝐼*𝑎𝑠. 根据式 (10)

以及 𝐼𝑎 + 𝐼ℎ = 𝐼𝑇 可得,

𝐸𝐸*
𝑠 = (𝑆*

𝑎𝑠, 𝐼
*
𝑎𝑠, 𝐼

*
ℎ𝑠) =

(︂
𝐾𝑎 −

𝐾𝑎𝛽𝑎𝐼
*
𝑎𝑠

𝑟𝑎
, 𝐼*𝑎𝑠, 𝐼𝑇 − 𝐼*𝑎𝑠

)︂
.

此外, 如果满足 𝐸𝐸*
𝑠 ∈ Σ2 ⊂ 𝐺𝑠, 则 𝐸𝐸*

𝑠 是一个伪平衡点.

接下来我们研究伪平衡点 𝐸𝐸*
𝑠 存在时的稳定性并给出以下定理.

定理 2.3.1. 如果满足 𝑞(𝜇𝑎 + 𝑑𝑎) + 𝜇𝑐 − 𝑞𝛽𝑎𝑆
*
𝑎𝑠 > 0, 则 𝐸𝐸*

𝑠 ∈ Σ2 是局部渐近稳定的.

证明. 系统 (9) 前两个方程的雅可比矩阵为

J𝑠(𝑆
*
𝑎𝑠, 𝐼

*
𝑎𝑠) =

⎛⎜⎝ 𝐽11 𝐽12

𝐽21 𝐽22

⎞⎟⎠ , (16)
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其中

𝐽11 =
𝜕𝑆̇𝑎

𝜕𝑆𝑎

(𝑆*
𝑎𝑠, 𝐼

*
𝑎𝑠) = −𝑟𝑎𝑆

*
𝑎𝑠

𝐾𝑎

< 0,

𝐽12 =
𝜕𝑆̇𝑎

𝜕𝐼𝑎
(𝑆*

𝑎𝑠, 𝐼
*
𝑎𝑠) = −𝛽𝑎𝑆

*
𝑎𝑠 < 0,

𝐽21 =
𝜕𝐼𝑎
𝜕𝑆𝑎

(𝑆*
𝑎𝑠, 𝐼

*
𝑎𝑠) =

𝐼*𝑎𝑠

[︁
𝛽𝑎𝜇𝑏(𝐼𝑇 − 𝐼*𝑎𝑠) + 𝑞𝛽𝑎𝛽ℎ𝐼

*
𝑎𝑠

(︁
Λ
𝜇ℎ

− 𝐼𝑇 + 𝐼*𝑎𝑠

)︁]︁
𝑞𝛽ℎ𝐼*2𝑎𝑠 +

[︁
𝑞𝛽ℎ

(︁
Λ
𝜇ℎ

− 𝐼𝑇

)︁
+ (𝜇𝑐 − 𝜇𝑏)

]︁
𝐼*𝑎𝑠 + 𝜇𝑏𝐼𝑇

> 0,

并且

𝐽22 =
𝜕𝐼𝑎
𝜕𝐼𝑎

(𝑆*
𝑎𝑠, 𝐼

*
𝑎𝑠)

=
𝐼*𝑎𝑠[−𝛽𝑎𝑆

*
𝑎𝑠𝜇𝑏 + (𝜇𝑎 + 𝑑𝑎)𝜇𝑏 − (𝜇ℎ + 𝑑ℎ)𝜇𝑐]

𝑞𝛽ℎ𝐼*2𝑎𝑠 +
[︁
𝑞𝛽ℎ

(︁
Λ
𝜇ℎ

− 𝐼𝑇

)︁
+ (𝜇𝑐 − 𝜇𝑏)

]︁
𝐼*𝑎𝑠 + 𝜇𝑏𝐼𝑇

+
𝐼*𝑎𝑠

(︁
− 𝛽ℎ

Λ
𝜇ℎ

[𝑞(𝜇𝑎 + 𝑑𝑎) + 𝜇𝑐 − 𝑞𝛽𝑎𝑆
*
𝑎𝑠] + 𝛽ℎ[𝑞(𝜇𝑎 + 𝑑𝑎) + 𝜇𝑐 − 𝑞𝛽𝑎𝑆

*
𝑎𝑠](𝐼𝑇 − 𝐼*𝑎𝑠)

)︁
𝑞𝛽ℎ𝐼*2𝑎𝑠 +

[︁
𝑞𝛽ℎ

(︁
Λ
𝜇ℎ

− 𝐼𝑇

)︁
+ (𝜇𝑐 − 𝜇𝑏)

]︁
𝐼*𝑎𝑠 + 𝜇𝑏𝐼𝑇

− 𝛽ℎ[𝑞(𝜇𝑎 + 𝑑𝑎) + 𝜇𝑐 − 𝑞𝛽𝑎𝑆
*
𝑎𝑠]𝐼

*2
𝑎𝑠

𝑞𝛽ℎ𝐼*2𝑎𝑠 +
[︁
𝑞𝛽ℎ

(︁
Λ
𝜇ℎ

− 𝐼𝑇

)︁
+ (𝜇𝑐 − 𝜇𝑏)

]︁
𝐼*𝑎𝑠 + 𝜇𝑏𝐼𝑇

= −
𝛽ℎ[𝑞(𝜇𝑎 + 𝑑𝑎) + 𝜇𝑐 − 𝑞𝛽𝑎𝑆

*
𝑎𝑠]

(︁
Λ
𝜇ℎ

− 𝐼𝑇 + 𝐼*𝑎𝑠

)︁
𝐼*2𝑎𝑠(︂

𝑞𝛽ℎ𝐼*2𝑎𝑠 +
[︁
𝑞𝛽ℎ

(︁
Λ
𝜇ℎ

− 𝐼𝑇

)︁
+ (𝜇𝑐 − 𝜇𝑏)

]︁
𝐼*𝑎𝑠 + 𝜇𝑏𝐼𝑇

)︂
(𝐼𝑇 − 𝐼*𝑎𝑠)

−
𝛽ℎ[𝑞(𝜇𝑎 + 𝑑𝑎) + 𝜇𝑐 − 𝑞𝛽𝑎𝑆

*
𝑎𝑠]

(︁
Λ
𝜇ℎ

− 𝐼𝑇

)︁
𝐼*𝑎𝑠 + 2𝛽ℎ[𝑞(𝜇𝑎 + 𝑑𝑎) + 𝜇𝑐 − 𝑞𝛽𝑎𝑆

*
𝑎𝑠]𝐼

*2
𝑎𝑠

𝑞𝛽ℎ𝐼*2𝑎𝑠 +
[︁
𝑞𝛽ℎ

(︁
Λ
𝜇ℎ

− 𝐼𝑇

)︁
+ (𝜇𝑐 − 𝜇𝑏)

]︁
𝐼*𝑎𝑠 + 𝜇𝑏𝐼𝑇

.

如果满足 𝑞(𝜇𝑎+𝑑𝑎)+𝜇𝑐−𝑞𝛽𝑎𝑆
*
𝑎𝑠 > 0,可知 𝐽22 < 0. 因此, 𝐽11+𝐽22 < 0并且 𝐽11 ·𝐽22−𝐽12 ·𝐽21 > 0,

即 (16) 的所有特征值都具有负实部, 则 𝐸𝐸*
𝑠 ∈ Σ2 是局部渐近稳定的.

2.4. 全局的动力学行为

我们已经研究了 𝐺1𝑎ℎ 区域以及 𝐺2𝑎ℎ 区域的动力学行为, 并给出了滑模的存在性证明及其动力

学分析, 接下来我们将讨论 𝑅𝑖 > 1, 𝑖 = 1, 2 时系统 (6) 的全局动力学行为. 值得注意的是, 选择不同

的阈值 𝐼𝑇 , 系统 (6) 将呈现不同的动力学行为. 根据 𝐼*𝑎1, 𝐼
*
ℎ1, 𝐼

*
𝑎2 以及 𝐼*ℎ2 的关系, 系统 (6) 的动力

学行为可以分为三种情况. 为了进一步证明理论结果, 我们进行了一些数值模拟, 并且数值模拟中

所用参数的数值已在表 1 中给出.
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2.4.1. Case 1: 𝐼*𝑎1 + 𝐼*ℎ1 < 𝐼𝑇 , 𝐼
*
𝑎2 + 𝐼*ℎ2 < 𝐼𝑇

如果满足 𝐼*𝑎1 + 𝐼*ℎ1 < 𝐼𝑇 且 𝐼*𝑎2 + 𝐼*ℎ2 < 𝐼𝑇 , 此时 𝐸𝐸*
1 和 𝐸𝐸*

2 都落在 𝐺1𝑎ℎ 区域内, 并且没有

平衡点落在 𝐺2𝑎ℎ 区域, 则 𝐸*
1 是一个真平衡点, 𝐸𝐸*

2 是一个假平衡点, 我们将其分别记为 𝐸𝐸𝑅
1 和

𝐸𝐸𝑉
2 . 下面我们来说明, 在这种情况下 𝐸𝐸𝑅

1 将达到稳定.

定理 2.4.1.1 如果满足 𝐼*𝑎1 + 𝐼*ℎ1 < 𝐼𝑇 且 𝐼*𝑎2 + 𝐼*ℎ2 < 𝐼𝑇 , 则 𝐸𝐸𝑅
1 是稳定的.

证明. 在这种条件下, 𝐺1𝑎ℎ 区域内只有一个平衡点 𝐸𝐸𝑅
1 , 根据定理 2.1.1 可知, 𝐸𝐸𝑅

1 是稳定

的.

Figure 1. 𝐸𝐸𝑅
1 is stable when 𝐼*𝑎1 + 𝐼*ℎ1 < 𝐼𝑇 and 𝐼*𝑎2 + 𝐼*ℎ2 < 𝐼𝑇 , where 𝐼𝑇 = 220

图 1. 当 𝐼*𝑎1 + 𝐼*ℎ1 < 𝐼𝑇 且 𝐼*𝑎2 + 𝐼*ℎ2 < 𝐼𝑇 时, 𝐸𝐸𝑅
1 是稳定的, 其中 𝐼𝑇 = 220

图 1 展示了 𝐼*𝑎1 + 𝐼*ℎ1 < 𝐼𝑇 且 𝐼*𝑎2 + 𝐼*ℎ2 < 𝐼𝑇 的情况下, 𝐼𝑇 = 220 时可能的轨迹情况:

(a) 从 𝐺1𝑎ℎ 区域出发的轨线直接稳定到真平衡点 𝐸𝐸𝑅
1 .

(b) 从 𝐺2𝑎ℎ 区域出发的轨线穿过流形 𝐺𝑠, 进入到 𝐺1𝑎ℎ 区域, 并在 𝐺1𝑎ℎ 区域中稳定到真平衡

点 𝐸𝐸𝑅
1 .
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(c) 从 𝐺1𝑎ℎ 区域出发的轨线先击中滑动段 Σ2 ⊂ 𝐺𝑠, 并在滑动段上滑到其边界 𝐻1, 然后进入

𝐺1𝑎ℎ 区域并最终稳定到真平衡点 𝐸𝐸𝑅
1 .

(d) 从 𝐺2𝑎ℎ 区域出发的轨线先击中滑动段 Σ2 并滑到其边界 𝐻1, 然后进入𝐺1𝑎ℎ 区域并最终稳

定到真平衡点 𝐸𝐸𝑅
1 .

2.4.2. Case 2: 𝐼*𝑎1 + 𝐼*ℎ1 > 𝐼𝑇 , 𝐼
*
𝑎2 + 𝐼*ℎ2 > 𝐼𝑇

当 𝐼*𝑎1 + 𝐼*ℎ1 > 𝐼𝑇 且 𝐼*𝑎2 + 𝐼*ℎ2 > 𝐼𝑇 时, 𝐸𝐸*
1 和 𝐸𝐸*

2 都落在 𝐺2𝑎ℎ 区域, 并且没有平衡点位于

𝐺1𝑎ℎ 区域. 在这种情况下, 𝐸𝐸*
1 是假平衡点而 𝐸𝐸*

2 是真平衡点, 我们将其分别记为 𝐸𝐸𝑉
1 和 𝐸𝐸𝑅

2 .

下面我们通过定理 2.4.2.1 来说明 𝐸𝐸𝑅
2 能够达到稳定.

定理 2.4.2.1 如果满足 𝐼*𝑎1 + 𝐼*ℎ1 > 𝐼𝑇 且 𝐼*𝑎2 + 𝐼*ℎ2 > 𝐼𝑇 , 则 𝐸𝐸𝑅
2 是稳定的.

证明. 在这种情况下, 𝐺2𝑎ℎ 区域中只有一个平衡点 𝐸𝐸𝑅
2 . 在定理 2.2.1 中我们已经证明了

𝐸𝐸𝑅
2 是稳定的. 下面我们通过图 2 来进一步说明.

Figure 2. 𝐸𝐸𝑅
2 is stable when 𝐼*𝑎1 + 𝐼*ℎ1 > 𝐼𝑇 and 𝐼*𝑎2 + 𝐼*ℎ2 > 𝐼𝑇 , where 𝐼𝑇 = 80

图 2. 当 𝐼*𝑎1 + 𝐼*ℎ1 > 𝐼𝑇 且 𝐼*𝑎2 + 𝐼*ℎ2 > 𝐼𝑇 时, 𝐸𝐸𝑅
2 是稳定的, 其中 𝐼𝑇 = 80
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图 2 展示了 𝐼*𝑎1 + 𝐼*ℎ1 > 𝐼𝑇 且 𝐼*𝑎2 + 𝐼*ℎ2 > 𝐼𝑇 的情况下, 𝐼𝑇 = 80 时可能的轨迹情况:

(a) 从 𝐺2𝑎ℎ 区域出发的轨线直接稳定到真平衡点 𝐸𝐸𝑅
2 .

(b) 从 𝐺1𝑎ℎ 区域出发的轨线穿过流形 𝐺𝑠, 并在区域 𝐺2𝑎ℎ 中稳定到真平衡点 𝐸𝐸𝑅
2 .

(c) 从 𝐺1𝑎ℎ 区域出发的轨线首先击中滑动段 Σ2 并滑到其边界 𝐻2, 然后进入 𝐺2𝑎ℎ 区域, 最终

在 𝐺2𝑎ℎ 区域中稳定到真平衡点 𝐸𝐸𝑅
2 .

(d) 从 𝐺2𝑎ℎ 区域出发的轨线首先击中滑动段 Σ2 并滑到其边界 𝐻2, 最终在区域 𝐺2𝑎ℎ 中稳定到

真平衡点 𝐸𝐸𝑅
2 .

2.4.3. Case 3: 𝐼*𝑎1 + 𝐼*ℎ1 > 𝐼𝑇 , 𝐼
*
𝑎2 + 𝐼*ℎ2 < 𝐼𝑇

当 𝐼*𝑎1 + 𝐼*ℎ1 > 𝐼𝑇 且 𝐼*𝑎2 + 𝐼*ℎ2 < 𝐼𝑇 时, 𝐸𝐸*
1 落在 𝐺2𝑎ℎ 区域内, 𝐸𝐸*

2 落在 𝐺1𝑎ℎ 区域内, 此时

𝐸𝐸*
1 和 𝐸𝐸*

2 都是假平衡点, 我们将其分别记为 𝐸𝐸𝑉
1 和 𝐸𝐸𝑉

2 . 如果 𝐸𝐸*
𝑠 ∈ Σ2 ⊂ 𝐺𝑠, 则 𝐸𝐸*

𝑠 是一

个伪平衡点. 下面我们通过定理 2.4.3.1 来说明, 如果满足 𝐼*𝑎1 + 𝐼*ℎ1 > 𝐼𝑇 且 𝐼*𝑎2 + 𝐼*ℎ2 < 𝐼𝑇 , 则 𝐸𝐸*
𝑠

存在时稳定.

Figure 3. 𝐸𝐸*
𝑠 is stable when 𝐼*𝑎1 + 𝐼*ℎ1 > 𝐼𝑇 and 𝐼*𝑎2 + 𝐼*ℎ2 < 𝐼𝑇 , where 𝐼𝑇 = 170

图 3. 当 𝐼*𝑎1 + 𝐼*ℎ1 > 𝐼𝑇 且 𝐼*𝑎2 + 𝐼*ℎ2 < 𝐼𝑇 时, 𝐸𝐸*
𝑠 是稳定的, 其中 𝐼𝑇 = 170

DOI: 10.12677/aam.2021.103077 715 应用数学进展

https://doi.org/10.12677/aam.2021.103077


王敬文, 杨友苹

定理 2.4.3.1 在 𝐼*𝑎1+𝐼*ℎ1 > 𝐼𝑇 且 𝐼*𝑎2+𝐼*ℎ2 < 𝐼𝑇 的条件下,如果满足 𝑞(𝜇𝑎+𝑑𝑎)+𝜇𝑐−𝑞𝛽𝑎𝑆
*
𝑎𝑠 > 0,

则 𝐸𝐸*
𝑠 存在时稳定

证明. 在流形 𝐺𝑠 的两边没有平衡点存在. 此外, 在定理 2.3.1 中已经证明了 𝐸𝐸*
𝑠 的稳定性.

下面我们通过图 3 来进一步说明.

图 3 展示了 𝐼*𝑎1 + 𝐼*ℎ1 > 𝐼𝑇 且 𝐼*𝑎2 + 𝐼*ℎ2 < 𝐼𝑇 的情况下, 𝐼𝑇 = 170 时可能的轨迹情况:

(a) 从𝐺1𝑎ℎ 区域出发的轨线击中滑模域 Σ2, 并最终在滑模域 Σ2 ⊂ 𝐺𝑠 上收敛到伪平衡点 𝐸𝐸*
𝑠 .

(b)从𝐺2𝑎ℎ 区域出发的轨线击中滑模域 Σ2, 并最终在滑模域 Σ2 ⊂ 𝐺𝑠 上收敛到伪平衡点 𝐸𝐸*
𝑠 .

(c) 从 𝐺1𝑎ℎ 区域出发的轨线穿过流形 𝐺𝑠 进入 𝐺2𝑎ℎ 区域, 然后再次击中 𝐺𝑠, 并在滑动段

Σ2 ⊂ 𝐺𝑠 上收敛到伪平衡点 𝐸𝐸*
𝑠 .

(d) 从 𝐺2𝑎ℎ 区域出发的轨线穿过流形 𝐺𝑠 进入 𝐺1𝑎ℎ 区域, 然后再次击中 𝐺𝑠, 并在滑动段

Σ2 ⊂ 𝐺𝑠 上收敛到伪平衡点 𝐸𝐸*
𝑠 .

3. 结论与展望

在禽流感爆发的最初阶段, 许多人不知道这种疾病的存在, 因此不会采取任何预防措施, 这将会

导致疾病迅速爆发. 当禽流感发展到一定程度即所谓的阈值水平时, 人们便开始采取一定的措施以

防造成更大的损失. 根据阈值选取的不同, 系统 (1) 呈现出了不同的动力学行为. 通过对非光滑系统

的定性分析, 我们得到了模型的滑模动力学及其全局动力学: 针对阈值 𝐼𝑇 的不同, 模型的解要么收

敛到一个真平衡点 (即 𝐸𝐸𝑅
1 或 𝐸𝐸𝑅

2 ), 要么收敛到一个伪平衡点 (即 𝐸𝐸*
𝑠 ). 为了抑制爆发或将感染

的数量稳定到可接受的水平，我们必须选择合适的阈值 𝐼𝑇 从而使系统 (1) 的解轨线收敛到 𝐺1𝑎ℎ

区域的 𝐸𝐸*
1 或者滑模域 Σ2 ⊂ 𝐺𝑠 上的 𝐸𝐸*

𝑠 .

综上所述, 一个良好的阈值策略是防止疾病爆发或将感染的数量控制在可接受水平的关键因素.

在本文中值得注意的是, 我们假设人类的免疫力是永久性的 (即恢复后的人类不会再次被感染). 对

于禽类种群, 已感染的禽类被假定保持受感染 (即受感染的禽类不会移动到其他类别). 此外, 对于系

统 (1) 中伪平衡点存在性的分析, 在本文中我们只展开了一种情况 (即引理 2.3.2), 实际上它有更丰

富的结果, 我们将这一问题作为未来的研究.
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