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摘  要 

本文建立了一个包括海洛因和HIV共同传播的具有双线性发生率的疾病模型，对该模型的分析不是一件

易事。我们分别得到了吸食海洛因和HIV感染的基本再生数，以及它们的入侵再生数。当吸食海洛因和

HIV感染的基本再生数都小于1时，唯一的无病平衡点总是存在并且是稳定的。当HIV感染(吸食海洛因)
的基本再生数小于1时，HIV感染(吸食海洛因)的边界平衡点存在，并且其局部稳定的充分条件是海洛因

使用者(HIV感染)的入侵再生数小于1。最后，我们得到了决定共存平衡点存在与否的关系式。 
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Abstract 
We present an epidemic model with bilinear incidence that incorporates the joint dynamics of 
heroin and HIV, a model that is hard to analyze. We compute independent reproductive numbers 
for heroin use ( )UR  and HIV ( )VR . We also get the invasion reproductive number of heroin ad-

diction ( )uiR1  and HIV infection ( )viR1  respectively. We obtain that the only one disease-free 

equilibrium always exists and it is stable if { }U VR Rmax , 1< . The boundary equilibrium of HIV in-
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fection exists if VR 1>  and it is locally stable if and only if uiR2 1< . And we can get that the boun-

dary equilibrium of heroin use exists if UR 1>  and it is locally stable if and only if viR1 1< . Finally, 
we manage to obtain some relations that can be used to determine the existence of coexistence 
equilibrium. 
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1. 引言 

海洛因，一系列吗啡类毒品的总称，是以吗啡生物碱作为合成起点得到的半合成毒品，俗称几号、

白粉、白面、红鸡、白戈珠。是阿片毒品系列中的精制品。海洛因具有很高的成瘾风险，并且对人类的

危害极大。文献[1]表明可以用经典的流行病模型来研究海洛因的成瘾和传播从而制定相关的控制策略。

自此出现了大量研究海洛因滥用和传播的数学模型[2] [3] [4] [5]。由于阿片类药物的高致死率，引起了人

们的广泛关注。艾滋病是由人类免疫缺陷病毒(HIV)引起的性传播疾病，根据血清分型，HIV可分为I型
(HIV-1)和II型(HIV-2)，它是一种危害性极大的传染病，HIV是一种能攻击人体免疫系统的病毒。主要经

以下3种途径传播：性接触、血液及血制品(包括共用针具静脉注射毒品、介入性医疗操作等)和母婴传播(包
括经胎盘、分娩时和哺乳传播)，注射是最容易造成感染的。我国艾滋病患者中90%以上是因静脉注射毒

品造成的。 
共感模型是几种特定疾病共同传播的模型，相关的研究有很多[6]-[12]。在两种疾病模型中共感会导

致复杂的动力学行为，因此共存平衡点明确的表达式是很难确定的。Blyuss和Kyrychko [8]研究了一个SIS
两种疾病模型，也只是用数值模拟得到了共感平衡点的存在性。Gao [13]研究了一个双线性的SIS疾病模

型，并通过数值模拟得到了丰富的动力学现象，比如后向分支、Hopf分支。 
文献[14]利用入侵再生数[15]严格证明了一个具有超感染和完全接种疾病模型的共存平衡点的存在

性和局部稳定性。Martcheva和Pilyugin [16]建立了一个具有年龄结构的两种疾病共同感染的共感模型，通

过分析得到了两个共存平衡点的存在性。更多关于入侵再生数的定义，我们可以参考文献[16] [17] [18]。 
为了解释在人群中海洛因和艾滋病毒同时感染和传播的原因，在本文中，我们提出了一个关于海洛

因和HIV共同感染的新的数学模型。我们用双线性发生率来模拟两种疾病的新情况。接下来，我们将人

群分为五类，即易感者 ( )S t 、海洛因吸食者 ( )U t 、艾滋病毒感染者 ( )V t 、同时感染(海洛因/艾滋病毒) 

( )I t 、艾滋病患者 ( )A t 。我们假设艾滋病患者是孤立的，总人数 N S U V I= + + + 。海洛因成瘾者与易

感者的有效接触率为 1C ，吸毒者每次有效接触的传播率为 Uβ 。同时，HIV感染者与易感人群的有效接触

率为 2C ，HIV感染者每次有效接触的传染率为 Vβ 。从而我们有以下的海洛因和HIV在人群中传播的感染

力函数， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 1

2 2

: ,

: ,
U U

V V

t C U t I t U t I t

t C V t I t V t I t

λ β β

λ β β

= + = +

= + = +
                         (1) 
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在感染力函数采用上述形式的情况下，模型的结构 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

2

1 2

d
,

d
d

,
d

d
,

d
d

,
d

d
,

d

U V

U V U

V U V

V U I

A

S t
S t U t t S t t S t

t
U t

t S t q t U t d U t
t

V t
t S t t V t d V t I t

t
I t

q t U t t V t d I t I t
t

A t
V t I t d A t

t

µ δ λ λ

λ λ µ δ

λ λ µ γ σδ

λ λ µ γ σδ

γ γ µ


= Λ − + − −




= − − + +

 = − − + + +



= + − + + −



= + − +


            (2) 

初始条件为： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 00 , 0 , 0 , 0 , 0 .S S U U V V I I A A= = = = =              (3) 

在系统(2)中，参数Λ是输入率，µ 是自然死亡率，δ 吸毒者的康复率， 1γ 、 2γ 分别是感染HIV和吸

毒者感染AIDS的传播率 ( )2 1γ γ≥ ， Ud 是吸毒导致的死亡率， Vd 是感染HIV导致的死亡率， Id 是共感导

致的死亡率 I Vd d≥ ， Ad 是AIDS导致的死亡率。 Vqλ 表示感染艾滋病毒的海洛因吸食者的感染力。 Iσδ 表

示从共感染到HIV感染的康复率。此外，我们假设每接触一个共感的人最多只能传播一种疾病。 
据我们所知，目前关于海洛因滥用与HIV同时感染和传播的相关研究很少。本文的方法可以推广到

具有饱和发病率的共感疾病模型的研究。本文的组织结构如下：下一节给出了系统(2)的一些初步结果，

包括基本再生数和平衡点的存在性。第三节利用基本再生数和入侵再生数，严格地证明了无病平衡点、

海洛因传播边界平衡点和HIV感染边界平衡点的局部稳定性。在第4节中得到了海洛因与HIV的共存平衡

点存在的条件。在第5节中，总结了研究成果。 

2. 边界平衡点 

由于系统(2)的前四个方程与最后一个方程无关，所以我们只需要考虑下面的系统 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

2

d
,

d
d

,
d

d
,

d
d

,
d

U V

U V U

V U V

V U I

S t
S t U t t S t t S t

t
U t

t S t q t U t d U t
t

V t
t S t t V t d V t I t

t
I t

q t U t t V t d I t I t
t

µ δ λ λ

λ λ µ δ

λ λ µ γ σδ

λ λ µ γ σδ


= Λ − + − −




= − − + +

 = − − + + +

 = + − + + −

                (4) 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 00 , 0 , 0 , 0 .S S U U V V I I= = = =                         (5) 

我们假设总人口 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )N t S t U t V t I t= + + + 满足下面的方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

d
.

d U V I

N t
N t d U t d V t d I t

t
µ γ γ= Λ − − − + − +                  (6) 

从这里开始，将考虑系统(4)~(5)并研究其动力学行为。定义集合 

( ): , , , : .D S U V I X S U V I
µ

 Λ
= ∈ + + + ≤ 
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定义(4)~(5)的解半流 : X Xψ + +→ 满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , 0,t S t U t V t I t tψ ψ = ∀ ≥  

其中 ( )0 0 0 0, , ,S U V I Xψ += ∈ ，并且 4X + += � ，那么 D 是 ( )tψ 的正向不变集，在这个意义下 

( ) , 0, .t D t Dψ ψ ψ∈ ∀ ≥ ∈  

引理2.1 对于D中任意给定的初始值，当 )0,t∈ ∞ 时系统(2)~(3)有唯一的解，并且系统(2)~(3)的解在

它们的存在区间上保持非负。 
病原体的基本数被定义为一个感染个体在它的整个感染期可以在都是易感个体中感染个体的预期数

量。对应海洛因吸食者和HIV感染的基本再生数分别为 

( ) ( )
1 2

1

,U V
U V

R R
d d

β β
µ µ δ µ µ γ

Λ Λ
= =

+ + + +
                        (7) 

要了解更多关于基本再生数数的信息，可以参考[2] [19]。 

自然地，系统(4)有一个无病平衡点 ( )0
0 ,0,0,0E S∗ = 其中 0S

µ
Λ

= 。我们用 ( )1 1 1, ,0,0E S U∗ ∗ ∗= 表示与海 

洛因传播(不包括 HIV 感染)相对应的边界平衡点。用 ( )2 2 2,0, ,0E S V∗ ∗ ∗= 表示与艾滋病毒传播相对应的边界

平衡点(海洛因传播除外)。 
接下来，分别证明了在人群中海洛因传播边界平衡点 1E∗ 和 HIV 传播边界平衡点 2E∗ 的存在性。为了

平衡点 1E∗ 我们设 1N ∗为海洛因传输在平衡点处取值 1U ∗时，总人口 N 的取值。由系统(4)可得平衡点 1E∗ 满

足 

( )
1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

0,

0,

0.
U

U

S U U S

U S d U

N d U

µ δ β

β µ δ

µ

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗

Λ − + − =

− + + =

Λ − − =

                             (8) 

从(8)的第二个式子，可以得到 

1
U

S
Rµ

∗ Λ
=                                     (9) 

将(9)代入(8)的第一个方程，可以得到 

1
1 11

U U

SU S
d d
µ

µµ µ

∗
∗ ∗Λ − Λ  Λ
= = − + +  

                        (10) 

将(9)和(10)代入(8)的第三个方程，可以得到 

( ) ( )
( )

( )
( )

1

1
1

1 1

U
U U

U U U UU

U U U U

Sd
d U d

N

d d S R dd S
d d d R

µ
µ

µ µ

µ µ µ
µ µ µ µ µ

∗

∗
∗

∗ ∗

Λ −
Λ −

Λ − +
= =

Λ + − Λ − Λ +Λ +
= = =

+ + +

              (11) 

类似地，我们用 ( )2 2 2,0, ,0E S V∗ ∗ ∗= 表示 HIV 感染的边界平衡(不包括海洛因传播)为了得到平衡点 2E∗ ，假

设 2N ∗是人群中的 HIV 感染处于平衡点 2V ∗ 时总人口在平衡点处的取值。由系统(4)，可以得到平衡点 2E∗ 满

足 
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( )
( )

2 2 2 2

2 2 2 1 2

2 1 2

=0,

0,

0.
V

V

S V S

V S d V

N d V

µ β

β µ γ

µ γ

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗

Λ − −

− + + =

Λ − − + =

                              (12) 

按照求 1E∗ 类似的步骤，可以得到 HIV 的边界平衡点的表达式 

2

2 2
1

,

1 ,

V

V

S
R

V S
d

µ
µ

µ γ

∗

∗ ∗

Λ
=

Λ  = − + + Λ 

 

( )

( ) ( )( )
( )

( )
( )

1 2
2

1 1 2

1

1

1

.

V

V V

V

V V

V V

d V
N

d d S

d

R d
d R

γ
µ

µ γ γ µ

µ µ γ

µ γ
µ µ γ

∗
∗

∗

Λ − +
=

Λ + + − + Λ −
=

+ +

Λ + +
=

+ +

                        (13) 

注意两个边界平衡点的取值并不依赖于共感类。 
为了表明 1U ∗和 2V ∗ 是正的，从(9)~(11)和(13)，我们可以得到 

1
11

U U

U
d Rµ

∗  Λ
= − +  

并且 2
1

11 ,
V V

V
d Rµ γ

∗  Λ
= − + +  

 

显然，如果 1UR > 则有 1 0U ∗ > ，如果 1VR > ，则有 2 0V ∗ > 。 
综上所述，可以得到下面的结论。 

定理 2.1 系统(4)总是存在唯一的一个无病平衡点 0E∗ ，此外当 1UR > 时，有唯一的一个海洛因传播的

边界平衡点 1E∗ ，当 1VR > 时，有唯一的一个 HIV 传播的边界平衡点 2E∗ 。 
此外，在接下来的讨论中我们会发现边界平衡点的稳定性也依赖于两个基本再生数。 

3. 平衡点的稳定性 

在这一节中，我们将证明涉及到上述基本再生数 UR 和 VR 的系统公式参考此处边界平衡点的稳定性。 
定理 3.1 如果 { }max , 1U VR R < ，那么唯一的无病平衡点 0E∗ 是局部稳定的。 
证明： 
通过将系统(4)在无病平衡点 0E∗ 处线性化，我们得到特征方程 ( )( )det 0λ∆ = ，即 

( )1 2 1 2

1 1

2 1 1

2

0 0
0.

0 0

0 0 0

U

V

I

d

d

d

λ µ δ β β β β
µ µ µ

λ β µ δ β
µ µ

λ β µ γ β σδ
µ µ

λ µ γ σδ

Λ Λ Λ
+ − + +

Λ Λ
− + + + −

=
Λ Λ

− + + + − −

+ + + +

     (14) 

显然，方程(14)的根是 1λ µ= − ， ( )( )2 1U Ud Rλ µ δ= + + − ， ( )( )3 1 1V Vd Rλ µ γ= + + − ， 

( )4 2Idλ µ γ σδ= − + + + 则当且仅当 { }max , 1U VR R < 时，方程所有的根都是负的常数。因此，如果
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{ }max , 1U VR R < ，唯一的无病平衡点 0E∗ 是局部稳定的。 
由定理 2.1 我们知道当 1UR > 时，存在唯一的海洛因边界平衡点 1E∗ 。边界平衡点 1E∗ 的稳定性由下面

的定理给出。 
定理 3.2 当 1 1viR < 时，唯一的边界平衡点 1E∗ 是局部稳定的，当 1 1viR > 时， 1E∗ 是不稳定的。 
证明： 
注意到 1 1 1N S U∗ ∗ ∗= + 通过将系统(4)在边界平衡 1E∗ 处线性化，我们得到了雅可比矩阵 

( )1 0
A C

J E
B

∗  
=  
 

                                   (15) 

其中 

( )1

1

1 1

,
0

U
U d

A S
U

δ
µ

β

∗

∗

∗

 Λ +
− − + =  
 
 

 

2 1 1 1 2 1

2 1 1 1 2 1

,
S S S

C
q U S q U
β β β
β β β

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

 − − −
=  

− − 
 

( )
2 1 1 2 1

2 1 1 2 1 2

,
S Q S

B
q U q U Q
β β σδ
β β β

∗ ∗

∗ ∗

 − +
=   + − 

 

其中， 1 1 1 1VQ U dβ µ γ∗= + + + ， 2 2IQ dµ γ σδ= + + +  

显然， ( ) 1

1

0
UTr A

S
δ ∗

∗

Λ +
= − < ， ( ) ( )1 1det 0UA U dβ µ∗= + > 。 

因此，A的特征值具有负实部。 

稳定性要求 B 满足 ( ) 0Tr B < 并且 ( )det 0B > 注意到 

( ) ( )( ) ( ) ( )2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 1det B S Q q U Q q U Sβ β β β β σδ∗ ∗ ∗ ∗= − − − + +  

通过简单的计算，我们可以得到 

( ) ( ) ( )1 2 2 1 2 1 1 2 1 1 1 1det B Q Q S Q U q U Q Uβ β β σδ β σδ∗ ∗ ∗ ∗= − + − + −  

定义 

( ) ( )2 1 2 1 1 2 1 11

1 2 1 1
vi

S Q U q U Q
R

Q Q U

β β β σδ

β σδ

∗ ∗ ∗

∗

+ + +
=

−
                         (16) 

我们称 1
viR 是 HIV 感染的侵入再生数假设 1 1viR < ，则有 ( )det 0B > 接下来，需要证明 ( ) 0Tr B < 。事 

实上，由 ( )det 0B > ，可以得到 2 1 1S Qβ ∗ − 和 2 1 2q U Qβ ∗ − 有相同的符号。注意到 2 1 2 1 1

2 1 2

1vi
q U q U Q R

Q Q Q
β β∗ ∗

= ≤ < 。 

我们可以得到 2 1 2 0q U Qβ ∗ − < ，那么 2 1 1 0S Qβ ∗ − < 。因此， ( ) 0Tr B < 。从而可以得到 1E∗ 是局部渐近

稳定的。如果 1 1viR > ，我们有 ( )det 0B < ，因此 1E∗ 是不稳定的。这就完成了 1E∗ 稳定性的证明。 
由定理 2.1，我们可以知道，当 1VR > 时，存在一个唯一的 HIV 感染的边界平衡点 2E∗ 。接下来，我

们将证明边界平衡态 2E∗ 的局部稳定性。 
定理 3.3 当 2 1uiR < 时，唯一的边界平衡点 2E∗ 是局部稳定的，当 2 1uiR > 时， 2E∗ 是不稳定的。 
证明： 
注意 2 2 2N S V∗ ∗ ∗= + 通过将系统(4)在边界平衡 2E∗ 处线性化，我们得到了雅可比矩阵 
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( )2 0
A CJ E

B
∗  
=  
 

� �
�                                   (17) 

其中 

2 2
2

2 2

,
0

S
SA
V

β

β

∗
∗

∗

Λ − − =  
 
 

�  

( )1 2 1 2 2

1 2 2 2 1 2

,
S S

C
V S V

δ β β β
β β β σδ

∗ ∗

∗ ∗ ∗

 − − +
=  

− − + 
�  

( )
( ) ( )

1 2 2 2 1 2

2 1 2 1 2 2

,V

I

S q V d S
B

q V V d
β β µ δ β

β β β µ γ σδ

∗ ∗ ∗

∗ ∗

 − − + +
=   + − + + + 
�  

显然， ( )
2

0Tr A
S∗

Λ
= − <� ， ( ) 2

2 2 2det 0A V Sβ ∗ ∗= >� 。 

因此， A� 的特征值有负的实部。 
关于 B� ，我们需要 ( ) 0Tr B <� 并且 ( )det 0B >� 通过简单的计算，我们有 

( ) ( )( ) ( )1 2 3 1 2 2 2 1 1 2 2

2 3 1 2 2 1 2 3 1 2 2 2

det B S Q V Q q S V

Q Q S Q V Q q S V

β β β β β

β β β β

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

= − − − +

= − − −

�
 

定义 

( ) ( )
( )( )

1 2 2 1 2 2 22

2 2 2 1 2 2 2

I V
ui

I V

S d V q V d
R

d q V d q S V

β µ γ σδ β β µ δ

µ γ σδ β µ δ β β

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

+ + + + + + +
=

+ + + + + + −
                  (18) 

称 2
uiR 是海洛因吸食者的入侵基本再生数。假设 2 1uiR < ，那么我们有 ( )det 0B >� ，这表明 1 2 3S Qβ ∗ − 和 

1 2 2V Qβ ∗ − 有相同的符号，由于 21 2

3

1ui
S R

Q
β ∗

≤ < 。从而可以得到 1 2 3 0S Qβ ∗ − < ， 1 2 2 0V Qβ ∗ − < 。因此，我们 

可以得到 ( ) 0Tr B <� 。因此， 2E∗ 是局部渐近稳定的。如果 2 1uiR > ，可以得到 ( )det 0B <� 。则 2E∗ 是不稳定

的。 
定理 3.2~3.3 告诉我们两个边界平衡点 2E∗ 和 1E∗ 的局部稳定性分别由入侵再生数 2

uiR 、 1
viR 决定。这些

结果表明，共感的存在并没有消除竞争排斥的条件。 

4. 海洛因吸食和 HIV 感染共存平衡点的存在性 

当两个基本再生数都大于 1，即 1UR > 并且 1VR > 时， 1E∗ 和 2E∗ 都存在，并且 0E∗ 是不稳定的。在这

种情况下，共存平衡点的明确的表达式是很难计算得到的。因此，我们尝试找到了一些确定共存平衡点

存在你的关系。为了研究共存平衡点 ( ), , ,E S U V I∗ ∗ ∗ ∗ ∗= 的存在性，我们令 x U I∗ ∗= + ， y V I∗ ∗= + 。E∗

的分量可以通过将方程(4)的右端为 0 来确定。 
则有 1 1xλ β= ， 2 2 yλ β= ， 

( )
( )
( )

1 2

1 2

2 1 1

2 1 2

0

0

0

0

U

V

I

S U xS yS

xS q yU d U

yS xV d V I

q yU xV d I I

µ δ β β

β β µ δ

β β µ γ σδ

β β µ γ σδ

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

 = Λ − + − −


= − − + +


= − − + + +
 = + − + + −

                      (19) 
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令 

1 2, , ,U U V V I Id d dµ µ δ µ µ γ µ µ γ= + + = + + = + +                    (20) 

由(19)的第二个式子可得 

1

2 U

xSU
q y d

β
β µ δ

∗
∗ =

+ + +
                                 (21) 

将(21)代入(19)的第一个式子，我们可以得到 

*

1

S
B
Λ

=                                        (22) 

其中 

( )

1
1 1 2

2

1 2
2

2

0.

U

U

U

xB x y
q y d

x q y d
y

q y

δβ
µ β β

β µ δ

β β µ
µ β

β µ

= + + −
+ + +

+ +
= + +

+

>

 

从而 S∗ 可以由x和y确定。 
由(19)的第三个式子可得 

2

1 1

,
V

yS IV
x d
β σδ

β µ γ

∗ ∗
∗ +
=

+ + +
                                (23) 

将(23)代入(19)的第四个式子，可得 

1 2
2

1

2

,V

xyq yU S
x

I
B

β ββ
β µ

∗ ∗

∗

+
+

=                              (24) 

其中 

1
2 2

1 1

1

I
V

V
I

V

xB d
x d

x

β σδ
µ γ σδ

β µ γ
σδµ

µ
β µ

= + + + −
+ + +

= +
+

                        (25) 

由(21)和(24)我们可以知道x和y满足下面的方程 

( ), ,x xF x y=  

( ), ,y yG x y=  

其中 

( ) ( )

( )

2 1 1 2

2 2 2 1

1 2
2

12

1 1 2

, 1 ,

, 1 ,

U V

V

V V

q y S ySF x y
B q y B x

xSq U
xSG x y

x x B

β β β β
β µ β µ

β ββ
β µβ σδ

β µ β µ

∗ ∗

∗
∗

∗

 
= + +  + + 

+
  +

= + + + + 

                  (26) 

其中 S∗ 和U ∗都是x和y的函数。由于 0, 0x y≠ ≠ ，那么方程(26)可以简化为如下的形式 
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( )
( )

, 1,

, 1.

F x y

G x y

=

=
                                    (27) 

从(20)到(25)我们可以知道共存平衡点 E∗ 对应于两条曲线 1F = 和 1G = 的交点。 

5. 结论 

静脉注射毒品极易造成艾滋病感染，实际上，吸毒也会造成 HIV 感染的增加。本文忽略了艾滋病的

重要传播途径，建立了一个 HIV/海洛因同时感染的疾病模型，用来描述海洛因和 HIV 在人群中的共同传

播和感染。研究结果表明当海洛因和 HIV 的基本再生数均小于 1 时 { }max , 1U VR R < ，唯一的无病平衡点

是始终存在并且稳定的。为了考虑同时感染和传播在共感系统中的作用，我们引了入侵再生数。入侵再

生数 2
uiR 给出了当人口处于平衡状态 2E∗ 时，也就是在人群中只有 HIV 感染时，吸毒者的增加情况。入侵

再生数 1
viR 给出了当人口处于平衡状态 1E∗ ，也就是在人群中只有海洛因传播时，HIV 感染的增加数量。

边界平衡点 1E∗ 和 2E∗ 的局部稳定性完全由入侵再生数决定。具体的说就是当 1 1viR < 时， 1E∗ 是局部稳定的，

当 1 1viR > 时， 1E∗ 是不稳定的。此外，当 2 1uiR < 时， 2E∗ 是局部稳定的，当 2 1uiR > 时， 2E∗ 是不稳定的。进

一步，当两个入侵再生数都大于 1 时，虽然没有得到共存平衡点的明确的表达式，但是却得到了决定内

部平衡点是否存在的方程(见方程(27))。 
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