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摘  要 

本文假设部件工作时间和修理工空闲时间服从指数分布，部件维修时间和修理工休假时间服从一般分布。

把系统方程化为Cauchy问题，通过C0半群理论得到系统动态解的性质，再分析算子的性质得到算子的本

征值，从而得到修理工带休假的两同型部件冷贮备可修系统的指数稳定性。 
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Abstract 
This paper assumes that component working time and repairman idle time obey exponential dis-
tribution, component maintenance time and repairman vacation time obey general distribution. 
The system equation is transformed into the Cauchy problem, the properties of the dynamic solu-
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tion of the system are obtained by the theory of C0 semigroups, and then the eigenvalues of the 
operator are obtained by analyzing the properties of the operator, the exponential stability of the 
cold standby repairable system with two identical components is obtained. 
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1. 引言 

冷贮备是当主单元出现问题时，贮备单元才开始运行的系统，贮备期间不发生故障，例如文献[1]。
对于冷贮备系统来说，它的性能通常通过系统稳定性来判断例如[2]。 

目前多数文章都假设系统发生问题之后能马上维修来讨论系统的稳定性，例如文献[3] [4]。但是实际

上，当系统故障时可能由于修理工不一定在场，系统需要一段待处理时间。因此将修理工的休假和空闲

等状态考虑到可修系统中是有意义的例如[5]。这类系统大多数采用的是马尔可夫等方法比如文献[6] [7]。 
因此文章在文献[7]的基础上讨论修理工带休假的冷贮备可修系统，主要运用 C0 半群理论，根据系统

动态解的性质和算子性质得到系统的指数稳定性。 

2. 系统模型 

2.1. 基本假设 

回顾文献[7]中系统模型：假设部件分别记为 M，N，修理工记为 V： 
M，N 的工作时间分布为 ( ) ( )1 1 exp ,  0J t t tλ= − − ≥ ； 
V 空闲时间的分布为 ( ) ( )2 1 exp ,  0J t t tβ= − − ≥ ； 

M，N 修复时间的分布为 ( ) ( ) ( )( )0 0
d 1 exp d

t t
U t u y y y yµ= = − −∫ ∫ ； 

V 休假时间的分布为 ( ) ( ) ( )( )0 0
d 1 exp d

t t
H t h x x x xα= = − −∫ ∫ 。 

2.2. 系统的状态 

状态 0：M 工作，N 贮备，V 空闲。 
状态 1：M 工作，N 贮备，V 休假。 
状态 2：M 工作，N 故障，V 休假。 
状态 3：M 在工作，N 在修理。 
状态 4：M，N 都待修，V 休假。 
状态 5：M 在修理，N 待修。 

2.3. 系统的符号与方程 

X(t)代表 t 时系统所处状态的一个变量，Y(t)代表 t 时系统出现问题时所对应的维修时间。 
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系统数学方程为 
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∫

                         (1) 
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∞ ∞ ∞

∞

=

 = + + +

 =



= =

∫ ∫ ∫

∫
         (2) 

初始条件为 

( )0 0 1P = ，其余是 0                               (3) 

为了使方程更合理，做以下假设： 

(1) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 ,  0 ,  d , d
x y

x yα µ α ξ ξ µ ξ ξ≤ < ∞ ≤ < ∞ < ∞ < ∞∫ ∫ 。 

(2) ( ) ( )
0 0

d , dα ξ ξ µ ξ ξ
∞ ∞

= ∞ = ∞∫ ∫ 。 

(3) ( ) ( )1 20 0

1 10 lim d , 0 lim d
x y

x y
C C

x y
α ξ ξ µ ξ ξ

→∞ →∞
< = < ∞ < = < ∞∫ ∫ 。 

选择合适的状态空间 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }T 1 1
0 1 2 3 4 5 0X , , , , , R, L R , L R , 1,2,4; 3,5i jP P P x P x P y P x P y P P x P y i j+ += = ∈ ∈ ∈ = =



 
并且定义范数为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3 4 5P P P x P x P y P x P y= + + + + +


 

明显得到 ( )X, ⋅ 是一个 Banach 空间。 
在 X 中分别定义算子 A，B 如下： 

https://doi.org/10.12677/aam.2021.105152


寇玉芳，原文志 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.105152 1431 应用数学进展 
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并且算子 A 的定义域为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
1 0

3 0 2 50 0

dd
X , L R , 0 ,

d d

        ,0 , d , d , 1, 2, 4; 3,5

ji P yP x
D A P P P t

x y

P t P t P t x x x P t y y y i j

β
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∞ ∞
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0 0 0 d 0 0
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λ
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∫

 

所以 ( ) ( ) ( ) ( )D A B D A D B D A+ = = ， ( )D A 中 ( ) ( ),i jP x P y 绝对连续，因此系统方程转化成 Banach
空间 X 中的 Cauchy 问题： 

( ) ( ) ( ) [ )

( ) ( )T
0

d
,  0,

d
0 1,0,0,0,0,0

P t
A B P t t

t
P P


= + ∈ ∞


 = =





 

3. 系统动态解的性质 

定义 1 如果对于每一个 Ef ∈ ，存在 Og∈ ，使 f g≤ ，则称 E 的子集 O 在 E 中共尾。 
定义 2 [8]设X是Bananch空间，X上的有界线性算子半群 ( ) ( ), 0T t t ≥ 称为有界线性算子强连续半群，

如果 

( )
0

lim , X
t

T t x x x
→

= ∈对一切 成立  

X 上的有界线性算子强连续半群简称为 C0 类半群。 
定理 1 [8]设 X 是 Bananch 空间， ( )T t 是 X 上一个 C0 半群。则存在常数 0ω ≥ 和 1M ≥ ，使得

( ) e tT t M ω≤ 对于 0t ≥ 成立。 
定理 2 [8] (Lumer-Phillips)若 A 是闭稠定耗散算子，且 ( )1 Aρ∈ ，则 A 生成一个 C0 半群 ( )T t ，并且

满足 ( ) 1T t ≤ 。 
定理 3 ( )D A B+ 在 X 中是稠密的。 
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证明由[9]知， ( )D A 在 X 中是稠密的。而且因为 ( ) ( )D A B D A+ = ，从而 ( )D A B+ 在 X 中稠密。 
定理 4 [10]算子 A B+ 是预解正算子。 
定理 5 算子 A B+ 的对偶算子 ( )A B ∗+ 有 

( )
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( ) ( ) ( ) ( )
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证明 任给 ( )P D A B∈ + 和 XQ ∗∈ ，有 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 3 0 1 10 0

2 2 1 20 0

3 30

4 4 2 40 0

,

dd d
d

d d d
d
d d
d
d d d
d

A B P Q

P P y y y Q x P x Q x x
x

x P x Q x x P x Q x x
x

y P y Q y y
y

x P x Q x x P x Q x x
x

λ β µ λ α

λ α λ

λ µ

α λ

∞ ∞

∞ ∞

∞

∞ ∞

+

  = − + + − + +     
 − + + + 
 
 

− + + 
 
 − + + 
 

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫ ∫

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

5 5 3 50 0

0 1 3 0

1 2 10

2 3 4 20

3 0 5 30

d d d
d

0 0

d d
d
d 0 d
d

d d
d

y P y Q y y P y Q y y
y

Q Q Q P

x Q x Q x P x x
x

x Q x x Q Q x P x x
x

y Q y y Q Q y P y y
y

µ λ

λ β β λ

λ α λ

λ α α λ

λ µ µ λ

∞ ∞

∞

∞

∞

 
− + + 

 
= − + + +  

  + − − +    
  + − − + +    
  

+ − − + +  
  

∫ ∫

∫

∫

∫

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

4 5 40

5 3 50

d 0 d
d

d ( ) 0 d
d

,

x Q x x Q P x x
x

y Q y y Q P y y
y

P A B Q

α α

µ µ

∞

∞

∗

  + − +    
  

+ − +  
  

= +

∫

∫  

https://doi.org/10.12677/aam.2021.105152


寇玉芳，原文志 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.105152 1433 应用数学进展 
 

定理 6 A B+ 生成正的压缩 C0 半群 T(t)。 
证明 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1

0 L R L R
X R L R L R , 1,2,4; 3,5i jP P P P x P y i j+ +

+ + = ∈ × × = + + = = 
 

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 L R L R
X R L R L R max , , 1, 2, 4; 3,5i jQ Q Q Q x Q y i j∞ + ∞ +

∗ ∞ + ∞ +  = ∈ × × = = =  
  

 

 

X∗的正锥 

( ) ( ) ( ){ }0 1 2 3 4 5 0X X , , , , , 0, , 0, 1, 2, 4; 3,5i jQ Q Q Q Q Q Q Q Q x Q y i j∗ ∗
+ = = ≥ ≥ = =  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dd
X , L R , , L R , 1,2,4; 3,5

d d
ji

i j

Q yQ x
D A B Q Q x Q y i j

x y
∗ ∗ ∞ + ∞ +  + = ∈ ∈ ∈ = = 

  



绝对连续
 

( )( ) ( )( )XD A B D A B∗ ∗∗
+

+
+ = +  

从而 

( ) ( )( )T
0 , , Xi jf f f x f y ∗

+∀ = ∈


 

( ) ( ) ( ) ( )1 10 L R L R
max , ,i jf f f x f y+ +

 =  
 



 

因此 

( ) ( )0 , , , 0, 0i jf f f f x f f y x y≥ ≥ ≥ ≥ ≥
  

 

又因为 ( ) ( ) ( )1 ,1 L Rx y ∞ +∈ 且绝对连续，而且 ( ) ( ) ( )d d1 , 1 L R
d d

x y
x x

∞ +∈  

对于 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1g f f x f x f y f x f y D A B ∗

+
= ∈ +

    

  

( ) ( ) ( ) ( )0 0, 1 0, 1 0, 0, 0i jf f f x f x f y f y x y− ≥ − ≥ − ≥ ≥ ≥
  

 

有 0g f− ≥




也就是 f g≤




。因此根据定义 1 有，在 X∗
+ 中任选一个 f



，存在 ( )( )g D A B ∗

+
∈ +


使 f g≤




，

即 ( )( )D A B ∗

+
+ 在 X∗

+ 中共尾。而且 A B+ 是稠定的，再由定理 4，因此算子 A B+ 生成了正的 C0 半群 T(t)。 
定理 7 系统存在非负时间解 ( ),P t ⋅ ，而且是唯一的，并且满足 ( ) [ ), 1, 0,P t t⋅ = ∀ ∈ ∞ 。 
证明 根据定理 6 可知，系统存在时间依赖解 ( ),P t ⋅ ，而且唯一非负，还可以表示成 

( ) ( ) [ )0, , 0,P t T t P t⋅ = ∀ ∈ ∞ 。又由 ( ),P t ⋅ 满足方程组(1)，从而有
( )d ,

0
d

P t
t
⋅

= ，所以 

( ) ( ) [ )0 0, 1, 0,P t T t P P t⋅ = = = ∀ ∈ ∞ 。 

4. 算子的性质 

定义 3 如果算子 A B+ 是半群 ( )T t 的无穷小生成元，那么增长界 

( ) ( ){ }inf R 1, . . 0, e tω A B ω M s t t T t M ω+ = ∈ ∃ ≥ ∀ ≥ ≤  

定义 4 算子 A B+ 的谱上界 ( ) ( ) ( ){ }inf R ,s A B ω A Bω ρ+ = ∈ ∞ ⊆ +  
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定理 8 算子 A B+ 的增长界 ( ) 0ω A B+ = 。 
证明 
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                      (4) 

把(4)从 0 到 +∞积分，代入(2)，(3)，同时把每个式子左右分别相加有
d

0
d

P

t
=



。 

所以方程组对应的半群是非扩张的，由初始条件 ( )0 0 1P = 可得 ( ) 1T t = 。因此半群的增长界

( ) 0ω A B+ = 。 
定理 9 算子 A B+ 的谱上界 ( ) 0s A B+ = 。 
证明由定理 6 和[11]中的定理 2.2，有 ( ) ( ) 0s A B A Bω+ = + = 。 

5. 系统的指数稳定性 

定理 10 { }{ }C Re 0 , R\ 0r r r ia a∈ > = ∈或 包含于算子 A + B 的预解集 ( )A Bρ + 中。 
证明 对任意 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 1 2 3 4 5, , , , ,G g g x g x g y g x g y= ，考虑算子方程 ( )( )rI A B P G− + = ，得到方

程组 
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解方程组(5)可得 
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G y g

G x g G

G y g G

τ

τ

τ

τ

τ

λ α σ σ

λ α σ σ

λ µ σ σ

α σ σ

µ σ σ

τ τ

τ λ τ τ

τ τ

τ λ τ τ

τ λ τ τ

− + +

− + +

− + +

− +

− +

∫

∫

∫

∫

∫

=

= +

=

= +

= +

∫

∫

∫

∫

∫

 

令 

( )( )0 d
1 0

e d
x rF xα σ σ∞ − +∫= ∫  

( )( )0 d
2 0

e d
y rF yµ σ σ∞ − +∫= ∫  

( ) ( )( )0 d
3 0

e d
y rF y yλ µ σ σµ

∞ − + +∫= ∫  

( ) ( )( )0 d
4 0

e d
x rF x xλ α σ σλ α

∞ − + +∫= ∫  

( ) ( )( )0 d
5 0

e d
x rF x xλ α σ σα

∞ − + +∫= ∫  

( ) ( )0 0 30
dW g y G y yµ

∞
= + ∫  

1 0W =  

( ) ( )2 50
dW y G y yµ

∞
= ∫  

( ) ( )3 40
dW x G x xα

∞
= ∫  

将(7)代入 ( ) ( ) ( )0 0 30
dr P g P y y yλ β µ

∞
+ + = + ∫ 及边界条件(6)中，得到如下矩阵方程： 

( )
( )
( )

03 0

1 1

35 4 2 3 2 2

51 4 5 3

0 0
01 0 0
01
00 1 0 1

Pr F W
P W
PF F rF F rF W
PrF F F W

λ β
β
λ

+ + −     
    −     =
    − − + −
    

+ + −      

 

令 
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3

5 4 2 3 2

1 4 5

0 0
1 0 0

1
0 1 0 1

r F

K
F F rF F rF

rF F F

λ β
β
λ

+ + − 
 − =
 − − + −
 

+ + − 

 

下证矩阵 K 是非奇异的。 
由于 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

0

0

d
5 4 1 4 5 1 0

3 3 2 3

d
2 2 0

1 1 e d 1

1 1 e d 1

x

y

r

r

r

F F rF F F rF x x

F F rF F

rF rF y y

α σ σ

µ σ σ

β λ λ β λ β

α

µ

∞ − +

∞ − +

∫

∫

− + − = + < + +

− + + + − = − = <

− = < +

− = − = <

∫

∫

 

所以矩阵 K 不可约且按列对角占优， det 0K ≠ 。从而得到方程组 ( )( )rI A B P G− + = 有唯一的解，

说明 ( )rI A B− + 是满射。又 ( )rI A B− + 是闭的，且有定理 3，所以根据逆算子定理， ( ) 1
rI A B

−
− +   是存

在的而且是线性有界的。因此 { }{ }C Re 0 , R\ 0r r r ia a∈ > = ∈或 时， ( )r A Bρ∈ + 。 
定理 11 0 是 A B+ 的本征值，而且几何重数为 1。 
证明 K 的行列式 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

3

5 4 2 3 2

1 4 5

1 2 2

5 4 2 3 2

1 4 5

2
1 2 1 2 3 1 4 1 5 2 4 2 5 2 3 4 5

2 2 2 2
1 3 1 2 4 1 2 5 2 1 2 3 2 4 2 5 2 3

0 0
1 0 0

1
0 1 0 1

1
1 0 0

1
0 1 0 1

r F

K
F F rF F rF

rF F F

F F F

r
F F rF F rF

rF F F

r r F F F F F F F F F F F F F F F F F

r F F F F F F F F F F F F F F F F r r F F

λ β
β
λ

β
λ

β

λ

+ + −
−

=
− − + −

+ + −

−
=

− − + −
+ + −

= − + + − − + + +
+ + + + − − − + + +   

 

令 0K = ，则上式中 0r = 或者 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
1 2 1 2 3 1 4 1 5 2 4 2 5 2 3 4 5

2 2 2 2
1 3 1 2 4 1 2 5 2 1 2 3 2 4 2 5 2 3 0

r F F F F F F F F F F F F F F F F F

r F F F F F F F F F F F F F F F F r r F F

β

λ

 − + + − − + + +
+ + + + − − − + + + =  

 

因此 0 是系统算子的本征值， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 2 3 4 5, , , , ,P P P x P x P y P x P y= 是对应本向量。令 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3 4 5
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,  , , , ,PP P P x P x P y P x P y

P
= =  

是 A + B 本征值所对应的非负的本征向量，而且是系统的非负稳态解，显然 0 在 X 中的几何重数为

1。 
定理 12 A + B 的本征值是 0，代数重数是 1，而且 ( )T1,1,1,1,1,1 是 0 对应的特征向量。 
证明 用反证法：想要得到 0 的代数重数是 1，要证明 0 的代数指数为 1。假定 0 在 X 中的代数指数

是 2，那么存在 Z 使 ( ) ˆA B Z P+ = 。因此讨论 ( ) 0A B Q∗+ = 。根据定理 5 有 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 1 3

1 2 3

2 3 4

3 0 5

4 5

5 3

0 0 0

d 0 0
d
d 0 0
d
d 0
d
d 0 0
d
d 0 0
d

Q Q Q

x Q x Q x x Q
x

x Q x x Q Q x
x

y Q y y Q Q y
y

x Q x x Q
x

y Q y y Q
y

λ β β λ

λ α λ α

λ α α λ

λ µ µ λ

α α

µ µ

− + + + =

  − − + + =  
  − − + + =  
  − − + + = 
 
 − + = 
 
 
 − + = 
 

                      (8) 

解上述方程组有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3 4 5Q Q x Q x Q y Q x Q y= = = = = ，容易验证 ( )( )Q D A B ∗∈ + ，而且 0 为

( )A B ∗+ 的本征值，令 ( )1,1,1,1,1,1Q∗ = ，有Q∗为 0 对应的本向量，并且几何重数是 1，即 ( ) 0A B Q∗ ∗+ = ，

( ) ( )ˆ, , , 0P Q A B Z Q Z A B Q∗∗ ∗ ∗= + = + = ，但是 ˆ, 1P Q∗ = ，存在矛盾，因此 0 是本征值，而且代数

重数为 1。 
定理 13 系统(1)的时间依赖解是有强收敛性的，并且收敛于稳态解，也就是 ( ) ˆlim ,

t
P t P

→∞
⋅ = ，而且

( ) ˆ, e tP t P M λ−⋅ − ≤ ，其中 M 为某个适当的常数。 
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