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摘  要 

本文采用构造分段函数的方法、不动点定理、上下解的方法研究了带积分边界条件的三阶微分方程解的

存在性问题。我们给出了其格林函数，构造了一个合适的锥和算子，其中非线性项Z满足Nagumo条件，

进而我们获得了解存在的充分条件。 
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Abstract 
In this paper, we study the existence of solutions of the third order differential equations with 
integral boundary conditions by using the method of constructing piecewise functions, the fixed 
point theorem and the method of upper and lower solutions. We give its Green’s function, con-
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struct a suitable cone and operator, where the nonlinear term satisfies Nagumo condition, and 
then obtain sufficient conditions for understanding the existence. 
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1. 引言 

我们讨论如下完全三阶边值问题 

( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0

, , , ,  0,1 ,

0 d ,  0 1 0.

u t f t u t u t u t t

u g s u s s u u

 ′′′ ′ ′′− = ∈


′ ′′= = = ∫
                       (1) 

其中 [ ] 3: 0,1f R R× →连续， ( ) ( )0 0,  u g s≤ 为非负函数，在非线性项 ( ), , ,f t x y z 关于 z 满足 Nagumo 条件，运用特殊的截

断技巧、Leray-Schauder 不动点定理以及上下解方法，获得了该方程解存在性[1]。 

2. 预备知识 

设 ( )C I 为 I 上的全体连续函数按范数 ( )maxc t I
u u t

∈
= 构成的 Banach 空间，对 n N∈ ， ( )nC I 表示 I 上 

n 阶连续可微函数按范数 { }( )max , ,n
n

C c c ct I
u u u u

∈
′=  构成的函数空间[2]。 

定义 1.1 [3] 设 ( ) ( )3t C Iα ∈ ， ( ) ( )0 0t tα β≤ ≥， 若 ( )tα 满足  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0

, , , ,  ,

0 d ,  0 0,  1 0.

t f t t t t t I

g s s s

α α α α

α α α α

 ′ ′′− ≤ ∈


′ ′′≤ ≤ ≤ ∫
                        (2) 

则称 ( )tα 为(1)的下解。若(1)的不等式符号均取逆，则称 ( )tβ 为方程(1)的上解。 
对 ( )h C I∀ ∈ ，方程(1)相应线性边值问题 

( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0

,  0,1 ,

0 d ,  0 1 0.

u t h t t

u g s u s s u u

′′′− = ∈


′ ′′= = = ∫
                          (3) 

存在解 ( )3u C I∈ ，则通过对式子积分很容易得到 

( ) ( ) ( )
0

0 d .
t

u t u y s s′′ ′′− = −∫
 

将 1t = 带入得 

( ) ( )1

0
0 d .u y s s′′ = ∫

 

再次积分可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 d .
t

u t u tu t s y s s′ ′ ′′− = − −∫
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再次进行积分可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 22
0

1 10 0 d .
2 2

u t u t u t s y s s′′− = − −∫  

将边界条件 ( ) ( ) ( )1

0
0 du u s g s s= ∫ 以及 ( ) ( )1

0
0 d .u y s s′′ = ∫ 带入得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 22
0 0 0

1 1

0 0

1 1d d d
2 2

d , d .

t
u t u s g s s t y s s t s y s s

u s g s s G t s y s s

= + − −

= +

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1

0 0 0 0 0
d d d , d d .u s g s s g s u g s g s G s y sτ τ τ τ τ τ   = +      ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

 

进而我们可以得到 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ){ }1 1 1

10 0 0

0

1d , d d .
1 d

u s g s s g s G s y s
g s s

τ τ τ =   −
∫ ∫ ∫

∫

 

即 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ){ }

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

10 0 0

0

1 1 1

10 0 0

0

1

0

1, d , d d
1 d

1, , d d d
1 d

, d ,

u t G t s y s s g s G s y s
g s s

G t s g s G s y s y s s
g s s

H t s y s s

τ τ τ

τ τ τ

 = +   −

 
  = +    − 

=

∫ ∫ ∫
∫

∫ ∫ ∫
∫

∫

 

其中有 

( ) ( )
( )

( ) ( )1

1 0

0

1, , , d .
1 d

H t s G t s G s g
g s s

τ τ τ= +
−

∫
∫

                         (4) 

( )
( )22

2

1 ,   0 1
2,
1 .                      0 1
2

t t s s t
G t s

t t s

  − − ≤ ≤ ≤  = 
 ≤ ≤ ≤


                               (5) 

则算子 ( ) ( )3:T C I C I→ 为线性有界算子。 
由嵌入的 ( ) ( )3 2C I C I→ 的紧性，则 ( ) ( )2:T C I C I→ 是线性全连续算子。 
为了论述方便，我们引入以下条件： 

(H1) 存在 [ )0,+∞ 上正值函数 ( )h ρ 满足
( ) ( ) ( )d max min

p t Jt J
t t

h
ρ ρ β α
ρ

+∞

∈∈
′ ′> −∫ ，其中 

( ) ( ) ( ) ( ){ }max 1 0 , 0 1
t J

P β α β α
∈

′ ′ ′ ′= − − 使得 f 关于 z 满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,  ,  ,  ,  .f t x y z h z t J t x t t y t z Rα β α β′ ′≤ ∈ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈
 

(H2) 当 ( ) ( ) ( ) 2,  , ,t x t t y z J Rα β≤ ≤ ∈ × 时，我们对于任意 t J∈ ，有 

( )( ) ( ) ( )( ), , , , , , , , ,f t t y z f t x y z f t t y zα β≤ ≤ ； 
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(H3) 对 ( ) 3, , ,t x y z I R∀ ∈ × 有 ( ) ( ), , , , , , 0.x yf t x y z f t x y z+ <  

3. 主要引理 

引理 3.1 [1]对 ( )h C I∈ ，(3)的解满足 ( )3:u Th C I= ∈ 满足 

2,  .C C C C Cu u u u u′ ′′ ′′≤ ≤ =  

证明 对 t I∀ ∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 d d
t t

CC
u t u u s s u s s t u u′ ′ ′ ′= + ≤ ≤ ≤∫ ∫

 

( ) ( )
0

d
t

CC
u t u s s t u u′ ′′ ′′ ′′= ≤ ≤∫

 

因此有 

,C C Cu u u′ ′′≤ ≤  

{ }2 max , , .C C C C Cu u u u u′ ′′ ′′= =
 

引理 3.2 [4]设 3:f I R R× → 连续，若存在常数 , , , 0a b c d ≥ 满足 1a b c+ + < 以及 0d > ，使得满足以下

条件 
(1) ( ), , , ,  ,  , , ,f t x y z a x b y c z d t I x y z R≤ + + + ∈ ∈  
(2) ( ) ( )2 2 2 1 1 1, , , , , ,f t x y z f t x y z−  
   2 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 2,  ,  , , , , , ,a x x b y y c z z t I x x y y z z R≤ − + − + − ∈ ∈  

则式子(1)存在唯一解。 
证明 证明过程参考文献[1]中引理 1.2 的证明。 

4. 主要结论及证明 

定理 4.1 [5]设 3:f I R R× → 上连续，方程(1)存在下解 ( )tα 以及上解 ( )tβ ，满足 ( ) ( )t tα β′ ′≤ ，若 f
满足条件(H1)和(H2)，则方程(1)至少存在一个解 ( )3u C I∈ 满足 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

t u t t

t u t t

α β

α β

≤ ≤

′ ′ ′≤ ≤

 

证明 有条件(H1)， 0M∃ > 使得 

( ) ( ) ( )d max min
M

P t It I

s s t t
h s

β α
∈∈

′ ′> −∫
 

取常数 2 2 1C CN M β α= + + + ，令 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1

,   

, ,        

,   

t x t

t x x t x t

t x t

β β

η α β

α α

>


= ≤ ≤
 <

 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2

,    

, ,          

,    

t x t

t y y t y t

t x t

β β

η α β

α α

′ ′>


′ ′= ≤ ≤
 ′ ′<
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[ ]
,      

,      
,   

N

N z N
z z N z N

N z N

>
= − ≤ ≤
− < −

 

作 ( ), , ,f t x y z 的截断函数 

( ) ( ) ( ) [ ]( ) ( )2*
1 2 2

,
, , , , , , , ,

1N

y t y
f t x y z f t t x t y z

y
η

η η
−

= −
+

 

有 

( ) ( ){ }* , , , max , , , : , ,

1,
C C C Ct I

C C

f t x y z f t x y z x y z Nα β α β

α β
∈

′ ′≤ ≤ + ≤ + ≤

′ ′+ + +

 

则 * 3:f I R R× → 连续有界，因此得到以下方程： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0

* , , , ,  0,1 ,

0 d ,  0 1 0.

u t t u t u t u t t

u g s u s s u

f

u

 ′′′ ′ ′′− = ∈


′ ′′= = = ∫
                          (6) 

有解 ( ) ( )3
0u t C I∈ ，下证 ( )0u t 为方程(1)的解。 

先证 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0,  ,  t J t u t t t u t tα β α β′ ′ ′∀ ∈ ≤ ≤ ≤ ≤ 成立，我们不妨采用反证法，假设存在 [ ]0,1t∈ ， 
使得 ( ) ( )0u t tβ′ ′> 成立，考虑 ( ) ( ) ( )0u t u t tβ′ ′ ′= − ，让 ( ) ( )0max 0

t I
u t u t

∈
′ ′= > 。 

(i) 若 ( )0 0,1t ∈ ，则 ( ) ( )0 00,  0u t u t′′ ′′′= ≤ ，即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0 0,  ,  .u t t u t t u t tβ β β′ ′ ′′ ′′ ′′′ ′′′> = ≤                       (7) 

我们根据截断函数的定义以及(H2)和(7)有 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )( )

*
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0
0 1 0 0 0 2 0 0 0 0 0 2

0 0

0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 2

0 0

0 0 0
0 0 0 0 2

0 0

0 0 0 0

, , ,

,
, , , , ,

1

, , , ,
1

, , ,
1

, , ,

N

N

u t f t u t u t u t

u t t u t
f t t u t t u t u t

u t

u t t
f t t u t t t

u t

u t t
f t t t

u t

f t t t

η
η η

β
η β β

β
β β β

β β β

′′′ ′ ′′− =

′ ′−
′ ′′ = −  ′+

′ ′−
′ ′′ = −  ′+

′ ′−
′ ′′≤ −

′+

′ ′′<

′≤ − ( )0 0 ,tβ ′′

 

则我们可以得到 ( ) ( )0 0 0u t tβ′′′ ′′′> ，与式子(7)矛盾！故 ( )0 0,1t ∉ 。 
(ii) 若 0 0t = ，则 

( ) ( )0 0 0 0,u β′ ′− >                                   (8) 

但是我们可以得知 ( ) ( )0 0 0,  0 0u β′ ′= ≥ ，即 ( ) ( )0 0 0 0u β′ ′− ≤ 与式子(8)是矛盾的，所以有 0 0t ≠ 。 
(iii) 若 0 1t = ，则 

( ) ( )0 1 1 0,u β′′ ′′− ≥                                     (9) 
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但是我们可以得知 ( ) ( )0 1 0,  1 0u β′ ′= ≥ ，即 ( ) ( )0 1 1 0u β′′ ′′− ≤ 与式子(9)是矛盾的，所以有 0 1t ≠ 。 
综上所述，对 t I∀ ∈ 有 ( ) ( )0u t tβ′ ′≤ ，同时满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
0 00 0

d d 0 ,u t u s s s s t tβ β β β′ ′= ≤ = − ≤∫ ∫
 

即对 t I∀ ∈ 有 ( ) ( )0u t tβ≤ ，同理可证 t I∀ ∈ ， ( ) ( ) ( ) ( )0 0,  u t t u t tα α′ ′≥ ≥ 。 
接下来我们继续证明 ( )0 ,  u t M N t I′′ ≤ < ∈ ，由 P 的定义以及中值定理，则存在 ( )0 0,1t ∈ ，使得 

( ) ( ) ( )0 0 0 01 0 ,u t u u P′′ ′ ′= − ≤
 

要证 ( )0 ,  u t M N t I′′ ≤ < ∈ ，反设 ( )1 2, 0,1t t∃ ∈ 且 1 2t t< ，使得下列情形之一成立： 
1) ( ) ( )0 1 2,  ,P u t M t t t′′< < ∈ 且 ( ) ( )0 1 0 2,  u t P u t M′′ ′′= = ； 

2) ( ) ( )0 1 2,  ,M u t P t t t′′− < < − ∈ 且 ( ) ( )0 1 0 2,  u t M u t P′′ ′′= − = − ； 

3) ( ) ( )0 1 2, ,P u t M t t t′′< < ∈ 且 ( ) ( )0 1 0 2,  u t M u t P′′ ′′= = ； 

4) ( ) ( )0 1 2,  ,M u t P t t t′′− < < − ∈ 且 ( ) ( )0 1 0 2,  .u t P u t M′′ ′′= − = −  

下面我们证明(1)，其他情况类似可证，当(1)成立时，根据上述证明以及条件(H1)，有 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

*
0 0 0 0

0 2 0
1 0 2 0 0 2

0

0 0 0 0

, , ,

,
, , , , ,

1

, , , ,

N

u t f t u t u t u t

u t t u t
f t t u t t u t u t

u t

f t u t u t u t h u t

η
η η

′′′ ′ ′′=

′ ′−
′ ′′= −   ′+

′ ′′ ′′= ≤

 

因为 ( )0 0u t′′ > ，给上述不等式左右两侧同乘 ( )0u t′′ ，再积分可得 

( ) ( )
( )( ) ( )2 2

1 1

0 0
0

0

d d ,
t t

t t

u t u t
t u t t

h u t
′′′ ′′⋅

′′≤
′′∫ ∫                                (10) 

对式子(10)左端进行变量替换 ( )0u tρ ′′= ，有 

( ) ( )0 2 2

0 1 1

( )
0( )

d d ,
u t t

u t t
u t t

h
ρ ρ
ρ

′′

′′
′′≤∫ ∫

 

即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0 1d max min
M

P t It I
u t u t t t

h
ρ ρ β α
ρ ∈∈

′ ′ ′ ′≤ − ≤ −∫
 

很显然，矛盾！则有 ( )0 ,  .u t M N t I′′ ≤ < ∈  
综上所述， *f f= ，即 ( )0u t 为式子(1)的解。 
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