
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2021, 10(6), 1956-1972 
Published Online June 2021 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2021.106206  

文章引用: 华嘉乐, 杨凯迪. 最大密度限制下的欧拉方程解的非唯一性[J]. 应用数学进展, 2021, 10(6): 1956-1972.  
DOI: 10.12677/aam.2021.106206 

 
 

最大密度限制下的欧拉方程解的非唯一性 

华嘉乐，杨凯迪 

东华大学理学院，上海 
  

 
收稿日期：2021年5月10日；录用日期：2021年5月29日；发布日期：2021年6月16日 

 
 

 
摘  要 

在本文中，我们考虑了带有最大密度限制的等熵可压欧拉方程的二维黎曼问题，这一最大密度限制通过

带有奇性的压强项 ( )
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实现。对适当构造的黎曼问题初值，证明了系统存在无穷多个满足

经典熵条件的可容许弱解，这推广了Elisabetta Chiodaroli和OndřejKreml对等熵可压欧拉方程的结果。 
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Abstract 
In this paper we consider the 2D Riemann problem of isentropic compressible Euler equations 

with a singular pressure law ( )
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, which imposes a stiff constraint on the maximum 
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density. With a suitably constructed Riemann data, we prove that there exist infinitely many ad-
missible weak solutions to the system satisfying the classical entropy condition. This is a genera-
lization of Elisabetta Chiodaroli and OndřejKreml’s results on isentropic compressible Euler equa-
tions. 
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1. 引言 

本文研究二维等熵可压缩欧拉方程的柯西问题，该系统由描述质量和动量守恒的 3 个标量方程组成。 
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其中 ρ 、 2∈v 分别表示气体的密度，速度。在等熵情况下，压强 p是 ρ 的函数，比较常见的压强项为

( )p γρ ρ= ，其中 1γ ≥ 。 
欧拉方程柯西问题的适定性理论在空间维数为一维的情形已较为完善。众所周知，即使给定非常光

滑的初值，(1)一般也会在有限时间内发展出奇点，因此弱解在适定性理论中是必不可少的。但除非给出

一些熵条件，弱解不是唯一的。在空间维数为一维的情况下，可以利用熵条件(如 Oleinik 熵条件、Lax
熵条件、熵–熵流对等条件)选出唯一解，称其为可容许解，详见[1] [2]及其中引用文献。 

在多维(空间维数 > 1)情况下，经典熵条件不能保证弱解的唯一性。确切地说，我们寻找在分布意义

上满足以下熵准则的弱解： 

( ) ( ) ( )
2 2

0
2 2t xdiv pρε ρ ρ ρε ρ ρ ρ

    
    ∂ + + + + ≤

        

v v
v                   (2) 

其中总能 ( )
2

2
η ρε ρ ρ= +

v
，内能 :ε + → ，并且有 ( ) ( )2p r r rε ′= 。 

基于De Lellis和 Székelyhidi在[3] [4]中对于不可压缩欧拉方程组发展的方法，给定适当构造的初值，

可压缩欧拉方程(1)可被证明存在无穷多个可容许弱解。文献[3] [5]中对于某些非正常(wild)初值证明了这

一不唯一性。即使对初值正则性做较强的假设，熵准则也无法给出唯一解。在[6]中，考虑压强为 ( ) 2p ρ ρ= ，

初值为由经典的压缩波生成的黎曼初值，方程组存在无穷多可容许弱解。因此，即使初始值为 Lipschitz
连续，解也具有类似的不唯一性。这种不唯一性随后被推广到 ( ) ( )1p γρ ρ γ= ≥ 的情况[7]，其中作者构造

了一些二维黎曼问题的初始值，其标准(即自相似)解包含两个激波，此时系统有无穷多个可容许解。在[8]
中(1)的二维黎曼问题得到了系统地分析，作者证明了只要黎曼问题的标准(自相似)解包含一个激波，则
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系统就有无穷多个可容许弱解。在[9]中，类似不唯一性被推广到包含一个接触间断的黎曼初值。 
对于完整的欧拉系统，文献[10]证明了对于 L∞初值，无穷多个有界熵容许弱解的存在性。文献[11]

证明了给定二维黎曼问题，若其自相似解包含有两个激波和一个可能的接触间断，则解不唯一。在 Feireisl、
Klingenberg 和 Markfelder 近期的研究中[12]，研究了这类非正常(wild)初值的稠密性(使得问题产生局部光

滑解的初值称为是正则的，而产生无穷多个弱解的初值称为是非正常(wild)初值。该篇文章确定了这些非

正常(wild)初值在 L1自然拓扑中的闭包，并证明了其补集为开稠密集。 
本文中，我们考虑具有最大密度限制的欧拉方程(1)，其中最大密度限制通过[13] [14]中提出的带奇

性压强项实现。 

( )
( )

*

*

*

1

1 1
p

γ γ

γ γ
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= =
− 
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                              (3) 

其中， *ρ 是最大密度。当 ρ 远离最大密度时，这种压强项类似于多方气体压强项。但当 ρ 接近最大密度

时，压强变得非常刚性，从而保证最大密度不被达到和超过。 
如同[6] [7] [8]，我们考虑二维黎曼问题 
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− −
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 <=  >
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                             (4) 

其中， ( ) 2
1 2,x x= ∈x  ， ( )1 2, ,v vρ± ± ± ±=v 是常量。 

我们将[7]中的结果推广到具有最大密度约束(3)的情况。 
定理 1.1 假设压强为(3)，对于一个定义如(4)的黎曼问题，方程组(1)存在无穷多个满足熵条件(2)的可

容许弱解。并且该黎曼问题的自相似解由一个可容许 1-激波和 3-激波组成，即 1 1v v− += 和 

( ) ( ) ( )( )
2 2

p p
v v

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ

− + − +
+ −

− +

− −
− < −                           (5) 

定理 1.1 中得到的可容许解具有中间状态 ( )1 1,ρ v ，且满足 { }1 max ,ρ ρ ρ− +> 。为了研究当密度接近最

大密度 *ρ 时解的渐近行为，我们有如下对于中间状态 1ρ 的估计。 
定理 1.2 对于定理 1.1 中得到的所有可容许解，存在一个极大密度 ( )*0,mρ ρ∈ 使得 

1 mρ ρ<                                         (6) 

且有以下渐近估计： 
1) 如果 ρ ρ− +> 并且 *ρ ρ− → ，我们可以得到 *mρ ρ→ 和 

( )
( )

1
*
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* *
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ρ ρ
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+
−

−
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                                 (7) 

2) 如果 ρ ρ+ −> 并且 *ρ ρ+ → ，我们可以得到 *mρ ρ→ 和 

( )
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3) 如果 ρ ρ+ −= 并且 *ρ ρ− → ，我们可以得到 *mρ ρ→ 和 

( ) 1
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*

1
2m

B γ

γ

ρ ρ
ρ ρ

γρ
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− ∼                               (9) 
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其中 ( ) ( ) ( ) ( )( )2
2 2B v v p pρ ρ ρ ρ ρ ρ− + + − − + − += − − − − 。这里α β∼ 意味着 0α → ， 0β → 且 1α

β
→ 。 

注 1.1 当 ρ 趋向于 *ρ ，压强项(3)趋于无穷，因此它在最大密度附近是有奇性的。为了保证在接近最

大密度时，压强项 ( )p ρ 和某个较大的量κ 同阶， *ρ ρ− 的值应该与 1/γκ − 是同阶的。因此，对于定理 1.1
中的黎曼问题，定理 1.2 意味着如果 ( )p ρ− 和 ( )p ρ+ 和κ 是同阶的，则对于黎曼问题解中的中间状态

( )mp ρ 和 ( )1p ρ 也是如此。 
本文的其余内容如下，我们首先在第二节介绍一些基本的符号和定义。第三节回顾黎曼问题解的一

些有用结果，并给出一些引理和命题。最后在第四和第五部分证明主要定理。 

2. 符号和定义 

在本节中，我们首先为本文提供所有必要的定义。 
定义 2.1 (弱解)对任意的 [ )( )2, 0,cCψ ∞∈ × ∞φ ，当 ( ) [ )( )2, 0,Lρ ∞∈ × ∞v 满足以下等式： 

[ ] ( ) ( )2 2
0

0
d d ,0 d 0t xv x t x x xρ ψ ρ ψ ρ ψ

∞
∂ + ⋅∇ + =∫ ∫ ∫ 

                     (10) 

[ ] ( ) ( ) ( )2 2
0 0

0
: d d ,0 d 0t x x t x x x xρ ρ ρ

∞
⋅∂ + ⊗ ∇ + ⋅ =∫ ∫ ∫ 

v v v vφ φ φ                 (11) 

则我们称 ( ),ρ v 是(1)在 [ )2 0,× ∞ 上的弱解。 
定义 2.2 (可容许弱解)对任意非负函数 [ )( )2 0,cCϕ ∞∈ × ∞ ，当(1)有界弱解 ( ),ρ v 满足以下不等式： 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( )

( )

2

2

2 2

0

20
0 0 0

d d
2 2

,0 d 0
2

t xp x t

x
x x x x x

ρε ρ ρ ϕ ρε ρ ρ ρ ϕ

ρ ε ρ ρ ϕ

∞     
    + ∂ + + + ⋅∇
        

 
 + + ≥
 
 

∫ ∫

∫





v v
v

v
               (12) 

我们就称 ( ),ρ v 是(1)的可容许弱解。 
接下来，我们介绍中引入的下解的定义。 
定义 2.3 (扇形分区)空间 [ )2 0,× ∞ 的扇形分区包含三个部分 1, ,P P P− + ，具体形式如下： 

( ){ }2, : 0,  P x t t x v t− −= > <  

( ){ }1 2, : 0,  P x t t v t x v t− += > < <  

( ){ }2, : 0,  P x t t x v t− += > >  

其中 v v− +< ，且 ,v v− + 是一对实数。 
通过空间的划分，我们就可以得到如下的扇形下解。其中， 2 2

0S × 表示对称无迹 2 2× 矩阵的集合， Id
为单位矩阵。 

定义 2.4 (扇形下解)当 ( ) ( ) ( )2 2 2 2
0, , : 0, , , Sρ + ×× ∞ →  v u 满足如下条件时： 

1) 在 [ )2 0,× ∞ 的扇形分区 1, ,P P P− + 下，有 

( ) ( ) ( ) ( )
11 1 1, , , , , , , ,P P Pρ ρ ρ ρ

− +− − − + + += + +1 1 1v u v u v u v u  

其中 1 1 1, ,ρ v u 是常量并且 1 0ρ > ，
21

2
Id± ± ± ±= ⊗ −u v v v ； 

2) 存在一个正数 C 使得 
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1 1 1 2
C Id⊗ − <v v u  

3) ( ), ,ρ v u 在分布上满足如下等式： 

( ) 0t xdivρ ρ∂ + =v                                   (13) 

( ) ( ) ( ) ( )1

2
1

1 0
2t x x P P Pdiv p Cρ ρ ρ ρ ρ

+ −

 ∂ + +∇ + + = 
 

v u v


1 1                  (14) 

此时，就称 ( ), ,ρ v u 为(1)的扇形下解。 
定义 2.5 (可容许扇形下解)当扇形下解 ( ), ,ρ v u 在分布上满足如下不等式： 

( )( ) ( ) ( )( )

1 1

2 2

1 1

2 2

0
2 2

t x t P P x P P

t P x P

div p div

C Cdiv

ρε ρ ρε ρ ρ ρ ρ

ρ ρ

+ − + −

    
    

   
     ∂ + + + ∂ +     

   

+ ∂ +

≤

  

1 1

1 1





v v
v

v

           (15) 

则称其为可容许扇形下解。 
如同，我们寻找二维黎曼问题的一个一维解，即函数 ( )2 ,x tρ 和 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 1 2 2 2, , , , , ,x t x t x t m x t m x tρ= =m v 满足二维等熵可压欧拉方程组： 

( )

2

2

2

2

1 2
1

2
2

2

0

0

0

t x

t x

t x

m

m mm

mm p

ρ

ρ

ρ
ρ


∂ + ∂ =

∂ + ∂ =

  ∂ + ∂ + = 
  

                              (16) 

其初值为 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

20 0

2

, , , 0
, :

, , , 0

x
x x

x

ρ ρ ρ
ρ

ρ ρ ρ
− − − − −

+ + + + +

 = <= 
= >

m v
m

m v
 

该系统可以写成一维的双曲守恒定律： 

( )
2

0t xU F U∂ + ∂ =  

其中向量 

( )1 2: , ,U m mρ=  

( )

( )

2

1 2

2
2

:

m

m mF U

m p

ρ

ρ
ρ

 
 
 
 

=  
 
 
 + 
 

 

当 0ρ > 时，(16)是严格双曲的，此时雅可比矩阵 ( )DF U  
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( )

1 2 2 1

2
2 2
2

0 0 1

( )

2
0

m m m mF U

m mp

ρ ρ ρ

ρ
ρρ

 
 
 
 −

=  
 
 − ′+ 
 

 

有三个特征值 

( ) ( )2 2 2
1 2 3,  ,  m m mp pλ ρ λ λ ρ

ρ ρ ρ
′ ′= − = = +                        (17) 

和三个线性无关的特征向量 

( ) ( )

1 1
1 2 3

2 2

1 1
0

,  1 ,  
0

m mR R R

m mp p

ρ ρ

ρ ρ
ρ ρ

   
   
    
    = = =    
     

    
′ ′− +   

   

 

由双曲守恒律经典理论，2-特征场是线性退化的，而 1-和 3-特征场是真正非线性的。由于 1m 和 2m 的

方程解耦，我们可以进一步把(16)简化成以下简单的系统(为了简化符号，我们用m 代替 2m )： 

( )

2

2

2

0

0

t x

t x

m

mm p

ρ

ρ
ρ

∂ + ∂ =


 
∂ + ∂ + = 

 

                              (18) 

其初值为 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

20 0

2

, , , 0
, :

, , , 0

m v x
x m x

m v x

ρ ρ ρ
ρ

ρ ρ ρ
− − − − −

+ + + + +

 = <= 
= >

                     (19) 

3. 一些引理和命题 

在本节中，我们回顾文献[7]中关于激波可容许条件和黎曼问题的解的一些结果。 
系统(18)激波的 Rankine-Hugoniot 条件可以写成：左侧状态 ( ),mρ− − 和右侧状态 ( ),mρ+ + ，(此时

0ρ± > )可被传播速度为 ,  0s s∈ ≠ 的激波相连接，当且仅当 

( )s m mρ ρ+ − + −− = −                                 (20) 

( ) ( ) ( )
2 2m ms m m p pρ ρ

ρ ρ
+ +

+ − + −
+ −

− = − + −                          (21) 

通过化简 s，我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )( )2v v p pρ ρ ρ ρ ρ ρ+ − + − + − + −− = − −                        (22) 

此时
mv
ρ
±

±
±

= 。 

对欧拉方程使用熵不等式(2)，则激波是可容许的当且仅当(为了方便，我们使用 vρ 代替m ) 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2 2 3 3

2 2 2 2
v v v vs p v p vρ ρ ρ ρ

ρ ε ρ ρ ε ρ ρ ε ρ ρ ρ ε ρ ρ− − + + − − + +
− − + + − − − − + + + +

 
− + − + − + + − 

 
 

结合(21)，上述不等式可以简化为 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 2

3 3

2 2

2 2

v v v v

v vp v p v

ρ ρ ρ ρρ ε ρ ρ ε ρ
ρ ρ

ρ ρρ ε ρ ρ ρ ε ρ ρ

− − + + − − + +
− − + +

− +

− − + +
− − − − + + + +

 −
− + − −  

≤ + − + + −

 

因此， 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2

2
v vv v v v

p v v p v
ρ ρ ε ρ ε ρρ ρ

ρ
ρ ρ ρ ρ

− + − + + −− + − + − +
− − + +

− + − +

−− +
≤ − +

+ −
 

加上之前得到的式子(22)，我们可以得到可容许性条件为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0v v p p
ε ρ ε ρ

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ
− +

− + − + − +
− +

− 
− + − ≤ − 

                    (23) 

类似于[7]，下面的引理对研究可容许激波非常重要。这里压强项与中不同，因此证明过程有所不同。 

引理 3.1 对任意的 ,  0ρ ρ ρ− + ±≠ > ，压强项 ( ) ( )
*

1  1
1 1

p γρ γ

ρ ρ

= ≥
 

− 
 

满足 

( ) ( ) ( ) ( )2 0p p
ε ρ ε ρ

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ
+ −

− + − +
+ −

−
+ − >

−
                         (24) 

证明由定义 

( ) ( )2p ρ ρ ε ρ′=  

因此可以得到 

( ) ( )
2

2
*

1

1 1

p
γ

ρ
ε ρ

ρ
ρ

ρ ρ

′ = =
 

− 
 

 

下面分别讨论 1γ = 和 1γ > 两种情况： 
1) 当 1γ > 时 

( )
1

*
1 1 1

1

γ

ε ρ
γ ρ ρ

−
 

= − −  
 

于是有 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

1 1

* *

* *

2

1 1 1 1
1 1 2

11 1 1 1

p p

γ γ

γ γ

ε ρ ε ρ
ρ ρ ρ ρ

ρ ρ

ρ ρρ ρ
ρ ρ

γ ρ ρ

ρ ρρ ρ

+ −
− + − +

+ −

− −

+ −
− +

+ −

− +

−
+ −

−

   
− − −   

   = + −
− −   

− −   
   

               (25) 
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令 *
1 1x
ρ ρ−

= − ， *
1 1y
ρ ρ+

= − ，那么就有
1 1x y ρ ρ
ρ ρ ρ ρ

+ −

− + + −

−
− = − = 。一般地，假设 *ρ ρ ρ+ −> > ，(另

一种情况用类似的方法)可以得到 0x y> > ，那么(25)可以写成 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1 2 12
1

p p y x
x yx y

γ γ
γ γ

ε ρ ε ρ
ρ ρ ρ ρ

ρ ρ γ
+ − − −

− + − +
+ −

−
+ − = + − −

− − −
 

因此，(24)等价于 

( )( )( ) ( )1 2 0x y y x x y xyγ γ γ γγ − − + − − >  

经过化简，可以得到 

( )( ) ( )( )1 11 1 0x y x y xyγ γ γ γγ γ+ +− − − + − >  

令 1xz
y

= > ，我们可以得到 

( )( ) ( ) ( )1 11 1 1 1 0z z zγ γγ γ+ −− − − + − >  

令 ( ) ( )( ) ( ) ( )1 11 1 1 1f z z z zγ γγ γ+ −= − − − + − ，即证明当 1z > 时， ( ) 0f z > 。通过对 ( )f z 进行二次求导，

得 

( ) ( ) ( )2 21 1f z z zγγ γ −″ = − −  

又因为当 1z > 时， ( ) ( )1 1 0f f ′= = ， ( ) 0f z′′ > ，可得在区间 ( )1,∞ 上， ( )f z 是单调递增的凸函数。

因此证得在 1z > 时， ( ) 0f z > 。 
2) 当 1γ = 时 

( )
*

1ln
1 1

ε ρ

ρ ρ

=
 

− 
 

 

于是有 

( ) ( ) ( ) ( )

* *

* *

2

1 1 1 1ln ln
1 1 1 1 22 ln1 1 1 1

p p

x
x y x y y

ε ρ ε ρ
ρ ρ ρ ρ

ρ ρ

ρ ρρ ρ
ρ ρ

ρ ρ
ρ ρρ ρ

+ −
− + − +

+ −

− +
− +

+ −

− +

−
+ −

−

   
− − −   

   = + − = + −
− −− −

 

类似地，我们需要讨论以下式子 

( )

( )2 2

1 1 2 ln 0

1 1 2 ln 0

2 ln 0

x
x y x y y

xx y xy xy
x y y

xx y xy
y

+ − > ⇔
−

 
− + − > ⇔ 

 

− − >

 

对 ( ) ( )2 1 2 lng z z z z= − − 进行二次求导，可以得到 ( ) 22g z
z

″ = − 。与 1γ > 的情况类似，可以证得在
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1z > 时， ( ) 0g z > 。 

因此，在两种情况下都可以证得(24)成立。 
通过引理 3.1 和(23)可知，连接 ( ), vρ ρ− − − 和 ( ), vρ ρ+ + + 的波是可容许的，当且仅当 

v v− +≥                                        (26) 

下面[7]中的引理描述了黎曼问题的解。 
引理 3.2 ,vρ± ± 是常数且 0ρ± > ，为了简单起见，假设 ( ), vρ ρ− − − 和 ( ), vρ ρ+ + + 不位于任何的简单𝑖𝑖波

曲线上。 
1) 如果 

( ) ( )
0 0

d d
p p

v v
ρ ρτ τ

τ τ
τ τ

− +

+ −

′ ′
− ≥ +∫ ∫  

那么黎曼问题(18)~(19)存在唯一的自相似解，其由 1-稀疏波和 3-稀疏波组成的，中间状态是真空，

即 0mρ = 。 
2) 如果 

( ) ( ) ( )
0 0

d d d
p p p

v v
ρ ρ ρ

ρ

τ τ τ
τ τ τ

τ τ τ
+ − +

−
+ −

′ ′ ′
< − < +∫ ∫ ∫  

那么黎曼问题(18)~(19)存在唯一自相似解，其由 1-稀疏波和 3-稀疏波组成的。中间状态 ( ),m m mvρ ρ 由

如下方程组唯一给出 

( ) ( )
d d

m m

p p
v v

ρ ρ

ρ ρ

τ τ
τ τ

τ τ
− +

+ −

′ ′
− = +∫ ∫  

( )
d

m
m

p
v v

ρ

ρ

τ
τ

τ
−

−

′
= + ∫  

3) 如果 ρ ρ− +> 并且有 

( ) ( ) ( )( ) ( )
d

p p p
v v

ρ

ρ

ρ ρ ρ ρ τ
τ

ρ ρ τ

−

+

− + − +
+ −

− +

′− −
− < − < ∫  

那么黎曼问题(18)~(19)有一个唯一的自相似解，其由 1-稀疏波和可容许 3-激波组成的。中间状态

( ),m m mvρ ρ 由如下方程组唯一给出 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

d

d

m

m

m m

m

m

p pp
v v

p
v v

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ ρ ρ ρτ
τ

τ ρ ρ

τ
τ

τ

−

−

+ +
+ −

+

−

′ − −
− = −

′
= +

∫

∫

 

4) 如果 ρ ρ− +< 并且有 

( ) ( ) ( )( ) ( )
d

p p p
v v

ρ

ρ

ρ ρ ρ ρ τ
τ

ρ ρ τ

+

−

+ − + −
+ −

+ −

′− −
− < − < ∫  

那么黎曼问题(18)~(19)有唯一自相似解，该解由一个可容许 1-激波和一个 3-稀疏波组成。中间状态

( ),m m mvρ ρ 由以下方程组唯一给出 
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( ) ( ) ( ) ( )( )
d

m

m m

m

p pp
v v

ρ

ρ

ρ ρ ρ ρτ
τ

τ ρ ρ
+ − −

+ −
−

′ − −
− = −∫  

( ) ( ) ( )( )m m
m

m

p p
v v

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ
− −

−
−

− −
= −  

5) 如果 

( ) ( ) ( )( )p p
v v

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ

+ − + −
+ −

+ −

− −
− <  

那么黎曼问题(18)~(19)存在唯一自相似解，其由一个可容许 1-激波和一个可容许 3-激波组成的。中

间状态 ( ),m m mvρ ρ 由以下方程组唯一给出 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )m m m m

m

p p p p
v v

m
ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ
− − + +

+ −
+ − +

− − − −
− = −  

( ) ( ) ( )( )m m
m

p p
v v

m
ρ ρ ρ ρ

ρ ρ
− −

−
+ −

− −
= −  

与[7]相似，本文利用下述定理，将柯西问题无穷多解的存在性约化为证明一个可容许的扇形域下解

的存在。 
命题3.1 [7]设 p为任意 1C 函数，若黎曼问题(1)~(4)存在至少一个可容许扇形域下解 ( ), ,ρ v u ，则(1)~(4)

存在无穷多个有界可容许解 ( ),ρ v 使 ρ ρ= 且
1

2
P C=1v 。 

该命题由以下引理证明得出。 

引理 3.3 [7]令 ( ) 2 2 2
0, S ×∈ ×  v u 且 0 0C > ，满足 0

2
C Id⊗ − <  v v u 。对于任意开集 2Ω∈ × ，存在无穷

多个满足如下性质的映射 ( ) ( )2 2 2 2
0, ,L S∞ ×∈ × ×  v u  

a) v 和 u在Ω外恒等； 
b) 0xdiv =v 并且 0t xdiv∂ + =v u ； 

c) ( ) ( ) ( ) 0

2
Cv v u Id+ ⊗ + − + =  v v u 在Ω内几乎处处成立。 

由于这些命题的证明不依赖于压强项的具体结构，并且定理 1.2 保证了我们需要的所有有界性，这

些结果可以应用于本文研究的情形。 

4. 定理 1.1 的证明 

由命题 3.1，我们只需要构造一个可容许的扇形下解，具体构造如下。与[7]类似，我们引入以下符号 

1 ( , )v α β=  

( )1 2,v v v− − −=  

( )1 2,v v v+ + +=  

1 2
1

2 1

u
γ γ
γ γ
 

=  − 
 

那么可容许扇下解的定义就可以转化为以下代数恒等式和不等式集。 
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命题 4.1 [7]设 1, ,P P P− + 为定义 2.3 中规定的扇形分区。常数 1 1 1, , , , ,,v v v u ρ ρ ρ− + − + 定义了一个可容许的

扇形下解，当且仅当下列恒等式和不等式成立： 
1) 左界面 Rankine-Hugoniot 条件： 

( )1 2 1v vρ ρ ρ ρ β− − − −− = −                                (27) 

( )1 1 1 2 1 2v v v vρ ρ α ρ ρ γ− − − − − −− = −                             (28) 

( ) ( ) ( )2
2 1 2 1 1 1 1 2

Cv v v p pρ ρ β ρ ρ γ ρ ρ ρ− − − − − −− = + + − −                    (29) 

2) 右界面 Rankine-Hugoniot 条件： 

( )1 1 2v vρ ρ ρ β ρ+ + + +− = −                               (30) 

( )1 1 1 2 1 2v v v vρ α ρ ρ γ ρ+ + + + + +− = −                            (31) 

( ) ( ) ( )2
1 2 1 1 2 1 1 2

Cv v v p pρ β ρ ρ γ ρ ρ ρ ρ+ + + + + +− = − − + + − +                   (32) 

3) 下解条件： 
2 2 Cα β+ <                                     (33) 

( )22 2
1 1 2 0

2 2
C Cα γ β γ γ αβ  − + − − − − >  

  
                       (34) 

4) 左界面可容许性条件： 

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2

1 1 1

2

2 1 1 1 2 1

2 2

2 2

v Cv v

v Cp v p v

ρ ε ρ ρ ε ρ ρ ρ

ρ ε ρ ρ ρ ε ρ ρ β ρ ρ β

−
− − − − −

−
− − − − − −

 
 − + −
 
 

 
   ≤ + − + + −   

 

           (35) 

5) 右界面可容许性条件： 

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2

1 1 1

2

1 1 1 1 2 1 2

2 2

2 2

vCv v

vCp p v v

ρ ε ρ ρ ε ρ ρ ρ

ρ ε ρ ρ β ρ ε ρ ρ ρ β ρ

+
+ + + + +

+
+ + + + +

 
 − + −
 
 

 
   ≤ + − + + −   

 

           (36) 

如文献[7]所述，这些方程与不等式可以进一步简化。 
引理 4.1 令 1 1v v− += ，那么就有 1 1v vα − += = 和 2γ αβ= 。 

引理 4.2 [7]下解存在的必要条件是 2
12

C γ β− > 。 

令 2
1 12

Cε γ β= − − ， 2 2
2 1Cε α β ε= − − − ，那么通过以上引理可以得到 1 0ε > 。 

引理 4.3 [7]在 1 1v v α− += = 的情况下，利用上述符号 1 2,ε ε ，代数恒等式和不等式集(27)~(36)等价于 
1) 左界面 Rankine-Hugoniot 条件： 

( )1 2 1v vρ ρ ρ ρ β− − − −− = −                                (37) 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 1 2 1 1 1v v v p pρ ρ β ρ ρ β ε ρ ρ− − − − − −− = − + + −                    (38) 
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2) 右界面 Rankine-Hugoniot 条件： 

( )1 1 2v vρ ρ ρ β ρ+ + + +− = −                                (39) 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2 1 1 2 1v v v p pρ β ρ ρ β ε ρ ρ ρ+ + + + + +− = + − + −                    (40) 

3) 下解条件： 

1 0ε >                                        (41) 

2 0ε >                                        (42) 

4) 左界面可容许性条件： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2
2 1 1 1 1 2 1 2

1 1

2
v

v p p v
ε ρ ε ρ ρ ρ β

β ρ ρ ρ ρ ε ρ β ε ε
ρ ρ ρ ρ
− − −

− − − −
− −

− − 
− + − ≤ + − + 

− − 
     (43) 

5) 右界面可容许性条件： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2
2 1 1 1 1 2 1 2

1 1

2 ;
v

v p p v
ε ρ ε ρ ρ ρ β

β ρ ρ ρ ρ ε ρ β ε ε
ρ ρ ρ ρ

+ + +
+ + + +

+ +

− − 
− + − ≤ − + + + 

− − 
    (44) 

证明详见文献[7]。接下来，我们采用类似于的符号，将上述方程简化，并以 1ρ 为参数求解： 

:R ρ ρ− += −                                      (45) 

2 2:A v vρ ρ− − + += −                                    (46) 

( ) ( )2 2
2 2:H v v p pρ ρ ρ ρ− − + + − += − + −                            (47) 

将式子(37)与(39)相加得到 

( )1

1

A v
v

ρ ρ
ρ ρ
+ +

−
−

− −
=

−
                                 (48) 

将式子(38)与(40)相加得到 

( ) ( )2 2
1 1v v Hρ ρ ρ ρ− − + +− + − =                              (49) 

我们考虑两种情况： 0R = 和 0R ≠ 。 
1) 0R ≠ 。通过(48)和(49)可以得到 v+ 的两个解： 

( )2 1

1

1Av A RH
R R

ρ ρ
ρ ρ

−
+

+

−
= ± −

−
                            (50) 

我们选择合适的符号，即 v v− +< ，令 2:B A RH= − 以及 2 2:u v v+ −= − ，可以得到： 

( ) ( ) ( )( )2B u p pρ ρ ρ ρ ρ ρ− + − + − += − − −                          (51) 

由定理 1.1 所给条件可以得到 0B > 。令 ( )1 max ,ρ ρ ρ− +> ，可以得到 

1

1

A Bv
R R

ρ ρ
ρ ρ

+
−

−

−
= −

−
 

1

1

A Bv
R R

ρ ρ
ρ ρ

−
+

+

−
= −

−
 

当 0R > 时，通过(37)和(38)可以表示 1ε ： 
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( ) ( ) ( )
2

1 11
1 2

1 11

p pu B
R R

ρ ρ ρ ρ ρρ ρ ρε
ρ ρ ρρ

− − −+ +

−

  − −−
= + −  − 

                  (52) 

同时，当 0R < 时，通过(39)和(40)可以表示 1ε ： 

( ) ( ) ( )
2

1 11
1 2

1 11

p pu B
R R

ρ ρ ρ ρ ρρ ρ ρε
ρ ρ ρρ

+ + +− −

+

  − −−
= + −  − 

                  (53) 

由于上述对称性，接下来我们主要考虑 0R > 的情况。 
2) 0R = ，即 ρ ρ− += ，类似可得 

( )
2 2

12 2
uv vv

ρ
ρ ρ

−− +
−

−

+
= −

−
                              (54) 

( )
2 2

12 2
uv vv

ρ
ρ ρ

−− +
+

−

+
= +

−
                              (55) 

2 2

2
v vβ − ++

=                                     (56) 

( )
( ) ( )2

1
1

1 14
p pu ρ ρρε

ρ ρ ρ
−−

−

−
= −

−
                           (57) 

与文献[7]中引理 4.5 类似，我们需要如下重要引理。 
引理 4.4 存在唯一的 ( )max max , ,uρ ρ ρ ρ− += 使得 

{ }( )1 1 max0  max , ,ε ρ ρ ρ ρ− +> ∈                            (58) 

( )1 1 max *0  ,ε ρ ρ ρ< ∈                                (59) 

而且 max mρ ρ= ，其中 ( ),m m mvρ ρ 是引理 3.2 给出的连接左状态 ( )2, vρ ρ− − − 和右状态 ( )2, vρ ρ+ + + 的自相似解

的中间状态。 
注 4.1 该引理的证明与压强项的形式有关，因此与[7]的证明略有不同。 
证明： 
当 0R = 时，此时 1ε 用(57)表示，可以看出 1ε 是严格递减的。且当 1ρ ρ−→ 时， 1ε 趋向于 +∞；当 1 *ρ ρ→

时， 1ε 趋向于 −∞，从而结论得证。 
当 0R > 时，此时 1ε 用(52)表示。因为涉及压强的最后一项明显单调递增，且 1ρ ρ−= 时， 1 0ε > ，因

此只需证明前一项在 ( )*,ρ ρ− 内严格递减。 
先假设 

( ) ( )2 p p
u

ρ ρ
ρ

− +

+

−
≥  

即 B uρ+≥ 。定义一个辅助函数 

( )
2

1 1
1 1

: 1 1B uρ ρε ρ ρ
ρ ρ
+ −

+

 
= − − −  
 

  

由假设 B uρ+≥ 可知，对于所有 1ρ ρ−> ， ( )1
1 1

1 1f B uρ ρρ ρ
ρ ρ
+ −

+= − − − 明显为正。注意到 

( ) ( ) ( )( )2 22u p p B uρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ− + − + − + −− − − = <  
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可以得在 ( )*,ρ ρ− 上， ( )1 0f ρ′ < 。因此，在 ( )*,ρ ρ− 上， ( )1 1ε ρ 和 ( )1 1ε ρ 单调递减。注意到 1 *ρ ρ→

时， 1ε 趋向于 −∞，即有 1 *ρ ρ→ 时， ( )1 1 0ε ρ < 。 
另一方面，假设 

( ) ( )2 p p
u

ρ ρ
ρ

− +

+

−
<  

即 B uρ+< ，那么存在 ρ 使得 

1 1B uρ ρρ
ρ ρ
+ −

+− = −
 

 

在区间 ( ),ρ ρ−  内的证明与上一段的证明相似。同时，由于 ( ) ( ) ( )
1 0

p pρ ρ
ε ρ

ρ
−−

= − <






，故只需证明

( )1ε ρ 在 ( )*,ρ ρ 内始终为负，也就是 

( ) ( )
2 2

11 1

1 1

p p Ru B
ρ ρρ ρ ρρ

ρ ρ ρ ρ ρ
−+

+
− − −

  −−
− <  − − 

 

对于某个 ( ),ξ ρ ρ+ −∈ ，有 ( ) ( ) ( )( )p p pρ ρ ξ ρ ρ− + − +′− = − ，于是容易证明 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )
2 2 2 2

| |
sup

u
u B u B p p p R p Rρ ρρ ρ ρ ρ ρ ρ ξ ρ

ρ ρ
+ +

+ + − + − + −
− −

′ ′− ≤ − = − − = <  

所以 

( ) ( ) ( ) ( )
2 22 121 1

1 1

p p Ru B u B p R
ρ ρρ ρ ρρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ
−+

+ + −
− − −

  −− ′− < − < <  − − 
 

证毕。 
由于(52)和(53)中 ,ρ ρ+ − 的对称性， 0R < 的情况可以用同样的方法证得。 

引理 4.5 [7]对于任意的
( ) ( ) ( )( )p p

u
ρ ρ ρ ρ

ρ ρ
− + − +

− +

−
< − 和任意的 ( )( )1 maxmax , ,ρ ρ ρ ρ− +∈ 则有 

2 0v v− −− >                                      (60) 

2 0v v+ +− >                                      (61) 

该证明详见[7]。由(37)和(39)可以得到 

( )2
1

v v vρβ
ρ
−

− − −− = −                                  (62) 

( )1
2 2

1

v v vρ ρβ
ρ

−
− − −

=
− = −                                (63) 

( )2
1

v v vρβ
ρ
+

+ + +− = −                                  (64) 

( )1
2 2

1

v v vρ ρβ
ρ

+
+ + +

−
− = −                                (65) 

因此，在区间 { }( )maxmax , ,ρ ρ ρ− + 内，(62)~(65)等式左边都为正。我们令 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ), : 2
r s

P r s p r p s rs
r s

ε ε−
= + −

−
 

由引理 3.1，可知 ( ), 0P r s >  (当 r s≠ )，于是我们可以将(43)改写为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
2 1 1 1 2 1 2 2

1

,v v P v v vρ ρ ρ ρ ε ρ β ε ε ρ
ρ

−
− − − − − − −

−
− ≤ + + + −  

通过简单计算我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 2 1 1 2 2 1

1

,v v v v v Pρ ρε ε ρ ε ρ β ρ ρ
ρ

−
− − − − − − −

−
+ − ≤ + + −  

因此 

( )( ) ( )
( )

1 1 1 2
2 1

1 2

,P v v
v v

ρ ρ ρ ρ ρ
ε ε

ρ ρ ρ
− − − −

− − − −

− +
< +

−
                         (66) 

同样地，可以由(44)得到 

( )( ) ( )
( )

1 1 1 2
2 1

1 2

,P v v
v v

ρ ρ ρ ρ ρ
ε ε

ρ ρ ρ
+ + + +

+ − + +

− +
< −

−
                         (67) 

从而定理 1.1 结论在 1 maxρ ρ= 时成立，在 maxρ 的邻域上利用连续性则可证明定理 1.1。 

5. 定理 1.2 的证明 

由定理 1.1 的证明可知， 1 mρ ρ< ， maxmρ ρ= 。其中 maxρ 是引理 4.4 中定义的。 
为研究 mρ 在最大密度附近的渐近行为，我们首先考虑 0R ρ ρ− += − > 的情况。令(52)中的 1 0ε = ，利

用(51)中u 和 B 的关系，我们有 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
2

2 2
m mm

m m m

p p p pB Bρ ρ ρ ρ ρρ ρ ρ ρρ
ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρρ ρ

− − −− + ++

− − + − + −− +

 − −− − = − + +
 − − −− 

    (68) 

显而易见， mρ ρ−> 。因此，当 ρ− 趋向于 *ρ 时，有 mρ 趋向于 *ρ 。重写上述等式为 

( ) ( )
( )

( ) ( )
2

2m m m
m

p pB Bp p
ρ ρρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ ρ ρρ ρ

− ++ −
− − +

− − + − +− +

 −
 − = − + − + −
 − −− 

 

令 * mz ρ ρ= − ， *y ρ ρ−= − ， *x ρ ρ+= − ，则有 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

* *

2

* *
2

*

2

* *

2

1

1

m

m

m m

z y

y xB By z x z
x y x yx y

y
z

y
ByBy yx z x z

x y z x yx y

γ γγ γ

γ γγ γ

γγ

γ
γ γ

γγ

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρρ ρ
ρ ρ

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ

ρ ρ ρ ρ
ρ
ρ

− −
−

− −
− ++ −

−

−

− −

− +
+

−

−

 − − + − + −
 − −− 

  
 ⇒ − 
   

   −    = − + − + − − −− 
 
 

=
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当 0y → ，我们有 0z → ， y z> ， 1y
z
→ 。我们可以估计上式中不同的项： 

( ) ( )
( )

( )
( )

* * *

* *

1 1 1 ,m m z y y z y zy y y
z z y z y z z

γ ρ ρ ρρ ρ
γ γ γ γ

ρ ρ ρ ρ− −

− − − −  − ∼ −
    
     = = ∼ −  − −      

 

( )

( ) ( )* *

*2
*

1 1

y
By y z yx z

x y z x zx y

γ
γ γ

γ
γ

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ

ρ
ρ ρ

− +
+ +

−

 −  
 + − ∼ −

−−
 

为估计上述各项的极限，我们利用以下命题： 
结论 5.1 对一个常数 0k > ，若 ,a b同时趋向于 0，且 ( )2 2a bx kx− = ，则有 

( )
a ax

kb k
= ∼ ±

±
 

该命题结论简单计算即可证明。 
应用上述结论，其中 

( )

( ) ( )

( )

* *

*2
*

* 2
*

1,  

,  m

y
y By zxx b z
z x y xx y

By Bya x z k
x y x

γ
γ γ

γ
γ

γγ γ
γ

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ
ρ ρ

ρ ρ ρ
γ γρ

ρ

− +
+ +

−

−

−

 −  
 = − = + ∼

−−

= − ∼ = →
−

 

则我们可以得到 

*

11y By
z x

γ

γ γρ
− ∼  

可以推得 
1

2
*

Byy z
x

γ

γρ γ

+

− ∼  

也就是 

( )
( )

1
*

2
* *

m
B γ

γ

ρ ρ
ρ ρ

ρ γ ρ ρ

+
−

−
+

−
− ∼

−
 

通过(52)和(53)的对称性，在 0R < 时我们可以得到类似的结论。 
当 0R ρ ρ− += − = 时，通过在(57)中令 1 0ε = 以及应用(51)中 u 和 B 之间的关系，我们可以得到 

( )
( ) ( )

4
m

m m

p pB ρ ρ
ρ ρ ρ ρ

−

− −

−
=

−
                            (69) 

使用与之前相同的符号 y x z= > ，我们可以得到 

( )
( ) ( )* *

4
mmB

y z z y

γ γ γ γ

γ γ

ρ ρ ρ ρρ
ρ

−

−

= −
−

 

简单计算可得 
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( )
1

2
2
*4

Byy z
γ

γρ γ

+

− ∼  

也就是 

( ) 1
*

*

1
2m

B γ

γ

ρ ρ
ρ ρ

γρ

+
−

−

−
− ∼  
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