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摘  要 

Stern偏序集是组合数学中一类非常重要且有趣的偏序集，在组合计数中起到重要的统一作用。本篇论文

从计数序理想角度出发，研究了Stern偏序集的flag f和flag h向量，并给出了具体表达公式。 
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Abstract 
The Stern’s poset is one kind of partially ordered set with great importance and interest in Com-
binatorics, which plays a unifying role in combinatorial counting. In this paper, we study the flag f 
and flag h vectors of the Stern’s poset from the viewpoint of counting order ideal, and then give the 
specific expression formulas. 
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1. 引言 

设 P 是一个非空集合，如果在 P 的元素中定义一个二元关系≤，满足： 
1) 自反性：对所有 P 中元素 x 都有 x x≤ ； 
2) 反对称性：如果 x y≤ 且 y x≤ 则有 x y= ； 
3) 传递性：如果 x y≤ 且 y z≤ 则有 x z≤ 。 

那么 ≤称为 P 上的一个偏序，P 连同此偏序 ≤称为一个偏序集，记为 ( ),P ≤ ，简记为 P。若偏序集 P 中存

在元素 x 满足对所有的 y P∈ 都有 y x≥  ( y x≤ )，则称 x 是 P 的极小元(极大元)，记为 0̂  (1̂ )。若 x y< 且

没有 P 中元素 z 满足 x z y< < 成立，则称 y 覆盖 x 并记为 x y 。每个偏序集都唯一的由它上面的覆盖关

系决定。将偏序集中的每个元素画成一个点，任意两点间有边相连当且仅当这两点间有覆盖关系，这样

得到的图称为偏序集的 Hasse 图，下面是一些常见的偏序集及其对应的 Hasse 图。 
例 1.1 偏序集 n ：集合 P 是[n]的所有子集合 [ ]2 n ，二元关系≤定义为子集的包含关系。如图 1 所示， 

 

 

Figure 1. 3  
图 1. 3  

 
例 1.2 偏序集 nD ：集合 P 是正整数 n 的所有因子，二元关系 ≤定义为整除关系。如图 2 所示， 
 

 

Figure 2. 12D  
图 2. 12D  

 
偏序集是现代数学的重要研究对象，是组合数学与其他数学分支之间联系的桥梁与纽带，在组合数

学的研究中起着重要的统一作用[1] [2]。本文我们研究了 Stern 偏序集。 
Pascal 三角是数学中非常著名的三角，它的前几项如图 3 所示。 
类似于 Pascal 三角，我们也从一行中“向下”复制每个数字得到下一行，从而得到 Stern 三角。如图
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4 所示。 
 

 
Figure 3. Pascal triangle 
图 3. Pascal 三角 

 

 
Figure 4. Stern’s triangle 
图 4. Stern 三角 

 
将 Stern 三角上下翻转，Stern 三角中的每一个元素用 ( ),a b 表示，对 Stern 三角中的元素定义序关系，

满足： ( ) ( ), ,a b a b′ ′ ≤ 当且仅当 a a′ ≤ 且 b b′ ≤ 。最小元素 ( )0,0 ，我们得到 Stern 偏序集如图 5 所示。 
 

 
Figure 5. Stern’s poest 
图 5. Stern 偏序集 

 
R. Stanley 定义了 Stern 偏序集并证明了对一个固定整数 1r ≥ ，第 n 行元素的第 n 次幂和 ( )ru n 满足

常系数线性递归[3]。通过对 Stern 偏序集主理想的计数可以得到许多组合序列。 
下面介绍组合学中的一些基本概念(详见[4]，Ch3)。设 P 是秩为 n 的有限偏序集，其秩函数

[ ]: 0,P nρ → 。如果 [ ]0,S n⊆ ，定义子偏序集 ( ){ }:sP t P T Sρ= ∈ ∈ ，称为 P 的 S 级子偏序集。定义 ( )Pf S�  
(或简记为 ( )f S� )为 sP 的最大链数。例如， ( )f i�  ( { }( )f i� 的简称)是 P 中秩为 i 的元素个数。定义函数

[ ]0,: 2 nf Z→� 为 P 的 flag f 向量。通过公式 ( ) ( ) ( ) ( )#1 S T
T Sh S f T−

⊆
= −∑� � 定义 ( ) ( )Ph S h S=� � ，函数 h�称为 P

的 flag h 向量。 f� 和 h�这两个函数自然地出现在数学的不同领域，并得到广泛的研究[5] [6]。2020 年，牟

丽丽通过建立 Hexagonal 格路的 n 阶理想与 Schröder 路的阶理想的双射关系给出了 Hexagonal 偏序集的

一些组合性质，并给出了 Hexagonal 偏序集的 flag f 和 flag h 向量的递归公式[7]。同年，牟丽丽与我研究

了 J. Propp 通过对 Ferrers 图进行变换得到的 Hexagonal 偏序集、Rhomb 偏序集等一类广义 Square 偏序集

的 flag f 和 flag h 向量的递归公式。 

2. Stern 偏序集的 flag f 和 flag h 向量 

这部分我们主要研究了 Stern 偏序集的 flag f 和 flag h 向量。通过对 Stern 偏序集每一层的元素个数以
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及层与层之间的最大链个数进行归纳总结，得到定理 2.1。 
定理 2.1 令 { }1 2, , , tS i i i= � 并且 { }1 2, , ,m t mS i i i −= � 是 Stern 偏序集的秩数集，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 1 3 2 12 1,ji

j t tf i f S f i f i i f i i f i i+
−= − = − − −� � � � � �� 。 

证明： ( )jf i� 是秩为 ji 层的元素个数，由图 5 易得 ( ) 12 1ji
jf i += −� 。 

由 ( ),j kf i i� 是秩为 ji 层和秩为 ki 层之间的最大链个数，而秩为 ji 层每个元素到秩为 ki 层均有

( )12 1k ji i− + − 条最大链，即 ( )k jf i i−� 条最大链，而秩为 ji 层共有 ( )jf i� 个元素，故 ( ) ( ) ( ),j k j k jf i i f i f i i= −� � � 。 
公式对 1,2t = 成立，下面考虑 2t > 情况。 
假设对 1t − 成立，则有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 3 2 1 2t tf S f i f i i f i i f i i− −= − − −� � � � �� ，任取 1 2, , , ti i i� 层，秩为 1ti − 层

每个元素到秩为 ti 层均有 ( )1 12 1t ti i −− + − 条最大链，即 ( )1t tf i i −−� 条最大链，而前 1 2 1, , , ti i i −� 层共有 ( )1f S� 个

元素，故 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 2 2 1t t t tf S f S f i i f i f i i f i i f i i− −= − = − − −� � � � � � �� 。                             
通过定理 2.1 我们可以得到以下两个推论。 
推论 2.2 Stern 偏序集从 ( )0,0  (底部元素)到第 n 层的饱和链的个数为 3n 。 
推论 2.3 令 { }1, 2, ,S n= � ，则 [ ]( ) 3nf n =� 。 
现在我们应用 flag f 向量的公式得到 flag h 向量的公式。 
定理 2.4 令 { }1 2, , , tS i i i= � 并且 { }1 2, , ,m t mS i i i −= � 是 Stern 偏序集的秩数集，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 1 3 2 12 2, 1 1 1ji

j t th i h S h i h i i h i i h i i+
−= − = − − − − − −� � � � � �� . 

证明：根据 flag h 向量的定义， 

( ) ( ) 1 11 1 2 1 2 2j ji i
j jh i f i + += − + = − + − = −� �                         (2.1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1 , 1j k j k j k j k jh i i f i f i f i i h i h i i= − − + = − −� � � � � �  

现在 ( )h S� 的公式对 1,2t = 成立，我们对 1t − 进行归纳，即， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 3 2 1 21 1 1t th S h i h i i h i i h i i− −= − − − − − −� � � � ��                     (2.2) 

考虑从 1t − 到 t 的归纳步骤，根据 flag h 向量的定义， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1

11 2
1

1

1 1 1 ,

1 1 ,

t t t
j j p

j t j p

tt t
t j t

j

h S f i f i i f S

h S f i f i i f S

− −

≤ ≤ <

−
− −

=

= − + − + − + +

= − + − + − + +

∑ ∑

∑

� � � ��

� � � ��
 

我们希望证明， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

11 2

1

1 1 1 1

1 1 ,

1 1 1

tt t
t j t

j

t t t t

f i f i i f S

h S h i i h S f i i

−
− −

=

− −

− + − + +

= + − − = − −

∑� � ��

� � � �
                      (2.3) 

这个定理源于， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1 11 1 1t t t th S h S h S h i i h S h i i− −= − + + − − = − −� � � � � �  

为了证明(2.3)，我们需要考虑以下两个事实： 
事实 2.5 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1 2 1 1t j t j t j j t jf i f i i h i f i i f i f i i− = − − − = − − − −� � � � � �                 (2.4) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1, , , , , , , 2 1 1r t r t t t r t r t tf i i i f i i i i f S f i i f i i− − −− = − − − − −� � � � �� �               (2.5) 

证明(2.4)， 

( ) ( ) ( )( )
( )( )
( ) ( )
( ) ( )

1 11

1

, 2 1 2 1 2 1

2 2 2 1

1

2 1 1

j t jt

j t j

i i ii
t j t

i i i

j t j

j t j

f i f i i

h i f i i

f i f i i

+ − ++

+ −

− = − − − −

= − − −

= − − −

= − − − −

� �

� �

� �

 

接下来证明(2.5)， 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )
( )( )( )
( )( )( )
( ) ( )

1 1

1 1

1 1

1 1 1

1 1

1 1 1

1

, , , , , , ,

2 1 2 1 2 1

2 2 2 2

2 2 1 2 1

2 1

t r t r t t

t r t t

t r t t

r t r t t

t r t r t r t r t t

i i i i i i
t r

i i i i
t r

i i i i
t r

t r t r t t

f i i i f i i i i

f S f i i f S f i i f i i

f S

f S

f S

f S f i i f i i

− −

− −

− −

−

− − − −

− + − + − +
−

− − +
−

− −
−

− −

−

= − − − −

 = − − − − 

= − − −

= − − −

= − − − −

� �� �
� � � � �

�

�

�

� � � ( )1 1−

                       

现在我们来证明(2.3)，通过(2.4)很容易得到(2.3)对 2t = 成立。现在考虑 2t > 情况，通过重排(2.3)得
到， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2
1 1 1 2

1

1
1 1 1 1

1

2 1 2 1

1 , 1 , , , 1 , , ,

1 2 1 1 1 2 1 1

2 1 1

t t
t t t j t j t t t t

j t

t t
t t t j t j t t

j t

t t t t

f i f i i f i i f i i i f i i i f S

f i f i i f i f i i f i i

f S f i i f i i

− −
− − −

< −

−
− − − −

< −

− − −

    − − + − − + + − −    

= − − − − + − − − − −

+ + − − − −

∑

∑

� � � � � �� �

� � � � �

� � ��

 

提取公因式 ( )1 1t tf i i −− −� ，我们剩下， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 2 1 2

1
1 2 1 1 2 1 2 1t t

t j t j t t
j t

f i f i f i i f S f i i−
− − − −

< −

− − + − − − + + − −∑� � � � ��          (2.6) 

与(2.3)比较，我们只需要证明下列方程成立， 

( ) ( )12.6 h S= �  

然后提取(2.6)中的系数 ( )12 1tf i − −� 得到， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

1 2

1
1 2

1 1

2 2

2.6 2 1 1 2 1 2 ,

1 2

t j t p

t t

t ti i i i
t j j j p p

j t j p t

i i
t

f i h S f i h i f i i h i

f S h i

− −

− −

−− −
−

< − < < −

−
−

= − + − + −

+ + −

∑ ∑� � � � � �

� ��
 

事实 2.6 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 2

1 2

1
2 2

1 1

2 2

1 2 1 2 , 1 2

2

t j t p t t

t t

t ti i i i i i
j j j p p t

j t j p t

i i
t

f i h i f i i h i f S h i

f i h S

− − − −

− −

−− − −
−

< − < < −

−
−

− + − + + −

= −

∑ ∑� � � � � ��

� �
   (2.7) 
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证明事实 2.6：我们归纳 2t > 的情况，不难验证 3t = 是正确的。假设 1t − 是正确的，则， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 3

1 3

1 2
3 3

2 2

3 3

1 2 1 2 , 2

2

t j t p t t

t t

t ti i i i i i
j j j p p t

j t j p t

i i
t

f i h i f i i h i f S h i

f i h S

− − − −

− −

− −− − −
−

< − < < −

−
−

− + − + +

= −

∑ ∑� � � � � ��

� �
 

因此， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 3 1 2

1 3 1 2

1 3 1 2

1

1
3 3 2 2 2 2

2

3 3 2 2 3

3 3 2 2 3 3

2.7 2 2 1 1 ,

2 2

2 2 1

2

t t t t

t t t t

t t t t

t t

t ti i i i
t t t j t

j t

i i i i
t t

i i i i
t t t t

i i

f i h S h i f i f i i f S

f i h S h i h S h S

f i h S h i f i i h S

− − − −

− − − −

− − − −

−

−− −
− − − −

< −

− −
− −

− −
− − − −

−

 
= + − + − + − 

 
 = − + 

= − − −

= −

∑� � � � � ��

� � � � �

� � � � �

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

1 2

2 2 3 3

2 2

1

2 t t

t t t

i i
t

f i h i i h S

f i h S

−

− −

− − −

−
−

− −

= −

� � �

� �

      

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( )

1 2

1 2

1 2

1 2 2 2

1 2 2

2

1 2 2

1

2.6 2 1 2

2 1 2

2 2

1

t t

t t

t t

i i
t t

i i
t t

i i

t t

f i h S f i h S

f i f i h S

h S

h i i h S

h S

− −

− −

− −

−
− −

−
− −

−

− −

= − −

 = − − 

= −

= − −

=

� � � �

� � �

�

� �

�

                            

这就完成了证明。 
由以上结论得到推论 2.7。 
推论 2.7 令 { }1, 2, ,S n= � ，则 [ ]( ) 0h n =� 。 

3. 结论 

Stern 偏序集的定义由 R. Stanley 给出，我们根据 Stern 偏序集的性质和结构特点对其 flag f 和 flag h
向量的公式进行归纳。并应用牟丽丽给出的 Hexagonal 偏序集的 flag f 和 flag h 向量公式的方法，给出了

Stern 偏序集的 flag f 和 flag h 向量的具体表达式。 
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