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摘  要 

本文中，我们首先介绍了一些必要的符号、定义，在第二部分中给出了一些集值和模糊集的相关定理及

证明，第三部分中我们给出了模糊集值鞅的定义及模糊集值平方可积鞅的表示定理，并对该表示定理进

行了证明，同时讨论了可分的模糊集值随机过程，对部分定理进行了证明。 
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Abstract 
In this paper, we first introduce some necessary symbols and definitions. In the second part, we 
give some related theorems and proofs of set-valued and fuzzy sets. In the third part, we give the 
definition of fuzzy set-valued martingale and the representation theorem of fuzzy set-valued 
square integrable martingale, and prove the representation theorem; at the same time, we discuss 
the separable fuzzy set-valued random process, and prove some theorems. 
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1. 引言 

模糊集值变量首先是由 Kwakernaak [1]、Feron [2]、Puri 和 Ralescu [3]，利用不同的方法开始研究的。

特别地，Puri 和 Ralescu 基于模糊集的集合表示以及集值随机变量理论，引进模糊集值随机变量的概念。 
本文中，假定 R 是所有实数的集合， [ ]0,I T= 是所有自然数的集合，Q 是所有有理数的集合， dR 是

普通范数 ⋅ 的 d 维欧几里得空间， ( )EB 是几何空间 E 的波莱尔域，( ), ,µΩ A 是完备无原子概率空间，σ
域族满足一般条件(即包含所有的空集，非递减和右连续)。令 ( ){ }, :tf f t t I= ∈A 是一个 dR 值可适应随机

过程。如果对任意 [ ]0,t T∈ ，f 是循序可测的，从 [ ]0, t ×Ω到 dR 的映射 ( ) ( ), ,s f sω ω→ 是 [ ]( )0, t × tB A -
可测的。 

2. 相关基础理论 

定义 2.1. dR 上的一个模糊集是定义在 dR 上取值为 [ ]0,1 的一个函数ν ，即 [ ]: 0,1dν →R 。 
令 ( )dRF 表示 dR 上模糊集的全体。我们引入模糊集ν 的α 水平截集(或α -截集)的概念，为了简便

令 [ ]0,1I = ， ( ]0,1I+ = 。 
定义 2.2. 对 ( )dν ∈ RF ，定义 ( ){ }:dx R xαν ν α= ∈ ≥ ， ( ){ }:dx R xαν ν α+ = ∈ > ，对于 Iα ∈ ，称 αν

为 ν 的 α 水平截集；对于 ( )0,1α ∈ ；称 αν + 为 ν 的 α 强水平截集。令 0ν + 表示 ν 的支撑集，即

( ){ }0 : 0dcl x R xν ν+ = ∈ > 。 
定理 2.3 [4]. 如果 ( )dν ∈ RF ，{ }: Iαν α ∈ 是它的水平截集类，则对任意 dx R∈ ，有 

( ) ( ) ( )sup sup
I I

x I x I x
α αν ν

α α
ν α α

∈ ∈
   = ⋅ = ⋅   

∩Q
 

也可以写作 

( ) [ ] [ ]sup : sup :
I I

x I x I xα α
α α

ν α ν α ν
∈ ∈

= ∈ ∈ = ∈ ∈
∩

∩
Q

Q  

上述定理说明每个模糊集能够由α 水平截集族{ }: Iαν α ∈ 表示，且能够由可列个α 水平截集 

{ }: Iαν α ∈ ∩Q 表示，其中Q 是有理数集。 
定义 2.4. 模糊集值随机变量(或模糊随机集)是一个映射 ( ): dX F RΩ→ ，满足对任意 ( ]0,1α ∈ ，

( ) ( )( ){ }:dX x R X xα ω ω α= ∈ ≥ 是集值随机变量。 
定义 2.5. 模糊集值随机变量 X 的期望，表示为 [ ]E X ，是 ( )dF R 的一个模糊集，满足条件：对任意

Iα ∈ ， 

[ ]( ) [ ]{ }d : XE X cl X cl E f f S
ααα

µ
Ω

= = ∈∫ ， 

其中闭包是在 dR 中取的。 
这里的积分是 Aumann 积分的推广，当定义 [ ]( )E X

α
时，为了保持每个模糊集期望的水平截集是闭

集，这里取了闭包，即 [ ]( ) [ ]E X clE Xαα
= 。如果 ( )1 , d

kcX L F R ∈ Ω  ，则 [ ]E Xα 是紧凸集，且

[ ]( ) [ ]E X E Xαα
= 。 

定理 2.6 [4]. 设 ( )1 , , ; d
kcX L µ ∈ Ω A F R ， 0A 是 A 的σ 域，则存在 ( )1

0, , ; d
kcY L µ ∈ Ω A F R 使得 

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2022.111003
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


王源，李俊刚 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.111003 18 应用数学进展 
 

d d
A A
Y Xµ µ=∫ ∫ ， 0A∈A  

注：称 Y 是模糊集值随机变量 X 在 0A 的条件下的期望，记为 [ ]0|E X A ，更多记号和定义参见[4]。 

3. 模糊集值鞅和模糊集值平方可积鞅 

定义 3.1 一个模糊集值随机过程 ( ){ }, :tF F t t Iα α= ∈� � A 称为模糊集值鞅，如果： 
1) ( ){ }, :tF F t t Iα α= ∈� � A 是适应的，对任意的 t I∈ ， ( )F tα

� 是 1L -有界的 
2) 对任意的 ( ]0,1α ∈ ， t s≥ ， ,t s I∈ ， ( ) ( )| sE F t F sα α  = 

� �A ， ( ). .a e µ  
定义 3.2 一个模糊集值随机过程 ( ){ }, :tF F t t Iα α= ∈� � A 对任意的ω∈Ω， ( ]0,1α ∈ ，在 0t I∈ 处称作

模糊下半连续，如果对任意固定的ω∈Ω及任意开集 G 满足 ( )0,F t Gα ω ≠ Φ� ∩ ，则存在 0δ > 满足当

0t t δ− < 时，有 ( )0,F t Gα ω ≠ Φ� ∩ 。 
定义 3.3 一个模糊集值随机过程 ( ){ }, :tF F t t Iα α= ∈� � A 对任意ω∈Ω， ( ]0,1α ∈ ，在 0t I∈ 时称作豪

斯多夫模糊集值下半连续，如果对任意固定的 ω∈Ω ， 0ε > ，存在 0δ > ，则当 0t t δ− < 时，

( ) ( )0, ,F t F tα αω ε ω⊂ +� � 。 
注：模糊下半连续简记为 f.l.s.c.，豪斯多夫模糊下半连续简记为 h.f.l.s.c.，类似地，模糊上半连续简

记为 f.u.s.c.，豪斯多夫模糊上半连续简记为 h.f.u.s.c.。 
定义 3.4. 假设 ( ),X d 是可分的度量空间，Y 是一个度量空间， :f X YΩ× → 称作卡拉西奥多里函数，

如果： 
a) 对任给的 x X∈ ， ( ),f xω ω→ 是可测的。 
b) 对任给的ω∈Ω， ( ),x f xω→ 是可测的。 
定理 3.5 [5]. 假设 :f X YΩ× → 是一个卡拉西奥多里函数，则 ( ),f ⋅ ⋅ 是乘积可测的。 
定理 3.6 [5]. 假定 X 是一个完备的可分度量空间，Y 是一个可分的巴拿赫空间，集值映射

( ): cF X K YΩ× → 满足： 
1) ( ) ( ), ,x F xω ω→ 是可测的； 
2) 对每个ω∈Ω， ( ),x F xω→ 是下半连续的。 
则存在 F 的卡拉西奥多里选择的序列{ }: , 1nf X Y nΩ× → ≥ ，对任意 ( ), x Xω ∈Ω× ， 

( ) ( ){ }, , : 1nF x cl f x nω ω= ≥  

现在我们讨论可分的模糊集值随机过程。假定 X 是可分的巴拿赫空间，{ }: 1nx n ≥ 是 X 的一个可数

稠密子集，{ }, 1kr k ≥ 是所有有理数的集合， ( ),n kB x r 是一个球。令 F 为 ( ) ( ){ }, , , : , 1c
n k n kB x r B x r n k ≥ 的

有限交的集合，则 F 是可数的。 
定义 3.7. 假设 Y 是完备的可分度量空间， ( ]0,1α ∈ ， ( ):F X K Yα Ω× →� 称作可分的，在 

( ) ( ){ }( ), , :F B F x x B B Xα αω ω= ∈ ⊂� �∪ 时，如果存在一个 ( ) 0Nµ = 的可数的集合 D X⊂ 和 N ⊂ A ，使得

对任意 \ Nω∈Ω 和 A F∈ � ，则有 ( ) ( ), ,clF A D clF Aα αω ω=� �∩ 。如果对任意的开集G Y⊂ ， 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 , : ,F G x X F x G Xα αω ω− = ∈Ω× ≠ ∅∈ ×� � ∩ A B ，则 Fα
� 称作乘积可测的，如果对任意的开集

G Y⊂ ， ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 , : ,F G x X F x G Xα αω ω− = ∈Ω× ≠ ∅∈ ×� � ∩ A B 。 
定理 3.8 [6]. 如果 ( ]0,1α ∈ ， ( ):F X K Xα Ω× →� 满足： 
1) 对任意 x X∈ ， ( ),F xαω ω→ � 是可测的，也就是说对任意开集G X⊂ ， 

( ){ }: ,F x Gαω ω∈Ω ≠ ∅ ∈� ∩ A ； 
2) 对任给的ω∈Ω， ( ),x f xω→ 是下半连续或是豪斯多夫下半连续； 
3) ( ),Fα ⋅ ⋅� 是可分的。 
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则 ( ) ( ), ,x F xαω ω→ � 是乘积可测的。 
推论 3.9. 假定 ( ){ }, :tF F t t Iα α= ∈� � A 是可分的模糊集值鞅，对任意给定的ω∈Ω， ( ),F tα ω� 是模糊下

半连续的，那么若 ( ]0,1α ∈ ，则 Fα
� 是乘积可测的。 

定义 3.10. 一个 dR -值随机过程 ( ){ }, :tf f t t I= ∈A 称作 ( ){ }, :tF F t t Iα α= ∈� � A 的一个 pL -鞅选择，

( ]0,1α ∈ ，如果： 
1) ( )pf S Fα∈ � ； 
2) ( ){ }, :tf t t I∈A 是 ;p dL I R ×Ω 中的一个鞅。 
令 ( ]0,1α ∈ ， ( )p Fα

�MS 为 ( ){ }, :tF F t t Iα α= ∈� � A 的所有 pL -鞅选择的集合。如果 1p = ， ( )1 Fα
�MS 可以

写作 ( )Fα
�MS 。 

定理 3.11. 令 ( ){ } ( )1, : ; d
t cF F t t I L Rα α

 = ∈ ⊂ Ω 
� � A F 为可适应的乘积可测的模糊集值随机过程，那么

下列命题是等价的： 
1) ( ){ }, :tF t t Iα ∈� A 是一个模糊集值鞅； 
2) 对任意 ,s t I∈ ， s t≤ ，我们有 ( ) ( ) [ ] ( ) ( ){ }1 1| :s s tF s F tS cl E g g S

α α
= ∈� �A A A ； 

3) 对任意 s I∈ ， ( ) ( ) ( ) { } ( ){ }1 : :s tF sS cl g s g t I F
α α= ∈ ∈�

�A MS 。 
此外，如果 ( ){ }, :tF F t t Iα α= ∈� � A 是模糊区间值随机过程(也就是说 d = 1)，1) 也等价于此。 
4) 存在两个实值 1L -鞅选择 ( ){ }, :tt t Iξ ξ= ∈A 和 ( ){ }, :tt t Iη η= ∈A 对每个 t， ( ]0,1α ∈ ，几乎处处

( ) ( ) ( ), , , ,F t t tα ω ξ ω η ω=   � 。 
证明. 因为 Fα

� 是乘积可测的，则 Fα
� 的选择是乘积可测的。根据[7]中的定理 3.1，我们可得到以上结

果。 
注：对固定的 ( ]0,1α ∈ ，Fα

� 为集值随机过程， ( ){ }{ }: : 1i ig g t t I iα α= ∈ ≥� � ， ,nf α
� ， ,if α

� ， ,nkf α
� ， ,ig α� ，

,jkg α� 为随机过程序列， fα� 为随机过程。 
推论 3.12. 假定 ( ){ } ( )1, : ; d

t cF F t t I L Rα α
 = ∈ ⊂ Ω 

� � A F 是一个乘积可测的模糊集值鞅，则存在一个模

糊 dR -值鞅的序列 

( ){ }{ } ( ): : 1i ig g t t I i Fα α α= ∈ ≥ ⊂ �� � MS  

满足对 t I∈ ，几乎处处 ( ) ( ){ }, , : 1iF t cl g t iα αω ω= ≥� � 。 
定理 3.13. 假定A 是 µ -可分的，并且令 ( ){ }, :tF F t t Iα α= ∈� � A 是可分的模糊集值平方可积鞅，并且

对任意固定的ω∈Ω， ( ]0,1α ∈ ， ( ),F tα ω� 是模糊下半连续的，则 

( ) ( ){ } ( ){ }1 : : , 1i iS F cl g g t t I F iα α α α= ∈ ∈ ≥� �� � MS ， 

其闭包在空间 ( )1
1

; ,dL I F ×Ω ⋅  中。 
证明：对任意 ( )1f S Fα α∈� � ，由[6]中的定理 2.6 性质可知，存在 ( )1

,nf S Fα α∈� � 使得在 n →∞ 时，

( ) ( ),
0

, , d 0
T

nE f s f s sα αω ω− →∫ � � ，所以存在 { }, : 1nf nα ≥� 的序列 { }, : 1nkf kα ≥� 满足对几乎处处 s I∈ ，当

k →∞时， ( ) ( ), , ,nkE f s f sα αω ω−� � 收敛于 0。 

根据定理 3.11，对任意的 s I∈ ， ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ){ }1 : :sF sS cl g s g t t I F
α α α α= ∈ ∈�

�� �A MS ，且 ( )Fα
�MS 是可分

空间 1 ; dL I F ×Ω 的一个子集。所以存在序列 ( ){ }{ } ( ), : : 1ig t t I i Fα α∈ ≥ ⊂ �� MS 满足对几乎处处 s I∈ ，在

i →∞时有 

( ) ( ), , , d 0iE g s f s sα αω ω− →�� 。 
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根据有界收敛定理，我们有：在 0i → 时， ( ) ( ),
0

, , d 0
T

iE g s f s sα αω ω− →∫ �� 。 
证明完毕。 
备注 3.14 在以上定理和推论中， 1L ， 1S ， ( )Fα

�MS 可以分别被 pL ， pS ， ( )p Fα
�MS  ( 1p > )取代。 

接下来，我们假设随机过程 ( ){ }:F F t t Iα α= ∈� � 在 ( )d
c RF 中取值，且若没有特殊声明，A 是 µ -可分

的。 
定义 3.15 一个模糊集值鞅 ( ){ }, :tF F t t Iα α= ∈� � A ， ( ]0,1α ∈ ，如果 ( )

2
supt I E F tα∈

  < ∞  
�

F
，称作平

方可积的。 
注意一个模糊集值平方可积鞅是 2L -有界的。 
定理 3.16. 假定 ( ){ }, :tF F t t Iα α= ∈� � A 是可分的模糊集值平方可积鞅且对任意固定的 ω∈Ω ，

( ]0,1α ∈ ， ( ),F tα ω� 是模糊下半连续的，则存在连续模糊鞅选择的一个序列 { }, : 1if iα ≥� 满足对任意

( ),t Iω ∈ ×Ω， 

( ) ( ){ },, , : 1iF t cl f t iα αω ω= ≥��                               (3.1) 

证明：因为任意给定的ω∈Ω， ( ]0,1α ∈ ， ( ),F tα ω� 是模糊下半连续的，存在一系列的卡拉西奥多里

选择{ }, : , 1d
if I F iα ×Ω→ ≥� 满足对任意 ( ),t Iω ∈ ×Ω，我们有 ( ) ( ){ },, , : 1iF t cl f t iα αω ω= ≥�� 。 

进一步，对任意给定的 ,if α
� ，存在一个序列{ } ( )2

, : 1jg j Fα α≥ ⊂ �� MS 满足在 j →∞时， 

( ) ( )
2

, ,
0

, , d 0
T

j iE g s f s sα αω ω− →∫ �� 。 

因此，存在{ }, : 1jg jα ≥� 的子序列{ }, : 1jkg kα ≥� 满足对几乎处处 s I∈ ，在 k →∞时， 

( ) ( )
2

, ,, , 0jk iE g s f sα αω ω− →�� 。 

因为A 是 µ -可分的， ( ){ }, , , .i tf t a e t Iα ∈� A 对任意 1i ≥ 是模糊平方可积鞅。 
不失一般性地，在下文中我们假设 ( ){ }, , ,i tf t t Iα ∈� A 对任意 1i ≥ 是一个模糊平方可积鞅。所以，我

们得到(3.1)，证明完毕。 
根据这个定理及[8]中的定理 1.3.3，我们得到如下推论： 
推论 3.17. 假定 ( ){ }, :tF F t t Iα α= ∈� � A 是可分的模糊集值平方可积鞅且对任意固定的 ω∈Ω ，

( ]0,1α ∈ ， ( ),F tα ω� 是模糊下半连续的，则存在一个 dR -值连续鞅选择序列 

( ){ }{ }, : : 1i i
tf f f t t I iα α α= = ∈ ≥� A 使得对任意 t I∈ ， 

( ) ( ) ( ){ }2
, : 1tt iF tS de f t i

α α= ≥�
�AA                             (3.2) 

其关于Ω 的 tA -可测的有限部分是可分解的。 
备注 3.18. F� 的 dR -值连续鞅选择的集合表示为 ( )Fα

�CMS ，但遗憾的是我们无法直接推断 ( )Fα
�CMS 是

否为 2 ; dL I F ×Ω 中一个封闭的集合。 
一般说来，我们不能直接得到 ( ) ( ) ( ){ }2 :tF tS f t f F

α α α α=�
� � �A 是 个的一 连续鞅选择 ，只能从定理 3.16 得

到(3.2)。 
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