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摘  要 

本文考虑了具有外部扰动的不确定线性离散系统分布式最优跟踪控制问题。现有的研究要求系统动力学

已知且未证明最优解就是纳什均衡解。由于控制策略和干扰之间的竞争关系，该问题首先转变为多智能

体零和博弈。本文根据所提出的新性能指标，采用内外循环算法对哈密顿雅可比艾萨克斯(HJI)方程进行

迭代求解，并验证了收敛性。此外，它表明该算法得到的最优解是零和博弈的纳什均衡解。本文进一步

表明，每当系统不完全已知时，单层神经网络可用于近似实值函数，与现有的三层网络相比，这可以降

低计算复杂性。最后，通过仿真验证了该方法的有效性。 
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Abstract 
The paper studies the distributed optimal tracking control problem by considering linear discrete 
systems with unknown disturbances. The existing research requires that the system dynamics are 
known and have not proved that the optimal solution is the Nash equilibrium. Such a problem is 
first transformed into a multiagent zero-sum game due to the competitive situation among inputs 
and disturbances. According to the proposed new performance index, the internal and external 
loop algorithm is adopted to solve the Hamilton Jacobi Isaacs (HJI) equations iteratively, and the 
convergence is also proven. In addition, it shows that the optimal solution obtained by the algo-
rithm is the Nash equilibrium of the zero-sum game. This paper further shows that, whenever the 
system is not fully known, the single-layer neural network could be used to approximate the real 
value function, which can reduce the computational complexity compared with the prevalent 
three-layer networks. Finally, simulations are provided to show the effectiveness of the method. 
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1. 引言 

近年来，多智能体系统控制因其在各种工程系统中的潜在应用而受到广泛关注，且分布式控制在无

人机、移动机器人等领域也有很多应用[1]。目前，控制系统的结构越来越复杂，实际的工业系统大多数

由多个控制器控制，每个控制器都是一个玩家，在这些玩家的合作和竞争之间作出权衡，可以看作是一

场博弈。博弈论为多人博弈决策提供了一种有效的方法来获得最优策略[2] [3] [4] [5]。多玩家博弈可以分

为零和博弈和非零和博弈两种，这两类研究结果目前在工程动力学、经济学和社会学上都有了广泛的研

究[6] [7]。 

分布式控制的目标是为每个智能体设计一个控制协议，仅依赖于本地邻居信息。在无领导者的协作

调节器共识问题中，所有智能体根据其初始条件收敛到一个不可控的共同值。而在合作跟踪共识问题中，

所有智能体同步到控制智能体状态或者是一个领导者[8] [9]。但是在上述论文所提到的算法中不存在最优

性保证，则使用博弈论框架来克服这个问题。每个智能体为了找到最优策略，它们通过独立优化其性能

指标，而最终得到结果就是纳什均衡解。为了找到纳什均衡解，必须求解耦合哈密顿雅可比(HJ)方程，

该方程在线性二次型(LQR)下简化为耦合黎卡提方程[10]，这些耦合的 HJ 方程求解很困难且依赖于全局

信息。况且智能体动力学系统还可能受到外界干扰，当考虑系统中存在干扰的情况，就是二人零和博弈

问题，即控制策略和干扰策略是博弈双方，这需要求解 HJI 方程，但是 HJI 方程是非常难或不可能求解

的。自适应动态规划(ADP)方法[11]-[21]被提出，它是处理各种最优控制问题的最有效方法之一，而后随

着强化学习(RL) [22]和神经网络学科的发展，与执行–评价神经网络结合的在线迭代算法[23] [24]和值迭

代[25]相继被提出来，在 RL 框架下[26]，为一类电压源逆变器设计了一种事件触发输出反馈控制器，解

决了线性事件驱动 H∞控制问题。随后，利用 RL 求解 H∞控制问题[27]，获得连续时间非线性输入约束系

统的鲁棒事件驱动控制。而这些是针对单个智能体，对本文中考虑的多智能体难以适用。在这些学习控
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制方案中成功应用的两种技术是值函数逼近和 Q 函数[28]逼近。在多智能体框架下，[29] [30]研究了非零

和博弈问题，并使用了与执行–评价神经网络结合的策略迭代算法进行求解，但是并没考虑到干扰的存

在。[31] [32]给出了在系统动力学部分未知时，求解最优控制的有效方法，但是并没有给出最优解和纳什

均衡关系的证明。 

本文考虑的分布式控制跟踪问题，目标是为每个智能体设计一个仅依赖于邻居信息的控制协议。通

过对一定数量的利益达成一致来保证所有智能体的同步行为，使得性能指标最优，跟踪误差 L2有界。本

文的贡献主要有以下几个方面：第一，相比[29] [30]，都是线性系统，但是本文考虑了系统存在干扰的情

况下，如何求得一组纳什均衡解使得性能指标最优，文献没有考虑干扰。第二，相比[30]，我们考虑干扰

的同时使用单层网络进行逼近，而文献采用三层神经网络进行逼近，所以减小了计算的复杂度。第三，

相比[31] [32]，没有给出纳什均衡的证明，本文给出了求得的最优解满足纳什均衡定义的不等式的证明。 

2. 通信图与同步 

在本节中，介绍了通信图，并给出了多智能体系统受外部干扰时的同步问题。 

2.1. 图论 

有向图Gr 定义为 ( ),Gr V ζ= 与N个非空有限集 ( )1, , NV v v= � 和一组边 V Vς ⊆ × ，定义连通矩阵E，
使得 ijE a =  ，如果 ( ),j iv v ζ∈ ，则 0ije > ，否则， 0ije = 。每个节点 iv 的领域集合为 ( ){ }: ,i j j iN v v v ζ= ∈ 。 
定义入度矩阵 D 为对角矩阵 { }iD diag d= ，

i
i ij

j N
d a

∈

= ∑ 为节点的加权入度，图拉普拉斯矩阵 L 定义为

L D E= − 。 
从节点 0v 到节点 rv 的有向路径定义为边 0 1, , , rv v v� 的序列 ( )1, , 0,1, , 1i iv v i rς+ ∈ ∈ −� 。对图中所有

,i jv v V∈ ，如果从 iv 到 jv 存在一个有向路径，则这个有向图强连接的，反之亦然。 

2.2. 同步和跟踪误差动力学 

考虑通信图 ( ),Gr V ζ= 有 N 个智能体，每个智能体的局部动态由 

( ) ( ) ( ) ( )1i i i i i ix k Ax k B u k D w k+ = + +                             (1) 

其中 ( ) ( ), ,i im qn
i i ix k R u k R w R∈ ∈ ∈ 分别是节点 i 的状态、控制输入和外部干扰。 , ,i iA B D 是具有适当维数

的系统矩阵。为了便于表示，我们将 ( )ix k 写成 ikx ， ( )iu k 写成 iku ， ( )iw k 写成 ikw 。领导者节点的状态

为 0
n

kx R∈ ，假设它满足动力学 

( ) 00 1 .kkx Ax+ =                                       (2) 

假设 1：领导者连接图中的一小部分节点。 
目的是设计控制输入 iku ，只使用来自邻居节点的信息，使所有智能体的状态同步到领导者的状态， 

也就是 0lim 0,ik kk
x x i N

→∞
− = ∀ ∈ 。 

对于每个节点 i，定义局部邻域跟踪误差 n
ik Rε ∈ 为 

( ) ( )0
i

ik ij ik jk i ik k
j N

a x x g x xε
∈

= − + −∑                             (3) 

其中 0ig ≥ 为节点 i 的固定增益。如果节点 i 耦合到控制节点 0kx ，则非零。 
所有节点的总体跟踪误差向量为 

( )( ) ( )( ) ( )( )( )0 0k n k n k n k kL G I x L G I x L G I x xε = + ⊗ − + ⊗ = + ⊗ −                 (4) 
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其中 T T T
1 2k k k Nkx x x x =  � 和 T T T

1 2k k k Nkε ε ε ε =  � 分别为全局节点状态向量和全局跟踪误差向量。 
可以将式(4)重新表示成 

( )( )k n kL G Iε η= + ⊗                                    (5) 

全局同步误差向量 

( )0 .nN
k k kx x Rη = − ∈                                    (6) 

其中 0 0x Ix= ， 1 nI I= ⊗ ， nI 是 n n× 单位矩阵， 1 是 n 个 1 组成的向量， { } N N
iG diag g R ×= ∈ 是固定增

益的对角矩阵。 
矩阵的最大奇异值和最小奇异值分别表示为 ( ).δ ， ( ).δ 。 
下面的引理表明，小的局部邻域同步误差等价于小的全局同步误差。 
引理 1 [23]：设 ( )L G+ 为非奇异，那么同步误差的界限是 

( ).k k L Gη ε δ≤ +                                   (7) 

备注 1：如果对于根节点 0ig ≠ ，并且图中包含一棵生成树，则 ( )L G+ 是非奇异的。 
由(1)和(3)，可以得到节点 i 的局部邻域跟踪误差动态为 

( ) ( )
( ) ( )

1 , , , ,

i i

i ik ik jk ik jki k

ik i i i ik ij j jk i i i ik ij j jk
j N j N

f u u w w

A d g B u a B u d g D w a D w

ε ε

ε
+

∈ ∈

≡

= + + − + + −∑ ∑              (8) 

其中 jku 是智能体 i 的邻居的控制策略， jkw 是智能体 i 的邻域的外部干扰。这是一个具有多个控制输入

和外界干扰的动态系统。 
因此，本文的目标是找到控制策略 iku ，当干扰输入不存在，即 0ikw = 时，保证局部邻域同步误差(8)

渐近收敛。此外，当干扰输入存在，即 0ikw ≠ 时，控制策略 iku 保证性能输出满足下列有界 2L -增益，并

预先确定一个常数 0γ >  

( )( )

2 T T T

0 0

2 T T

0
0

i

i

ik ik ii ik ik ii ik jk ij jk
k k j N

ik ii ik jk ij jk i
k j N

z Q u R u u R u

w T w w T w

ε ε

γ β ε

∞ ∞

= = ∈

∞

= ∈

 
= + + 

 
 

≤ + + 
 

∑ ∑ ∑

∑ ∑
                    (9) 

对于某些有界函数，使 ( )0 0β = ，其中 0, 0, 0, 0, 0ii ii ij ii ijQ R R T T> > > > > 。 *γ 为满足干扰衰减条件(9)
的 γ 的最小值，其中 ikz 是性能输出。 

3. 多智能体零和博弈 

在本节中，我们将定义每个智能体的局部性能指标函数和值函数，并给出满足纳什均衡的条件。利

用最优控制原理建立了零和博弈的哈密顿函数和贝尔曼方程，并利用离散哈密顿雅可比理论给出了二者

之间的关系。 

3.1. 零和博弈 

零和博弈是基于每个智能体 i 对图中其他智能体的响应。 
定义智能体 i 的邻居的控制策略为 

{ }| .i j iu u j N− = ∈                                    (10) 
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定义智能体 i 的邻居的外部扰动为 

{ }| .i j iw w j N− = ∈                                    (11) 

为每个代理定义以下本地性能指标 

{ }( )
( )

0

0

T T T 2 T T

0 0

, , , ,

, , , ,

1
2 i i

i ik ik ik ik ik k

i ik ik ik ik ik
k

ik ii ik ik ii ik jk ij jk ik ii ik jk ij jk
k j N k j N

J u u w w

U u u w w

Q u R u u R u w T w w T w

ε

ε

ε ε γ

− − ≥

∞

− −
=

∞ ∞

= ∈ = ∈

=

 
= + + − + 

 

∑

∑ ∑ ∑ ∑

              (12) 

其中 0 i in n
iiQ R ×> ∈ ， 0 i im m

iiR R ×> ∈ ， 0 j jm m
ijR R ×> ∈ ， 0 i iq q

iiT R ×> ∈ ， 0 j jq q
ijT R ×> ∈ 是对称时不变加权矩

阵， 0γ > 满足有界 2L -增益。 
动力学(8)和性能指标(12)依赖于图拓扑 ( ),Gr V ς= 。 
将智能体 i 及其邻居的固定策略给出，则每个智能体 i 的值函数为 

( ) ( ), , , , .i ik i il il il il il
l k

V U u u w wε ε
∞

− −
=

= ∑                             (13) 

备注 2：给出了控制策略和外部干扰，其值函数只与局部邻域同步跟踪误差 ikε 相关。 

3.2. 零和博弈的贝尔曼方程 

取(13)关于 k 的一阶差分得到贝尔曼方程 

( ) ( ) ( )( )1, , , ,i ik i il il il il il i i kV U u u w w Vε ε ε− − += +                         (14) 

( )0 0iV = 是初始条件。 
因此，有界 2L -增益同步问题可以转化为以下的多智能体零和博弈问题.多智能体零和博弈问题的目

标是找到 { } 0i ik k
u u ∞

=
= ， { } 0i ik k

w w ∞

=
= ， i N∀ ∈ ， 

( ) ( )( ) ( )( )* min max max min
i ii i

i ik i ik i iku uw w
V V Vε ε ε= =                        (15) 

其中，控制输入 iku 试图最小化 ( )i ikV ε ，而干扰输入 ikw 试图最大化 ( )i ikV ε 。 
根据式(14)和(15)可以得到 

( ) ( ) ( )( )* *
1min max , , , , .

ik ik
i ik i il il il il il i i ku w

V U u u w w Vε ε ε− − += +                     (16) 

定义 1：多智能体零和博弈最优控制策略和外部扰动策略 ( )* *,ik iku w 对于 i N∀ ∈ 如果满足以下不等式，

那么具有全局纳什均衡解。 

( ) ( ) ( )* * * * * * * * * *, , , , , , , , , , , ,i ik ik ik ik ik i ik ik ik ik ik i ik ik ik ik ikJ u u w w J u u w w J u u w wε ε ε− − − − − −≤ ≤            (17) 

因此，每个智能体 i 的最优控制策略表示为 

( ) ( )( )* 1 T *
1ik i i ii i i i ku d g R B V ε−
+= − + ∇                             (18) 

每个智能体 i 的最优外部扰动为 

( ) ( )( )* 1 T *
12

1 .ik i i ii i i i kw d g T D V ε
γ

−
+= + ∇                            (19) 
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将(18)和式(19)代入式(16)得到零和博弈贝尔曼最优方程 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( )

T2* * T * 1 T *
1 1 1

T2 * 1 1 T *
1 1

T2 * 1 T *
1 12

T2 * 1 1 T
12

1
2

1

1

i

i

i ik i ik ii ik i i i i ii i ii k i k i k

i i j j jj ij jj j jj k j k
j N

i i i i ii i ii k i k

i i j j jj ij jj jj k
j N

V V Q d g V B R B V

d g V B R R R B V

d g V D T D V

d g V D T T T D V

ε ε ε ε ε ε

ε ε

ε ε
γ

ε
γ

−
+ + +

− −
+ +

∈

−
+ +

− −
+

∈

= + + + ∇ ∇


+ + ∇ ∇

− + ∇ ∇

− + ∇ ∇

∑

∑ ( )( )*
1j j kε +





         (20) 

3.3. 零和博弈的哈密顿函数 

考虑节点误差动力学(8)和性能指标(12)，我们可以将每个智能体 i 的哈密顿方程定义为 

( )( )

( ) ( ) ( )

1

T
1

T T T 2 T 2 T

, , , , ,

1
2

i i

i i

i ik ik ik ik iki k

ik i i i ik ij j jk i i i ik ij j jki k
j N j N

ik ii ik ik ii ik jk ij jk ik ii ik jk ij jk
j N j N

H u u w w

A d g B u a B u d g D w a D w

Q u R u u R u w T w w T w

ε λ

λ ε

ε ε γ γ

− −+

+
∈ ∈

∈ ∈

 
= + + − + + − 

 
 

+ + + − − 
 

∑ ∑

∑ ∑

           (21) 

其中 ( )ik i kλ λ= 是每个智能体 i 的伴随变量。由最优性的必要条件，我们得到 

( )
T

1 .i ik ik ik ii iki kH A Qε λ λ λ ε+∂ ∂ = ⇒ = +                          (22) 

最优控制策略由平稳条件 0, 0i ik i ikH u H w∂ ∂ = ∂ ∂ = 给出： 

( ) ( )
* 1 T *

1 ,ik i i ii i i ku d g R B λ−
+= − +                              (23) 

( ) ( )
* 1 T *

12

1 .ik i i ii i i kw d g T D λ
γ

−
+= +                             (24) 

3.4. 离散哈密顿雅可比理论：哈密顿方程与贝尔曼最优方程的等价性 

定义值函数 ( )i ikV ε 的第一差值为 

( ) ( )( ) ( )1 .i ik i i iki kV V Vε ε ε+∆ = −                              (25) 

定义值函数 ( )i ikV ε 的梯度为 

( )( ) ( )( ) ( )1 1 1 .i ii k i k i kV Vε ε ε+ + +∇ = ∂ ∂                            (26) 

然后我们用值函数定义伴随的变量为 

( ) ( )( )1 1 .ii k i kVλ ε+ += ∇                                  (27) 

备注 3：有关协态变量和值函数梯度的等价关系，可以参考[29] [33] [34]。 

3.5. 耦合 HJI 方程 

将控制策略(18)和干扰策略(19)代入(21)得到耦合的 HJI 方程 
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( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

T T2T T
1 1 1

T2 1 1
1 1

T2 1 T
1 12

T2 1 1
1 12

1 1
2 2

1
2
1

2
1 0

2

i

i

c
i i ik ii ik i i i i ii i ii k i k i k

j j j j jj ij jj jj k j k
j N

i i i i ii i ii k i k

j j j j jj ij jj jj k j k
j N

V A Q d g V B R B V

d g V B R R R V

d g V D T D V

d g V D T T T V

ε ε ε ε ε

ε ε

ε ε
γ

ε ε
γ

+ + +

− −
+ +

∈

−
+ +

− −
+ +

∈

∇ + + + ∇ ∇

+ + ∇ ∇

− + ∇ ∇

− + ∇ ∇ =

∑

∑

            (28) 

边界条件 ( )0 0iV = 。 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 1 T 1 T
1 1

2 1 T 1 T
1 12 2

1 1 .

i

i

c
i ik i i i ii i i ij j j j jj j ji k j k

j N

i i i ii i i ij j j j jj j ji k j k
j N

A A d g B R B V a d g B R B V

d g D T D V a d g D T D V

ε ε ε

ε ε
γ γ

− −
+ +

∈

− −
+ +

∈

= − + ∇ + + ∇

+ + ∇ − + ∇

∑

∑
 

为智能体 i 对应的闭环系统。 
因此(28)可以改写为 

( )( )( )
( )

* * * * *
1, , , , , 0,

0 0.

i ik i ik ik ik iki k

i

H V u u w w

V

ε ε − −+∇ =

=
                         (29) 

引理 2 [35]：选择 *γ γ> 。假设 ( )* 0i ikV ε > ， i N∈ 是耦合 HJI 方程(25)的正定解。让智能体 i 的邻域

控制策略 jku 已经最优，然后闭环系统在平衡点 

( ) ( ) * *
1

i
ik i i i ik ij j jki k

j N
A d g B u a B uε ε+

∈

= + + − ∑                          (30) 

渐近稳定，在控制输入 ( )( )*
ik ik i iku u V ε= 的条件下，其中 ( )*

i ikV ε 由式(28)给出。此外，在所有干扰 ikw 存

在的情况下控，制输 iku 入将满足有界 2L -增益条件(9)。 
证明：引理的证明参考[36]中定理 1 的证明。 
引理 3 [36]：假设引理 2 中的假设满足。如果图具有生成树，则全局同步误差 kη 为 2L -有界。 
由于上述方程的解析解很难得到，我们将寻求其迭代解。 

4. 求解 HJI 方程的多智能体策略迭代算法 

4.1. 最佳回应 

定义 2：假设存在稳定控制策略 iku 和外界扰动 ikw ，给定固定邻居控制策略 iku− 和扰动策略 ikw− 。然

后，满足以下不等式的一组策略 ( )* *,ik iku w 是最佳响应 

( ) ( ) ( )* * * *, , , , , , , , , , , , .i ik ik ik ik ik i ik ik ik ik ik i ik ik ik ik ikJ u u w w J u u w w J u u w wε ε ε− − − − − −≤ ≤           (31) 

控制 *
ik iku u= 由(23)给出，扰动 *

ik ikw w= 由(24)给出，给定任意策略 iku− ， ikw− ，定义最佳响应 HJI 方程 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

T T2T T
1 1 1

T2T 1 T
1 12

T
2

1 1
2 2

1 1
2 2
1 0

2

i

i

c
i i ik ii ik i i i i ii i ii k i k i k

jk ij jk i i i i ii i ii k i k
j N

jk ij jk
j N

V A Q d g V B R B V

u R u d g V D T D V

w R w

ε ε ε ε ε

ε ε
γ

γ

+ + +

−
+ +

∈

∈

∇ + + + ∇ ∇

+ − + ∇ ∇

− =

∑

∑

            (32) 
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边界条件 ( )0 0iV = 。 
4.2. 策略迭代求解 HJI 方程 

本节提出一种策略迭代(PI)算法求解最优响应 HJI 方程(32)和 HJI 方程(28)，PI 算法有内部循环和外

部循环。在内环中，控制策略是固定不变的。通过求解哈密顿方程(21)，用(19)更新扰动。在外部循环中，

使用(18)进行更新迭代控制策略。最后，两个定理证明了算法的收敛性。同时，我们证明出，耦合 HJI
方程(28)的解就是零和博弈的纳什均衡解。 

耦合 HJI 方程(28)和最优响应 HJI 方程(32)的策略迭代算法 1 的收敛性在下面的两个定理中给出。在

定理 1 中，只有智能体 i 更新自己的策略，而其他邻居的策略是固定的。在定理 2 中，所有的智能体同

时更新它们的策略。 
本文所设计的策略迭代(PI)算法如表 1 所示： 
 

Table 1. Multiagent learning policy iteration to solve the HJI equations 
表 1. 求解 HJI 方程的多智能体策略迭代 

算法 1：求解 HJI 方程的多智能体策略迭代 

要求：设 0 , 1, ,iku i N∀ = � 为任何稳定的初始控制策略。 

0,1,p = �，给定 , 1, ,p
iku i N∀ = �  

重复 p
 0,1,l = �，给定 0ikw =  

重复 l 

求解 ( )
( )( ),

1
p l

i i kV ε + 使用零和贝尔曼方程 

( )
( )( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

T
,

1

1

T TT T 2 2 T1 0
2

i i

i i

p l
i i k p l

ik i i i ik ij j jk i i i ik ij j jk
j N j Ni k

p p l l
ik ii ik ik ii ik jk ij jk ik ii ik jk ij jk

j N j N

V
A d g B u a B u d g D w a D w

Q u R u u R u w T w w T w

ε
ε

ε

ε ε γ γ

+

∈ ∈+

∈ ∈

 ∂    + + − + + −  ∂   
 

+ + + − − = 
 

∑ ∑

∑ ∑

            (33) 

更新 1l
ikw +  

( )
( )

( )( )
( )

,
11 1 T

2
1

1
p l

i i kl
ik i i ii i

i k

V
w d g T D

ε

γ ε
++ −

+

∂
= +

∂
                              (34) 

直到 ( )
( )( ) ( )

( )( ), 1 ,
1 1

p l p l
i ii k i kV Vε ε ε+

+ +− ≤ 收敛 

结束 
更新 1p

iku +  

( )
( )

( )( )
( )

,
11 1 T

1

p l
i i kp

ik i i ii i
i k

V
u d g R B

ε

ε
++ −

+

∂
= − +

∂
                              (35) 

直到 ( )
( )( ) ( )

( )( )1, ,
1 1

p l p l
i ii k i kV Vε ε ε+

+ +− ≤ 收敛 

结束 

 
定理 1：假设邻居的策略是固定的，并且存在一个稳定控制策略和扰动策略，其中 *γ γ≥ ，假设智能

体 i 执行算法 1。那么值函数 ( ) ( ),p l
i ikV ε 收敛到最优值函数 ( )*

i ikV ε ，其中 ( )*
i ikV ε 是最佳回应 HJI 方程(32)
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的解。 
证明：首先证明了内环的收敛性。通过 ( ) ( ),p l

i ikV ε 对 l 沿着误差系统的解求差分 

( ) ( ) ( ) 1
1

i i

p l
ik i i i ik ij j jk i i i ik ij j jki k

j N j N
A d g B u a B u d g D w a D wε ε +

+
∈ ∈

= + + − + + −∑ ∑              (36) 

因此 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

, , 1

1

T TT T 2 2 T

TT T

, , , , , , , ,

1
2

1
2

i i

p l p l
i ik i ik

p l p l
i ik ik ik ik ik i ik ik ik ik ik

k

p p l l
ik ii ik ik ii ik jk ij jk ik ii ik jk ij jk

k j N j N

p p
ik ii ik ik ii ik jk

j

V V

U u u w w U u u w w

Q u R u u R u w T w w T w

Q u R u u

ε ε

ε ε

ε ε γ γ

ε ε

+

∞
+

− − − −

∞

∈ ∈

−

 = − 

  
= + + − −  

  

− + +

∑

∑ ∑ ∑

( )T2 1 1 2 T

i i

l l
ij jk ik ii ik jk ij jk

N j N
R u w T w w T wγ γ+ +

∈ ∈

 
− −  

 
∑ ∑

         (37) 

由于只有智能体 i 更新它的策略，因此

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )( )

( )
( ) ( )

( )
( )( )

( )
( ) ( )

, , 1

T
,

1 1

1

T
, 1

1 1

1

i i

i

p l p l
i ik i ik

p l
i i k p l

ik i i i ik ij j jk i i i ik ij j jk
k j N j Ni k

p l
i i k p l

ik i i i ik ij j jk i i i ik ij
j Ni k

V V

V
A d g B u a B u d g D w a D w

V
A d g B u a B u d g D w a

ε ε

ε
ε

ε

ε
ε

ε

+

∞ + +

∈ ∈+

+
+ +

∈+

−

  ∂    = − + + − + + −   ∂     

 ∂
 + + + − + + −
 ∂ 
 

∑ ∑ ∑

∑
i

j jk
j N

D w
∈


 
 
 

∑

    (38) 

将式(33)代入式(38)可得 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

, , 1

T TT T 2 2 T

T 1 TT T 2 1 2 T

,

1
2

1
2

i i

i i

p l p l
i ik i ik

p p l l
ik ii ik ik ii ik jk ij jk ik ii ik jk ij jk

k j N j N

lp p l
ik ii ik ik ii ik jk ij jk ik ii ik jk ij jk

j N j N

p l
i

V V

Q u R u u R u w T w w T w

Q u R u u R u w T w w T w

V

ε ε

ε ε γ γ

ε ε γ γ

+

∞

∈ ∈

+ +

∈ ∈

−


 = + + − −   

 
− + + − − 

 

∂
−

∑ ∑ ∑

∑ ∑

( )( )
( )

( )
( )

( )( )
( )

( )
T T

,
1 11

1 1

p l
ii k i kl l

i i i ik i i i ik
i k i k

V
d g D w d g D w

ε ε

ε ε
+ ++

+ +

   ∂    + + +    ∂ ∂        

         (39) 

从(39)我们可以得到 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )( )
( )

( )

( )
( )( )

( )
( )

, , 1

T
,

T T 12 1 1 2 1

1

T
,

1

1

1 1
2 2

p l p l
i ik i ik

p l
i i kl l l l l

ik ii ik ik ii ik i i i ik
k i k

p l
i i k l

i i i ik
i k

V V

V
w T w w T w d g D w

V
d g D w

ε ε

ε
γ γ

ε

ε

ε

+

∞ ++ + +

+

+

+

−

  ∂  = − − +  ∂   
 ∂  + +  ∂    

∑            (40) 
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然后将(34)代入(40)，并做一些运算 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

, , 1

T T T2 1 1 2 2 1

T2 1 1

1 1
2 2

1 0.
2

p l p l
i ik i ik

l l l l l l
ik ii ik ik ii ik ik ii ik

k

l l l l
ik ik ii ik ik

k

V V

w T w w T w w T w

w w T w w

ε ε

γ γ γ

γ

+

∞
+ + +

∞
+ +

−

 = + −  

 = − − − ≤  

∑

∑

                 (41) 

因此，有 ( ) ( ) ( ) ( ), , 1p l p l
i ik i ikV Vε ε+≤ 。因此值函数 ( ) ( ),p l

i ikV ε 对于 l 是单调递增的，根据公式(9)得到
( )( ),p l

i ikV ε 是有上界的，因此它收敛到一个极限，因此 ( ) ( ),p l
i ikV ε 对于 l 收敛。这就完成了内环收敛性的证

明。 
为了证明外环的收敛性，通过 ( ) ( ),p l

i ikV ε 对 p 沿着误差系统的解求差分 

( ) ( ) ( )1
1

i i

p l
ik i i i ik ij j jk i i i ik ij j jki k

j N j N
A d g B u a B u d g D w a D wε ε +

+
∈ ∈

= + + − + + −∑ ∑              (42) 

因此 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

, 1,

1

T TT T 2 2 T

TT 1 1

, , , , , , , ,

1
2

1
2

i i

p l p l
i ik i ik

p l p l
i ik ik ik ik ik i ik ik ik ik ik

k

p p l l
ik ii ik ik ii ik jk ij jk ik ii ik jk ij jk

k j N j N

p p
ik ii ik ik ii ik

V V

U u u w w U u u w w

Q u R u u R u w T w w T w

Q u R u u

ε ε

ε ε

ε ε γ γ

ε ε

+

∞
+

− − − −

∞

∈ ∈

+ +

−

 = − 

  
= + + − −  

  

− + +

∑

∑ ∑ ∑

( )TT 2 2 T

i i

l l
jk ij jk ik ii ik jk ij jk

j N j N
R u w T w w T wγ γ

∈ ∈

 
− −  

 
∑ ∑

          (43) 

由于只有智能体 i 更新它的策略，因此 
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )( )

( )
( ) ( )

( )
( )( )

( )
( ) ( )

, 1,

T
,

1 1

1

T
1,

1 1

1

i i

i

p l p l
i ik i ik

p l
i i k p l

ik i i i ik ij j jk i i i ik ij j jk
k j N j Ni k

p l
i i k p l

ik i i i ik ij j jk i i i ik ij
j Ni k

V V

V
A d g B u a B u d g D w a D w

V
A d g B u a B u d g D w a

ε ε

ε
ε

ε

ε
ε

ε

+

∞ + +

∈ ∈+

+
+ +

∈+

−

  ∂    = − + + − + + −   ∂     

 ∂
 + + + − + + −
 ∂ 
 

∑ ∑ ∑

∑
i

j jk
j N

D w
∈


 
 
 

∑

    (44) 

将式(33)代入式(44)可得 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

, 1,

T TT T 2 2 T

T TT 1 1 T 2 2 T

,

1
2

1
2

i i

i i

p l p l
i ik i ik

p p l l
ik ii ik ik ii ik jk ij jk ik ii ik jk ij jk

k j N j N

p p l l
ik ii ik ik ii ik jk ij jk ik ii ik jk ij jk

j N j N

p l
i

V V

Q u R u u R u w T w w T w

Q u R u u R u w T w w T w

V

ε ε

ε ε γ γ

ε ε γ γ

+

∞

∈ ∈

+ +

∈ ∈

−


 = + + − −   

 
− + + − − 

 

∂
−

∑ ∑ ∑

∑ ∑

( )( )
( )

( )
( )

( )( )
( )

( )
T T

,
1 11

1 1

p l
ii k i kp p

i i i ik i i i ik
i k i k

V
d g D w d g D w

ε ε

ε ε
+ ++

+ +

   ∂    + + +    ∂ ∂        

         (45) 
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从(45)我们可以得到 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( )

( )( )
( )

( )

( )
( )( )

( )
( )

, 1,

T
,

T T 11 1 1

1

T
,

1

1

1
2

p l p l
i ik i ik

p l
i i kp p p p p

ik ii ik ik ii ik i i i ik
k i k

p l
i i k p

i i i ik
i k

V V

V
u R u u R u d g B u

V
d g B u

ε ε

ε

ε

ε

ε

+

∞ ++ + +

+

+

+

−

  ∂  = − − − +  ∂   
 ∂  + +  ∂    

∑            (46) 

然后将(35)代入(46)，并做一些运算 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T, 1, 1 11 0.
2

p l p l p p p p
i ik i ik ik ik ii ik ik

k
V V u u R u uε ε

∞
+ + + − = − − ≥  ∑                 (47) 

因此，有 ( ) ( ) ( ) ( ), 1,p l p l
i ik i ikV Vε ε+≥ 。因此值函数 ( ) ( ),p l

i ikV ε 对于 p 是单调递减的，根据 ( ) ( ),p l
i ikV ε 的定

义，我们知道 ( ) ( ),p l
i ikV ε 是一个下界，因此它收敛到一个极限，因此 ( ) ( ),p l

i ikV ε 对于 p 收敛。所以对外环

收敛性的证明就完成了。 
因此，根据上述结果和最优性原理，执行算法 1 得到的 ( ) ( ),p l

i ikV ε 收敛到最佳响应 HJI 方程(32)的解

( )*
i ikV ε 。 

备注 3：在接下来的证明中，定义 ( ) ( )1 1,ij jj ij ij jj ijR R T Tρ σ β σ− −= = 的相对权值。 
定理 2：假设智能体 i 执行算法 1，且所有邻居的策略正在更新，并且存在稳定控制策略和干扰策略。

对于小权值 ija ，相对权值 ,ij ijβ ρ ，值函数 ( ) ( ),p l
i ikV ε 收敛到最优值函数 ( )*

i ikV ε ，其中 ( )*
i ikV ε 是 HJI 方程

(28)的解。 
证明：首先证明了内环的收敛性。通过 ( ) ( ),p l

i ikV ε 对 l 沿着误差系统的解求差分 

( ) ( ) ( ) 1
1

i i

p p l l
ik i i i ik ij j jk i i i ik ij j jki k

j N j N
A d g B u a B u d g D w a D wε ε +

+
∈ ∈

= + + − + + −∑ ∑             (48) 

考虑到所有智能体都会更新他们的策略 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, , 1

T T T TT 2 2

T T T TT 2 1 1 2

1
2

1
2

i i

i i

p l p l
i ik i ik

p p p p l l l l
ik ii ik ik ii ik jk ij jk ik ii ik jk ij jk

k j N j N

p p p p l l l l
ik ii ik ik ii ik jk ij jk ik ii ik jk ij jk

j N j N

V V

Q u R u u R u w T w w T w

Q u R u u R u w T w w T w

ε ε

ε ε γ γ

ε ε γ γ

+

∞

∈ ∈

+ +

∈ ∈

−

  
= + + − −  

  

 
− + + − − 

 

∑ ∑ ∑

∑ ∑




       (49) 

因此，我们可以有 
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )( )

( )
( ) ( )

( )
( )( )

( )
( ) ( )

, , 1

T
,

1 1

1

T
, 1

1 1

1

i i

i

p l p l
i ik i ik

p l
i i k p p l l

ik i i i ik ij j jk i i i ik ij j jk
k j N j Ni k

p l
i i k p p l

ik i i i ik ij j jk i i i ik
j Ni k

V V

V
A d g B u a B u d g D w a D w

V
A d g B u a B u d g D w

ε ε

ε
ε

ε

ε
ε

ε

+

∞ + +

∈ ∈+

+
+ +

∈+

−

  ∂    = − + + − + + −   ∂     

 ∂
 + + + − + + −
 ∂ 
 

∑ ∑ ∑

∑
i

l
ij j jk

j N
a D w

∈


 
 
 

∑

    (50) 
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将式(33)代入式(50)可得 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, , 1

T T T TT 2 2

T T T TT 2 1 1 2 1 1

1
2

1
2

i i

i i

p l p l
i ik i ik

p p p p l l l l
ik ii ik ik ii ik jk ij jk ik ii ik jk ij jk

k j N j N

p p p p l l l l
ik ii ik ik ii ik jk ij jk ik ii ik jk ij jk

j N j N

V V

Q u R u u R u w T w w T w

Q u R u u R u w T w w T w

ε ε

ε ε γ γ

ε ε γ γ

+

∞

∈ ∈

+ + + +

∈ ∈

−


 = + + − −   


− + + − −

∑ ∑ ∑

∑ ∑

( )
( )( )

( )
( )

( )
( )( )

( )
( )

( )
( )( )

( )

( )
( )( )

( )

T T
, ,

1 11

1 1

T T
, 1 , 1

1 1 1

1 1i i

p l p l
i ii k i kl l

i i i ik i i i ik
i k i k

p l p l
i ii k i kl l

ij j jk ij j jk
j N j Ni k i k

V V
d g D w d g D w

V V
a D w a D w

ε ε

ε ε

ε ε

ε ε

+ ++

+ +

+ +
+ + +

∈ ∈+ +


 
 

   ∂ ∂
   − + + +
   ∂ ∂   
   

   ∂ ∂    − +    ∂ ∂        

∑ ∑

      (51) 

从(51)我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )( )

( )
( )

( )
( )( )

( )
( )

, , 1

T T T T2 1 1 2 1 1 2 2

T T
, ,

1 11

1 1

1 1 1 1
2 2 2 2i i

p l p l
i ik i ik

l l l l l l l l
ik ii ik jk ij jk ik ii ik jk ij jk

k j N j N

p l p l
i ii k i kl l

i i i ik i i i ik
i k i k

p
i

V V

w T w w T w w T w w T w

V V
d g D w d g D w

V

ε ε

γ γ γ γ

ε ε

ε ε

+

∞
+ + + +

∈ ∈

+ ++

+ +

−


= + − −


   ∂ ∂
   − + + +
   ∂ ∂   
   

∂
−

∑ ∑ ∑

( )
( )( )

( )

( )
( )( )

( )

T T
, 1 , 1

1 1 1

1 1i i

l p l
ii k i kl l

ij j jk ij j jk
j N j Ni k i k

V
a D w a D w

ε ε

ε ε

+ +
+ + +

∈ ∈+ +

   ∂    +    ∂ ∂        

∑ ∑

     (52) 

然后将(34)代入(52)，并做一些运算 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
( )

( )( )
( )

( )
( )( )

( )

, , 1

T T T T2 1 1 1 2 1 1

T T
, 1 , 1

T 1 12

1 1

1 12
2 2

1
2

i

i i

p l p l
i ik i ik

l l l l l l l l
ik ii ik ik ii ik ik ii ik jk ij jk

k j N

p l p l
i ii k i kl l l

jk ij jk ij j jk i
j N j Ni k i k

V V

w T w w T w w T w w T w

V V
w T w a D w a

ε ε

γ γ

ε ε
γ

ε ε

+

∞
+ + + + +

∈

+ +
+ +

∈ ∈+ +

−


= − − + +


   ∂ ∂
   − − +
   ∂ ∂
   

∑ ∑

∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )( )
( )

( )

1

T T2 1 1 2 1 1

T
, 1

T 12 1 1 1

1

1 1
2 2

i

i

i i

l
j j jk

j N

l l l l l l l l
ik ik ii ik ik jk jk ij jk jk

k j N

p l
i i kl l l l l

jk ij jk jk ij j jk jk
j N j N i k

D w

w w T w w w w T w w

V
w T w w a D w w

γ γ

ε
γ

ε

+

∈

∞
+ + + +

∈

+
++ + +

∈ ∈ +







= − − − − − −


 ∂  + − + −  ∂   

∑

∑ ∑

∑ ∑

    (53) 
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得到了 ( ) ( ) ( ) ( ), , 1p l p l
i ik i ikV Vε ε+≤ 的充分条件 

( ) ( )
( )

( )( )
( )

( )
( )( )

( )

, , 1
1 12

1 1

1
2

p l p l
j ij k i k

ij j j j ij j ij j
j k i k

V V
T w d g D a D

ε ε
γ σ β

ε ε

+
+ +

+ +

∂ ∂
∆ > + ⋅ + ⋅

∂ ∂
        (54) 

其中 1l l
j j jw w w+∆ = − ， ( )ijTσ 是 ijT 的最小奇异值。当 ija 和 ijβ 足够小时， ( ) ( ) ( ) ( ), , 1p l p l

i ik i ikV Vε ε+≤ 成立。因

此值函数 ( ) ( ),p l
i ikV ε 对于 l 是单调递增的，根据 ( ) ( ),p l

i ikV ε 的定义，我们知道 ( ) ( ),p l
i ikV ε 是有上界的，因此

它收敛于一个极限，因此 ( ) ( ),p l
i ikV ε 对于 l 收敛。这就完成了内环收敛性的证明。(参考[37]中定理 5 的证

明) 
为了证明外环的收敛性，通过 ( ) ( ),p l

i ikV ε 对 p 沿着误差系统的解求差分 

( ) ( ) ( )1
1

i i

p p l l
ik i i i ik ij j jk i i i ik ij j jki k

j N j N
A d g B u a B u d g D w a D wε ε +

+
∈ ∈

= + + − + + −∑ ∑             (55) 

考虑到所有智能体都会更新他们的策略 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, 1,

T T T TT 2 2

T T T TT 1 1 2 2

1
2

1
2

i i

i i

p l p l
i ik i ik

p p p p l l l l
ik ii ik ik ii ik jk ij jk ik ii ik jk ij jk

k j N j N

p p p p l l l l
ik ii ik ik ii ik jk ij jk ik ii ik jk ij jk

j N j N

V V

Q u R u u R u w T w w T w

Q u R u u R u w T w w T w

ε ε

ε ε γ γ

ε ε γ γ

+

∞

∈ ∈

+ +

∈ ∈

−

  
= + + − −  

  

 
− + + − − 

 

∑ ∑ ∑

∑ ∑




      (56) 

因此，我们可以有 
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )( )

( )
( ) ( )

( )
( )( )

( )
( ) ( )

, 1,

T
,

1 1

1

T
1,

1 1

1

i i

i

p l p l
i ik i ik

p l
i i k p p l l

ik i i i ik ij j jk i i i ik ij j jk
k j N j Ni k

p l
i i k p p l

ik i i i ik ij j jk i i i ik
j Ni k

V V

V
A d g B u a B u d g D w a D w

V
A d g B u a B u d g D w

ε ε

ε
ε

ε

ε
ε

ε

+

∞ + +

∈ ∈+

+
+ +

∈+

−

  ∂    = − + + − + + −   ∂     

 ∂
 + + + − + + −
 ∂ 
 

∑ ∑ ∑

∑
i

l
ij j jk

j N
a D w

∈


 
 
 

∑

    (57) 

将式(33)代入式(57)可得 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, 1,

T T T TT 2 2

T T T TT 1 1 1 1 2 2

1
2

1
2

i i

i i

p l p l
i ik i ik

p p p p l l l l
ik ii ik ik ii ik jk ij jk ik ii ik jk ij jk

k j N j N

p p p p l l l l
ik ii ik ik ii ik jk ij jk ik ii ik jk ij jk

j N j N

V V

Q u R u u R u w T w w T w

Q u R u u R u w T w w T w

ε ε

ε ε γ γ

ε ε γ γ

+

∞

∈ ∈

+ + + +

∈ ∈

−


 = + + − −   


− + + − −

∑ ∑ ∑

∑ ∑

( )
( )( )

( )
( )

( )
( )( )

( )
( )

( )
( )( )

( )

( )
( )( )

( )

T T
, ,

1 11

1 1

T T
1, 1,

1 1 1

1 1i i

p l p l
i ii k i kp p

i i i ik i i i ik
i k i k

p l p l
i ii k i kp p

ij j jk ij j jk
j N j Ni k i k

V V
d g B u d g B u

V V
a B u a B u

ε ε

ε ε

ε ε

ε ε

+ ++

+ +

+ +
+ + +

∈ ∈+ +


 
 

   ∂ ∂
   − + + +
   ∂ ∂   
   

   ∂ ∂    − +    ∂ ∂        

∑ ∑

      (58) 
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从(58)我们可以得到 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )( )

( )
( )

( )
( )( )

( )
( )

( )

, 1,

T T T T1 1 1 1

T T
, ,

1 11

1 1

1,

1
2 i i

p l p l
i ik i ik

p p p p p p p p
ik ii ik jk ij jk jk ij jk ik ii ik

k j N j N

p l p l
i ii k i kp p

i i i ik i i i ik
i k i k

p l
i i k

V V

u R u u R u u R u u R u

V V
d g B u d g B u

V

ε ε

ε ε

ε ε

ε

+

∞
+ + + +

∈ ∈

+ ++

+ +

+

−


 = − + − −   

   ∂ ∂
   − + + +
   ∂ ∂   
   

∂
−

∑ ∑ ∑

( )( )
( )

( )
( )( )

( )

T T
1,

1 1 1

1 1i i

p l
i i kp p

ij j jk ij j jk
j N j Ni k i k

V
a B u a B u

ε

ε ε

+
+ + +

∈ ∈+ +

   ∂    +    ∂ ∂        

∑ ∑

           (59) 

然后将(35)代入(59)，并做一些运算 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )
( )( )

( )

( )
( )( )

( )

, 1,

T T T1 1 1

T T1 1

T T
1, 1,

1 1

1 1

1 2
2

1
2 i i

i

p l p l
i ik i ik

p p p p p p
ik ii ik ik ii ik ik ii ik

k

p p p p
jk ij jk jk ij jk

j N j N

p l p l
i ii k i kp

ij j jk
j Ni k i k

V V

u R u u R u u R u

u R u u R u

V V
a B u a

ε ε

ε ε

ε ε

+

∞
+ + +

+ +

∈ ∈

+ +
+ +

∈+ +

−


= − +

 

+ − 
 

   ∂ ∂
   − +
   ∂ ∂   
   

∑

∑ ∑

∑

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )( )
( )

( )

1

T T1 1 1 1

T
1,

T 11 1 1

1

1 1
2 2

i

i

i i

p
ij j jk

j N

p p p p p p p p
ik ik ii ik ik jk jk ij jk jk

k j N

p l
i i kp p p p p

jk ij jk jk ij j jk jk
j N j N i k

B u

u u R u u u u R u u

V
u R u u a B u u

ε

ε

+

∈

∞
+ + + +

∈

+
++ + +

∈ ∈ +







= − − + − −


 ∂  − − + −  ∂    

∑

∑ ∑

∑ ∑

            (60) 

得到了 ( ) ( ) ( ) ( ), 1,p l p l
i ik i ikV Vε ε+≥ 的充分条件 

( ) ( )
( )

( )( )
( )

( )
( )( )

( )

, 1,
1 12

1 1

1
2

p l p l
j ij k i k

ij j j j ij j ij j
j k i k

V V
R u d g B a B

ε ε
γ σ ρ

ε ε

+
+ +

+ +

∂ ∂
∆ > + ⋅ + ⋅

∂ ∂
        (61) 

其中 1p p
j j ju u u+∆ = − ， ( )ijRσ 是 ijR 的最小奇异值。当 ija 和 ijρ 足够小时， ( ) ( ) ( ) ( ), 1,p l p l

i ik i ikV Vε ε+≥ 成立。因

此值函数 ( ) ( ),p l
i ikV ε 对于 p 是单调递减的，根据 ( ) ( ),p l

i ikV ε 的定义，我们知道 ( ) ( ),p l
i ikV ε 是有下界的，因此

它收敛于一个极限，因此 ( ) ( ),p l
i ikV ε 对于 p 收敛。这就完成了外环收敛性的证明。 

因此，根据上述结果和最优性原理，我们可以说该算法收敛于耦合 HJI 方程(28)的解 ( )*
i ikV ε 。 

在接下来的定理中，我们将证明耦合 HJI 方程(28)的解就是零和博弈的纳什均衡解。 
定理 3：(稳定性和纳什均衡解)让 *γ γ≥ 。所有的智能体的控制策略由(23)给出，干扰策略由(24)给出。

各智能体 i 的最优性能指标为 ( ) ( )* * * * * *, , , ,i il il il il il i ilJ u u w w Vε ε− − = ，所有智能体均处于纳什均衡状态。 
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证明：我们有 

( ) ( ) ( ) ( )* * * * * *, , , , , , , , , , , ,i il il il il il i il i il il il il il i il il il il il
k l

J u u w w V U u u w w U u u w wε ε ε ε
∞

− − − − − −
=

 = + − ∑         (62) 

由值函数定义可得 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

* * * * *

T T T 2 T 2 T

T T T TT * * * * 2 * * 2 *

, , , , , , , ,

1
2 i i

i i

i ik ik ik ik ik i ik ik ik ik ik

ik ii ik ik ii ik jk ij jk ik ii ik jk ij jk
j N j N

ik ii ik ik ii ik jk ij jk ik ii ik jk ij
j N j N

U u u w w U u u w w

Q u R u u R u w T w w T w

Q u R u u R u w T w w T w

ε ε

ε ε γ γ

ε ε γ γ

− − − −

∈ ∈

∈ ∈

−


= + + − −



− + − + +

∑ ∑

∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

*

T T T* * * * * *

T T T* * 2 * * 2 * *

T T2 * * 2 * *

1 1
2 2

1
2

1
2

i

i

i i

jk

ik ik ii ik ik ik ii ik ik jk jk ij jk jk
j N

jk ij jk jk ik ik ii ik ik ik ii ik ik
j N

jk jk ij jk jk jk ij jk jk
j N j N

u u R u u u R u u u u R u u

u R u u w w T w w w T w w

w w T w w w T w w

γ γ

γ γ

∈

∈

∈ ∈





= − − + − + − −

+ − − − − − −

− − − − −

∑

∑

∑ ∑

         (63) 

使用(63)到(62)得到 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

T T* * * * *

T T* * * *

T T2 * * 2 * *

T2 *

, , , ,

1
2

1
2
1
2
1
2

i i

i

i il il il il il

i il ik ik ii ik ik ik ii ik ik
k l

jk jk ij jk jk jk ij jk jk
j N j N

ik ik ii ik ik ik ii ik ik

jk jk ij jk j
j N

J u u w w

V u u R u u u R u u

u u R u u u R u u

w w T w w w T w w

w w T w w

ε

ε

γ γ

γ

− −

∞

=

∈ ∈

∈

= + − − + −

+ − − + −

− − − − −

− − −

∑

∑ ∑

∑ ( ) ( ) ( )T* 2 * *

i
k jk ij jk jk

j N
w T w wγ

∈


− − 


∑

                (64) 

利用(64)得到最优性能指标 *
iJ ，使 

( ) ( )* * * * * *, , , , .i il il il il il i ilJ u u w w Vε ε− − =                              (65) 

从(62)我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )* * * * * * * * * * * *, , , , , , , , , , , ,i il il il il il i il i il il il il il i il il il il il
k l

J u u w w V U u u w w U u u w wε ε ε ε
∞

− − − − − −
=

 = + − ∑        (66) 

由值函数定义可知 

( ) ( )* * * * * * * *, , , , , , , , 0i il il il il il i il il il il il
k l

U u u w w U u u w wε ε
∞

− − − −
=

 − ≥ ∑                    (67) 

因此 

( ) ( )* * * * * * *, , , , , , , ,i il il il il il i il il il il ilJ u u w w J u u w wε ε− − − −≥                        (68) 

从(68)可以得到 

( ) ( )* * * * * * *, , , , , , , ,i ik ik ik ik ik i ik ik ik ik ikJ u u w w J u u w wε ε− − − −≥                       (69) 
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从(62)我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )* * * * * * * * * * *, , , , , , , , , , , ,i il il il il il i il i il il il il il i il il il il il
k l

J u u w w V U u u w w U u u w wε ε ε ε
∞

− − − − − −
=

 = + − ∑       (70) 

由值函数定义可知 

( ) ( )* * * * * * * *, , , , , , , , 0i il il il il il i il il il il il
k l

U u u w w U u u w wε ε
∞

− − − −
=

 − ≤ ∑                   (71) 

因此 

( ) ( )* * * * * * *, , , , , , , ,i il il il il il i il il il il ilJ u u w w J u u w wε ε− − − −≤                      (72) 

 
从(72)可以得到 

( ) ( )* * * * * * *, , , , , , , ,i ik ik ik ik ik i ik ik ik ik ikJ u u w w J u u w wε ε− − − −≤                     (73) 

从(69)和(73)，我们可以得到 

( ) ( ) ( )* * * * * * * * * *, , , , , , , , , , , , .i ik ik ik ik ik i ik ik ik ik ik i ik ik ik ik ikJ u u w w J u u w w J u u w wε ε ε− − − − − −≤ ≤          (74) 

这就完成了证明。 
在算法 1 中，我们需要完整的动力学知识。在下一节中，我们给出了一种解决系统动力学部分未知

时的最优控制和最优干扰的方法。 

5. 神经网络实现多智能体零和博弈在线解 

在本节中，由于系统动力学部分未知，HJI 方程不能求解，因此接下来采用单层神经网络来逼近值函

数，和三层神经网络相比，可以降低计算复杂度。 
根据维尔斯特拉斯高阶近似定理，值函数 ( )( )1i i kV ε + 可以近似为 

( )( ) ( )( ) ( )
T

1 1 1i ii k i k i kV Wε ϕ ε δ+ + += +                              (75) 

其中 iW 是权值，其中 ( )( )1
h

i k Rϕ ε + ∈ 为评价神经网络的激活函数向量，神经网络隐藏层中的神经元数为 h。
根据维尔斯特拉斯高阶近似定理，神经网络近似误差 ( )1i kδ + 当 h →∞一致收敛到零。假设当前权重估计 ˆ

iW ，

则神经网络的输出为 

( )( ) ( )( )T
1 1

ˆ ˆ .i ii k i kV Wε ϕ ε+ +=                                 (76) 

控制策略和外部干扰近似为 

( ) ( )( )1 T
1

ˆˆ ,ik i i ii i i i ku d g R B V ε−
+= − + ∇                             (77) 

( ) ( )( )1 T
12

1 ˆˆ .ik i i ii i i i kw d g T D V ε
γ

−
+= + ∇                            (78) 

利用神经网络将产生以下残差： 

( )( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( )

T T T 2 T 2 T

1

1

T T T
1

1
2

ˆ

1ˆ
2

i i

i i

Hi ik ii ik ik ii ik jk ij jk ik ii ik jk ij jk
j N j N
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为了使残差平方最小，需要找到 ˆ
iW  

2
1

1 .
2 HiE e=                                        (80) 

采用基于梯度的自适应方法更新权值 

1 1ˆ ˆ .ˆ
l l

i i m l
i

EW W
W

α+ ∂
= −

∂
                                  (81) 

算法 2 是神经网络的实现过程，本文所设计的算法 2 如表 2 所示： 
 

Table 2. Neural network-based online tuning 
表 2. 评价网络调优 

算法 2：评价网络调优 

第一步：选择一个初始权向量 0ˆ
ikW ，它可以产生允许的策略 

第二步：当 0,1,l = �时，计算 l
Hie 使用 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

TTT
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2
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j N

l l l l
ik ii ik jk ij jk
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e W Q u R u u R u

w T w w T w

ϕ ε ϕ ε ε ε

γ γ

+
∈

∈


= − − + +




− − 


∑

∑
                 (82)

 
第三步：我们使用(81)更新权重 1ˆ l

iW + 。 

第四步：如果 1ˆ ˆl l
i iW W ξ+ − ≤ ，ξ 是一个小的实数，停止并输出 ˆ l

iW ；否则，设置 1l l= + ，通过下列两个式子更

新控制策略 ˆ l
iku 和干扰策略 ˆ l

ikw ，返回步骤 2。 

( ) ( )( )1 T
1

ˆˆ l l
ik i i ii i i i ku d g R B V ε−

+= − + ∇  

( ) ( )( )1 T
12

1 ˆˆ l l
ik i i ii i ik i kw d g T D V ε

γ
−

+= + ∇  

 
备注 5：在算法 2 中，我们更新神经网络权值的方法是梯度下降法。假设梯度下降法在每次迭代中

都是完全收敛的，则算法 2 的权值是收敛的，仿真结果表明了该算法的有效性。 
备注 6：权值得到一致最终有界。证明过程与[5] [36] [37]相似。 

6. 仿真结果 

在本节中，我们利用仿真来验证理论的正确性。考虑有向图中有 5 个智能体，如图 1 所示。 
我们考虑以下节点动态 

( ) ( ) ( ) ( )1i i i i i ix k Ax k B u k D w k+ = + +  

其中智能体动态为：
0.995 0.09983
0.09983 0.995

A  
=  − 

， 1
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0.3

B  
=  
 

， 2

0.07
0.4

B  
=  
 

， 3

0.047
0.4

B  
=  
 

， 4

0.07
0.2

B  
=  
 

，

5

0.047
0.4

B  
=  
 

， 1

0.21
0.0984

D  
=  
 

， 2

0.21
0.084

D  
=  
 

， 3

0.1
0.0984

D  
=  
 

， 4

0.21
0.0984

D  
=  
 

， 5

0.21
0.0984

D  
=  
 

。 

性能指标加权矩阵： 11 22 33 44 55

1 0
0 1

Q Q Q Q Q  
= = = = =  

 
。 
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加权入度： 2 1d = ， 1 3 4 5 2d d d d= = = = 。 
固定增益： 1 2 4 5 0g g g g= = = = ， 3 1g = 。 
图 1 显示了一个考虑 5 个智能体和一个领导者的有向图，其中领导者连接到一个智能体。图 2 和图

3 为系统动力学未知情况下，权值和残差随迭代次数增加的变化情况。图 2 显示了五个智能体的权重迭

代。从图中可以看出，5 个权重最终收敛。图 3 为神经网络估计的值函数与真实值函数之间的误差。可

以看出，最终的误差收敛到零。当系统动力学信息已知时，我们也可以得到所有代理的状态变化。图 4、
图 5、图 6 分别是一个领导者和五个智能体的状态图。从图中还可以看出，跟踪误差消失，所有智能体

同步到领导者。图 6 是状态的三维图。 
 

 
Figure 1. Communication graph 
图 1. 通信图 

 

 
Figure 2. Weights update of agents 
图 2. 权重随着迭代次数变化图 
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Figure 3. Residual errors 
图 3. 残差随着迭代次数变化图 

 

 
Figure 4. The states of 

1 1 1 1 1 10 1 2 3 4 5, , , , ,x x x x x x  

图 4. 状态的第一个分量随着迭代次数变化图 
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Figure 5. The states of 

2 2 2 2 2 20 1 2 3 4 5, , , , ,x x x x x x  

图 5. 状态的第二个分量随着迭代次数变化图 

 

 
Figure 6. The states of 0 1 2 3 4 5, , , , ,x x x x x x  with respect to iteration steps 
图 6. 状态随着迭代次数变化的三维立体图 

7. 结论 

本文研究了受外界干扰的多智能体分布式最优跟踪控制问题，即控制策略与干扰策略的零和博弈问

题。目标是求得一组最优控制和最佳干扰解，从而使得跟随者可以跟踪上领导者。而求最优解的本质问

https://doi.org/10.12677/aam.2022.111022


熊天娇，王朝立 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.111022 178 应用数学进展 
 

题在于求解带有扰动的耦合 HJI 方程，由于 HJI 方程是偏微分方程，很难求解，所以本文设计了迭代算

法求解 HJI 方程。 
在算法 1 中，我们设计了内循环和外循环来求得最优解，在内循环中，控制策略是固定不变的，更

新迭代干扰策略，在外部循环中，更新迭代控制策略，最后可以求得一组最优控制策略和干扰策略。定

理 1 和定理 2 证明了算法 1 的收敛性，从而定理 3 也证明了最优解就是零和博弈的纳什均衡解，而由于

算法 1 需要知道系统动力学知识，本文是部分未知线性离散系统，所以在 A 未知时，算法 1 就不能适用。

针对这一问题，提出算法 2，本文利用单层神经网络逼近值函数，与传统的三层神经网络分别逼近值函

数、控制策略和干扰策略相比，降低了计算的复杂度，算法 2 在梯度下降法是收敛的前提下则收敛。最

后给出的仿真结果进一步验证了理论的正确性。图 1显示了一个考虑 5个智能体和一个领导者的有向图，

从图 2 和图 3 可以看出权值最终收敛以及残差收敛到 0。从图 4、图 5 和图 6 可以看出，5 个智能体跟随

者跟踪上领导者。本文考虑的是线性离散系统，在后续的研究中，我们将会研究更加复杂的动力学系统，

以及进一步减少迭代次数。 
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