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摘  要 

疟疾、登革热等蚊媒传染病的高致病率和高死亡率给全球公共卫生带来了巨大的挑战。本文建立了一个

具有Logistic增长的蚊群传播动力学模型，通过计算系统的基本再生数，得到了系统平衡点的存在性，

并结合单调动力系统理论，得到了系统平凡平衡点和正平衡点的全局渐近稳定性。 
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Abstract 
The high morbidity and mortality rates of mosquito-borne infectious diseases such as malaria and 
dengue pose a huge challenge to global public health. In this paper, a transmission dynamic model 
of mosquito population with Logistic growth is established. The existence of the equilibrium 
points is obtained by calculating the basic regeneration number of the system, and the global 
asymptotic stability of the trivial equilibrium point and the positive equilibrium point is obtained 
by combining the theory of monotone dynamic system. 
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1. 引言 

疟疾、登革热、基孔肯雅热与寨卡等传染病都是蚊媒传染病，健康蚊虫通过吸食患病人类的血液致

使自身感染，而后携带病菌的蚊虫通过吸食健康人类的血液，又将疾病传播给健康人群。蚊媒传播疾病

的过程异常复杂，每年造成全球大量传染病病例，致死率较高，严重威胁着人类的健康与公共安全。 
为了预防与控制蚊媒传染病，Ross 提出了疟疾传播的第一个数学模型，并指出若将蚊虫数量保持在

某个临界值之下，则可有效降低疟疾传染病的传播风险[1]。在 Ross 工作的基础上，Macdonald 改进了

Ross 模型，提出了 Ross-Macdonald 传染病模型，表明有效地减少蚊群数量对疟疾传播有一定的影响[2]。 
由于目前没有有效的疫苗来控制疾病的传播，因此常用的控制蚊虫数量的方法是使用杀虫剂。然而

这种方法不仅会对环境造成污染而且还使得部分蚊虫产生抗药性。为此学者们提出了不育昆虫技术(SIT)
及 Wolbachia 氏菌等生物基因技术来减少蚊群数量。不育昆虫技术(SIT)最早由 Knipling 和他的合作者们

提出[3]，他们在 50 年代早期首次成功进行了实验，当时几乎消灭了佛罗里达州的螺旋虫种群。SIT 是一

种生物控制技术，它通过诱变剂来破坏蚊虫的繁殖过程，从而使雌蚊不育。这个过程一般通过向环境中

释放不育的雄蚊，野生雌蚊与之交配所产卵不会孵化。若向环境中释放的雄蚊足够多，那么野生蚊虫的

数量将会减少，进而导致野生蚊虫种群的灭绝。 
考虑到 SIT 技术和 Wolbachia 氏菌在控制蚊群数量方面的有效性，学者尝试构建数学模型来开展 SIT

等生物控制技术的研究[3]-[18]。为了对比杀虫剂与 SIT 方法的效果和成本，Thome 等在文献[4]中提出了

一个最优控制模型来评估这两种措施的有效性，他们通过成本最小化得到最优控制策略，并指出在蚊虫

防治初期需要大量使用杀虫剂，后期再使用 SIT 等生物控制技术会取得更好的效果。他们的研究为蚊虫

防治工作提供了一个新的思路。Anguelov 等在文献[5]中将蚊虫生命周期分为水生阶段和成虫阶段，建立

了一个野生蚊虫种群模型，而后在此模型基础上考虑 SIT 技术，引入人工释放的不育雄蚊，通过稳定性

分析和数值模拟得到了有效控制野生蚊虫数量的一个阈值。然而，对于白蚊伊蚊这种快速繁殖的大种群

物种，SIT 方法的效果可能比较有限，于是一种名为“强化 SIT”的新方法应运而生，Haramboure 等基

于 SIT 和强化 SIT 方法研究了白蚊伊蚊的种群模型，探究白蚊伊蚊的防治策略[7]。考虑疾病在人群和蚊

群的传播，Moulay 等讨论了蚊群动力学和病毒向人类传播的模型，并利用 Lyapunov 稳定性定理和竞争

系统理论，给出平衡点的稳定性及周期解的轨道稳定性[9]。Xue 等通过建立数学模型，比较了不同菌株

的 Wolbachia 氏菌在控制基孔肯雅病毒、登革热病毒、寨卡病毒传播方面的有效性[13]。罗育东等考虑了

蚊群的强 Alle 效应，构造了包括野生蚊群和不育蚊群的连续时间模型[15]。武丹在文献[16]中建立了

Wolbachia 氏菌在蚊群中传播的微分方程模型，并考虑时滞因素，提出了一个时滞微分方程模型。陈盼盼

等人在文献[17]中建立了工程菌在蚊群中传播的模型，考虑了蚊虫间工程菌的水平传播和垂直传播，研究

了工程菌对控制疟疾的有效性。张金金等建立了 Wolbachia 氏菌的蚊群模型，通过考虑不完全细胞质不

相容情况得到了模型的鞍结点分支[18]。 
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本文的主要目标是建立和分析阶段结构的蚊群动力学模型，并考虑产卵行为及生存资源对蚊群的影

响。文章接下来的安排如下：第二部分给出本文主要用到的基础知识；第三部分我们提出具有生存资源

限制的蚊群动力学模型，并给出模型平衡点的存在性及其稳定性；第四部分我们对全文的主要内容做一

个总结。 

2. 预备知识 

考虑如下自治动力系统 

( ) , nx f x x R= ∈�                                   (2.1) 

其中 ( ) ( )1f x C D∈ ， nD R⊂ 记过初值 ( ) 00x x= 的解为 ( )0,x x t x= 。 
引理 1 [19]假设系统(2.1)满足：对于任意的 i，当 0x ≥ 且 0ix = 时，有 ( ) 0if x ≥ ，那么当 0t t> ， ( )0 0x t ≥

时，有 ( ) 0x t ≥ 。 
定义 2 [19]若系统(2.1)中雅可比矩阵 ( )Df x 的非对角线上的元素均非负，即对所有的 i j≠  

( ), 1, ,i j n= � ，当 nx R+∈ 时，有 0i jf x∂ ∂ ≥ ，则称系统(2.1)为合作系统。 
引理 3 [4]若系统(2.1)满足以下条件： 
a) 系统(2.1)是合作系统， 
b) 存在 ,a b D∈ 且 a b< ， [ ],a b D⊆ ，满足 ( ) ( )0f b f a≤ ≤ ， 
c) 区间 [ ],a b 内存在唯一一个平衡点 p， 
则 p 在区间 [ ],a b 上是全局渐近稳定的。 

3. 蚊群动力学模型及其稳定性分析 

3.1. 模型的建立 

蚊虫的生命周期包括卵、幼虫、蛹和成虫四个阶段。蚊虫从卵发育至幼虫一般需要 1~2 周时间，之

后变成蛹，再经过两天左右成熟，变成成虫(雌蚊、雄蚊)。而雌蚊通过与雄蚊交配而产卵。雌蚊会在有水

的容器中产卵，而卵需要在水中孵化变成幼虫，幼虫需要在水中发育成为蛹。卵和幼虫阶段的发育受环

境和资源的限制，所以我们用 Logistic 增长来描述卵和幼虫的增长，Logistic 增长模型又称为自我抑制性

方程，常用来描述单个生物种群的数量变化[3] [9]。 
我们将某个环境中的蚊群分成 6 个仓室，即卵(E)、幼虫(L)、蛹(P)、不产卵的年轻雌蚊(Y)、产卵的

成熟雌蚊(F)和野生雄蚊(M)。令 ( )E t 、 ( )L t 、 ( )P t 、 ( )Y t 、 ( )F t 、 ( )M t 分别表示 t 时刻各个仓室的种

群数量。该蚊虫种群的总数量用 ( )N t 表示，则 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )N t E t L t P t Y t F t M t= + + + + + 。 
考虑到蚊虫的生命周期过程，我们作如下假设： 
(A1) 蚊虫的产卵量与成熟雌蚊有关且蚊子具备制定产卵栖息地的能力，若雌蚊发现产卵地点已经存

在大量的卵或是营养资源匮乏时，它将在此处产较少的卵或直接转换新的产卵地。在该假设下，我们假

设平均产卵率为 ( )1 EbF E K− ，这里的 b 为内禀产卵率, EK 为卵的环境容纳量。 
(A2) 幼虫的增长率与卵的数量有关且受到营养资源的影响，而且存在种内竞争，进而其增长率为

( )1E LE L Kυ − 。这里 Eυ 表示蚊卵向幼虫转化的转化率， LK 为幼虫的环境容纳量。 
(A3) 蛹的单位增长率与幼虫的数量成正比，转化系数为 Lυ 。 
(A4) 蛹羽化成为成虫的羽化率为 Pυ ，一部分转化为未产卵的年轻雌蚊(比例为 r)，剩余部分转化为

雄蚊(比例为 ( )1 r− )。 
(A5) 年轻雌蚊通过与雄蚊交配，且一生只交配一次，从而转化成为产卵的成熟雌蚊，转化率为 β 。 
基于上述假设，得到蚊群生命周期演化图如下(图 1)。 
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Figure 1. Flow chart of the evolution of the mosquito life cycle 
图 1. 蚊群生命周期演化流程图 

 

基于流程图 1，我们得到蚊群传播动力学模型： 
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其中 , , , , ,E L P Y F Mµ µ µ µ µ µ 为相应仓室的死亡率。 

3.2. 不变性 

令 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )TT
1 2 3 4 5 6, , , , , , , , , , ,x E L P Y F M g x g x g x g x g x g x g x= = ，其中 
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则系统(3.1)可写成如下形式 

( )x g x=�                                       (3.2) 
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定义集合 D 如下： 

{ }6 | 0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0E L P Y F MD x R E K L K P K Y K F K M K+= ∈ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  

其中 L L
P

P P

KK υ
υ µ

=
+

，
( )( )

L P L
Y

Y P P

r KK υ υ
β µ υ µ

=
+ +

，
( )( )

L P L
F

F Y P P

r KK β υ υ
µ β µ υ µ

=
+ +

，
( )

( )
1 L P L

M
M P P

r K
K

υ υ
µ υ µ
−

=
+

。 

定理 4 集合 D 关于系统(3.1)是正不变的。 
证明：任取 ( )T 6, , , , ,x E L P Y F M R+= ∈ ，易知 

( )
( )
( )
( )
( )
( ) ( )

1 0
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4 0
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由本文第一部分给出的引理 1 知，对任意的
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T0 0 0 0 0 0

0 , , , , , 0x E L P Y F M= ≥ ，系统(3.1)的解

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T
0, , , , , , 0x t x E t L t P t Y t F t M t= ≥ 。即集合 D 关于系统(3.1)是正不变的。另一方面，对于

任意的 0x D∈ ，我们说明 ( )x t D∈ 。即： 
1) 若 ( )0 EE K≤ ，则 0t∀ ≥ ， ( ) EE t K≤ ； 
2) 若 ( )0 LL K≤ ，则 0t∀ ≥ ， ( ) LL t K≤ ； 
3) 若 ( )0 PP K≤ ，则 0t∀ ≥ ， ( ) PP t K≤ ； 
4) 若 ( )0 YY K≤ ，则 0t∀ ≥ ， ( ) YY t K≤ ； 
5) 若 ( )0 FF K≤ ，则 0t∀ ≥ ， ( ) FF t K≤ ； 
6) 若 ( )0 MM K≤ ，则 0t∀ ≥ ， ( ) MM t K≤ 。 
我们只需证明情形(1)和(3)成立即可，其余情形类似可证。 
对情形(1)和(3)的证明如下： 
首先，证明情形(1)成立。假设结论(1)不成立，即 1 0t∃ > ，使得 ( )1 EE t K> 。 
令 ( ){ }*

1 inf 0 | Et t E t K= ≥ > ，则 ( )*
1 EE t K= 且 ( ) EE t K<  ( *

10 t t≤ < )，故 ( )*
1 0E t ≥� ，而由模型(3.1)知 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

*
1* * *

1 1 11 0E E E E E
E

E t
E t bF t E t K

K
υ µ υ µ

 
 = − − + = − + <
 
 

�  

这与 ( )*
1 0E t ≥� 矛盾，进而情形(1)成立。 

然后，证明情形(3)成立。假设情形(3)不成立，即 2 0t∃ > ，使得 ( )2 PP t K> 。 
令 ( ){ }*

2 inf 0 | Pt t P t K= ≥ > ，则 ( )*
2 PP t K= 且 ( ) PP t K<  ( *

20 t t≤ < )，故 ( )*
2 0P t ≥� ，而由结论(2)知，

当 0t ≥ 时， ( ) LL t K≤ ，我们分以下两种情况讨论： 
(3a) 若 ( )*

2 LL t K< ，则根据模型(3.1)知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * *
2 2 2 0L L

L P P L L P P
P P

KP t L t P t K υ
υ υ µ υ υ µ

υ µ
= − + < − + =

+
�  

这与 ( )*
2 0P t ≥� 矛盾。 

(3b) 若 ( )*
2 LL t K= ，则 ( )*

2 0P t =� ，而 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * *
2 2 2 2 0L P P L L L L L L LP t L t P t L t Kυ υ µ υ υ µ υ υ µ= − + = − + = − + <�� � �  

故由 Taylor 展开式知， 0t∀ ≥ ， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
*

2 2 22* * * * * *
2 2 2 2 2 22 2

L L L
P L

P t
P t P t P t t t t t o t t K K o t t

υ υ µ+   = + − + − + − = − + −      

��
�  

由无穷小的性质得， 0δ∃ > ，当 ( )* *
2 2,t t tδ δ∈ − + 时，有 

( ) ( )2*
2 0

2
L

L L LK o t tυ
υ µ  − + + − <  

 

因此，当 * *
2 2t t t ε< < + 时， ( ) PP t K< ，这与假设矛盾，故而情形(3)成立。 

定理 5 集合 D 是系统(3.1)的全局吸引子，即 6
0x R+∀ ∈ ， 0T∃ > ，当 t T> 时， ( )0,x t x D∈ 。 

证明：由定理 4 的证明过程知， 6
0x R+∀ ∈ ， ( ) 0x t ≥ 且集合 D 关于系统(3.1)是正不变的。因此，我们

仅需证明，存在时刻 0t > 使得 ( )x t D∈ 即可。 

1) 假设对于任意 0t > ， ( ) EE t K> ，则 ( ) ( )
1 0

E

E t
bF t

K
 
− < 

 
，从而由系统(3.1)的第一个方程得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 E E E E
E

E t
E t bF t E t E t

K
υ µ υ µ

 
= − − + ≤ − + 

 
�  

故 ( ) ( ) ( )0 0 e E E tE t E υ µ− +≤ ≤ ，进而由迫敛性知 ( )lim 0
t

E t
→+∞

= ，这与假设矛盾。因此，存在 0Et > 使得

( )E EE t K≤ 。 

2) 若 ( )E LL t K≤ ，则由定理 4 知，对任意 Et t≥ ， ( ) EE t K≤ ， ( ) LL t K≤ 。 

若 ( )E LL t K> 且对任意 Et t≥ ， ( ) LL t K> ，则 ( ) ( )
1 0E

L

L t
E t

K
υ

 
− ≤ 

 
，故由系统(3.1)的第二个方程有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1E L L L L
L

L t
L t E t L t L t

K
υ υ µ υ µ

 
= − − + < − + 

 
�  

因此，对任意 Et t> ， ( ) ( ) ( )( )0 e L L Et t
EL t L t υ µ− + −≤ ≤ ，由极限理论知 ( )lim 0

t
L t

→+∞
= ，这与假设矛盾。故

存在 L Et t> ，使得 ( )L LL t K≤ 。 
3) 若 ( )L PP t K≤ ，则对任意 Lt t> ， ( ) PP t K≤ 。 
若 ( )L PP t K> ，且对任意的 Lt t≥ ， ( ) PP t K> ，此时由(1)(2)知， ( ) EE t K≤ ， ( ) LL t K≤ ，因此 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )L P P L L P PP t L t P t K P tυ υ µ υ υ µ= − + ≤ − +�  

进而对任意的 Lt t> ， 

( ) ( ) ( )( )0 e P P Lt tL L
L L L P

P P P P

P t K K P t Kυ µυ υ
υ µ υ µ

− + − 
≤ ≤ − < + + 

 

这与假设矛盾，故存在 P Lt t> ，使得 ( )P PP t K≤ 。进而对任意的 P L Et t t t> > > ，有 ( ) PP t K≤ ，

( ) LL t K≤ ， ( ) EE t K≤ 。 
4) 若 ( )P YY t K≤ ，则由定理 4，对任意的 Pt t≥ ， ( ) PY t K≤ 。否则类似(3)的证明可得，存在 Y Pt t> ，

使得 ( )Y YY t K≤ 。进而对任意的 Yt t> ，有 ( ) YY t K≤ ， ( ) PP t K≤ ， ( ) LL t K≤ ， ( ) EE t K≤ 。 
5) 若 ( )Y FF t K≤ ，则由定理 4 知，对任意的 Yt t≥ ， ( ) FF t K≤ 。否则类似(3)的证明可得，存在 F Yt t> ，
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使得 ( )F FF t K≤ 。 
6) 若 ( )F MM t K≤ ，则由定理 4 知，对任意的 Ft t≥ ， ( ) MM t K≤ 。否则类似(3)的证明可得，存在

M Ft t> ，使得 ( )M MM t K≤ 。 
由(1)~(6)知，存在 0Mt > ，使得 ( )Mx t D∈ ，进而命题得证。 

3.3. 平衡点的存在性与稳定性 

易知系统(3.1)始终存在一个平凡平衡点 ( )T0 0,0,0,0,0,0x = 。引入阈值常数 

( )( )( )( )0
E L P

F Y E E L L P P

b rR β υ υ υ
µ β µ υ µ υ µ υ µ

=
+ + + +

， 

容易验证，当 0 1R > 时，系统(3.1)存在一个正的非平凡平衡点 ( )T# # # # # # #, , , , ,x E L P Y F M= ，其中 

( )( )
( )

0#

0

1 L L E L

E E L L L

R K K
E

K R K
υ µ

υ υ µ
− +

=
+ +

，
( )

( )( )
0#

0

1 E E L

E E L L L

R K K
L

R K K
υ

υ υ µ
−

=
+ +

， 

( )
( )( )( )

0#

0

1 E L E L

E E L L L P P

R K K
P

R K K
υ υ

υ υ µ υ µ
−

=
+ + +

，
( )
( )( )( )( )

0#

0

1 E L P E L

E E L L L P P Y

R r K K
Y

R K K
υ υ υ

υ υ µ υ µ β µ
−

=
+ + + +

， 

( )
( )( )( )( )

0#

0

1 E L P E L

E E L L L P P Y F

R r K K
F

R K K
β υ υ υ

υ υ µ υ µ β µ µ
−

=
+ + + +

，
( ) ( )

( )( )( )
0#

0

1 1E L P E L

E E L L L P P M

R K K r
M

R K K
υ υ υ

υ υ µ υ µ µ
− −

=
+ + +

。 

定理 6 i) 当 0 1R ≤ 时，系统(3.1)的平衡点 0x 在 6R+ 上是全局渐近稳定的； 
ii) 当 0 1R > 时，系统(3.1)的平衡点 0x 是不稳定的，平衡点 #x 在 6R+ 上是全局渐近稳定的。 
证明：由定理 5 知，D 是全局吸引子，因此我们仅需证明结论在 D 内成立即可。 
计算可得系统(3.1)的雅可比矩阵为 

( )

( )

( )

( )
( )

( )

0 0 0 1 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0 0

E E
E E

E
E L L

L L

L P P

P Y

F

P M

bF Eb
K K

EL
K KDg x

r

r

υ µ

υ
υ υ µ

υ υ µ
υ β µ

β µ
υ µ

  
− − + −  

  
   − − − +   =  

− + 
 − + 

− 
 − − 

 

易知 ( )Dg x 在 D 内具有非负的非对角项，所以系统(3.1)在 D 内是合作系统。 
取 

:h EE K= ， :h LL K= ，
( )( )

: L P L
h F

F Y P P

r KF K β υ υ
µ β µ υ µ

= =
+ +

 

: L L
h P

P P

KP K υ
υ µ

= =
+

，
( )( )

: L P L
h Y

Y P P

r KY K υ υ
β µ υ µ

= =
+ +

，
( )

( )
1

: L P L
h M

M P P

r K
M K

υ υ
µ υ µ
−

= =
+

 

令 ( )T, , , , ,h h h h h h hb E L P Y F M= ，那么 
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( )

( )
( )

0
0

0
0
0

E E E

L L L

h

K
K

g b

υ µ
υ µ

− + 
 − + 
 

= ≤ 
 
 
  
 

 

i) 当 0 1R ≤ 时，系统(3.1)在 6R+ 上只有唯一一个平衡点 0x 。在区间 [ ]0, hb 上有， ( ) ( )0 0hg b g≤ = 。那

么根据引理 3 可得，平衡点 0x 在区间 [ ]0, hb 上是全局渐近稳定的。另一方面，对于任意的 ( ) 00x x D= ∈ ，

都有 [ ]0 0, hx b∈ ，进而 

( )0lim , 0
t

x t x
→∞

=  

综上，当 0 1R ≤ 时，系统(3.1)的平衡点 0x 在 D 上是全局渐近稳定的。 
ii) 当 0 1R > 时，任取 ( )0,1l∈ ，使得下列不等式成立： 

( ) ( ) ( ) ( )
# #

# # # # # #
1 1 1 0E E E E

E E

lE Eg lx blF lE blF lE lg x
K K

υ µ υ µ
   

= − − + ≥ − − + = =   
   

 

( ) ( ) ( ) ( )
# #

# # # # # #
2 1 1 0E L L E L L

L L

lL Lg lx lE lL lE lL lg x
K K

υ υ µ υ υ µ
   

= − − + ≥ − − + = =   
   

 

( ) ( )# # 0, 2,3, 4,5,6.k kg lx lg x k= = =  

令 #
la lx= ，从而在区间 [ ],l ha b 上，有 ( ) ( )0h lg b g a≤ ≤ 。 

在 0 1R > 的情况下，平衡点 #x 是系统(3.1)在区间 [ ],l ha b 上的唯一一个平衡点。从而由定理 3，平衡

点 #x 在区间 [ ],l ha b 上是全局渐近稳定的。另一方面，对任意的 ( ) 00x x D= ∈ ，可以选取充分小的 la ，使

得 [ ]0 ,l hx a b∈ ，进而 
( ) #

0lim ,
t

x t x x
→∞

=  

综上，当 0 1R > 时，系统(3.1)的平衡点 #x 在 D 上是全局渐近稳定的。 
下面再说明平衡点 0x 的不稳定性。记矩阵 A 为 g 对 x 在 0x = 处的雅可比矩阵，则 

( )
( )

( )
( )

( )

0

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0 0

E E

E L L

L P P

P Yx

F

P M

b

gA
rx

r

υ µ
υ υ µ

υ υ µ
υ β µ

β µ
υ µ

=

− + 
 − + 
 − +∂ = =    − +∂   
 −  − − 

 

记行列式 B 为行列式 A 的五阶顺序主子式，由于 0 1R > ，所以 

( )( )( )( )( )0 1 0F E E L L P P YB Rµ υ µ υ µ υ µ β µ= + + + + − > ， 

这说明矩阵 A 至少有一个实部为正的特征根，从而由文献[20]中的稳定性理论得，当 0 1R > 时，平衡

点 0x 是不稳定的。 

4. 总结 

本文基于蚊虫的实际生长周期情况建立了具有资源限制的蚊虫种群传播动力学模型。我们根据
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Smith-Waltman 不变性原理证明了可行域关于系统的正不变性，在此基础上，结合数学分析的知识验证了

系统的可行域为全局吸引子。通过计算和分析，得到了模型的平凡平衡点和正平衡点的存在性及稳定性

的阈值条件。运用合作系统的单调系统理论和引理 3 进行分析和论证，构造使用定理所需要的区间条件。

最后得到系统的全局动力学性态：当阈值小于等于 1 时，平凡平衡点是全局渐近稳定的；当阈值大于 1
时，平凡平衡点变得不稳定，正平衡点是全局渐近稳定的。 
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