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摘  要 

本文研究基于虚拟元方法求解带混合边界条件的线弹性问题。首先给定弹性力学的基本方程和二维混合

弱对称形式的线弹性问题，并通过变分原理得到原问题的变分形式。其次通过定义局部刚体运动空间，

构造虚拟元空间。然后对于给定的每一个变量的近似得到方法的收敛性，并通过已知的引理和不等式验

证收敛性，同时给出原问题的误差估计。最后根据悬臂梁问题验证理论分析的有效性与可行性。 
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Abstract 
In this paper, the virtual element method is used to solve the linear elastic problem with mixed 
boundary conditions. Firstly, the basic equations of elasticity and the two dimensional mixed 
weakly symmetric formulation linear elasticity problems are given. The variational form of the 
original problem is obtained by the variational principle. Secondly, the virtual element space is 
obtained by defining the local rigid motion space. Then the convergence of the method is obtained 
for the approximation of each given variable, and the convergence is verified by the known lem-
mas and inequalities. At the same time, the error estimate of the original problem is given. Finally, 
the validity and feasibility of the theoretical analysis are verified by the cantilever beam problem. 
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1. 引言 

虚拟元方法[1]作为有限元方法的推广，具有网格剖分的灵活性，可以使用多边形或多面体剖分，很

大程度上降低了网格生成的难度，受到研究者的普遍关注。目前已被应用于求解多种问题，比如线弹性

问题[2]、膜壳问题[3]和 Steklov 特征值问题[4]等。本文研究应用虚拟元方法求解线弹性问题。 
线弹性问题是弹性力学领域一个重要的研究课题，已有多种数值求解方法，比如，有限元方法[5]、

弱有限元方法[6]、虚拟元方法[7]等。在线弹性问题中，准确地计算应力往往比计算位移更有用。在标

准公式中，应力可以通过位移后处理计算，由弹性力学方程可知，这个计算需要位移的微分，从数值

的角度来看，微分会使解的精确度损失，进而考虑混合形式线弹性问题，将应力张量与位移张量同时

作为主要变量，但应力张量的对称性使原问题的离散化变得更加困难，为解决这一困难，可以弱化应

力张量的对称性。弱化应力张量的对称性有多种方法，本文研究引入一个新的变量—旋转张量，进而

对原问题进行虚拟元离散。文献[8]中在齐次 Dirichlet 边界条件下讨论混合弱对称形式线弹性问题，本

文将边界条件推广为 Dirichlet 和 Neumann 混合边界条件，在该边界条件下对二维混合弱对称形式线弹

性问题进行研究。 

本文将使用如下符号。 ( ) ( ){ }2
2 22 : : d LL v v x v= = < +∞∫ 

 表示定义在上的平方可积的可测函数构

成的空间， ( )0,⋅ ⋅ 是 ( )2L  上的内积， 0⋅ 是 ( )2L  上的范数。 ( )k  为上次数不超过 k (k 为非负整数)

的多项式空间。 ( ) ( ) ( ){ }2 2 22 2div; : : ,H L Lτ τ τ
×

   = ∈ ∇ ⋅ ∈      。定义标量积
,

: ij ij
i j

σ τ σ τ= ∑ 。定义

( ) ( )T1
2

as γ γ γ= − 。 

本文第二节给出弹性力学在静力学、几何学和物理学方面的基本方程，并给出二维混合形式线弹性

问题，将其限制在 Dirichlet 和 Neumann 混合边界条件下。第三节给出虚拟元方法的解决，首先根据变分

原理得到混合弱对称形式线弹性问题的变分形式，根据文献[9]证明了变分形式的解的存在唯一性。其次

构造虚拟元空间，然后根据虚拟元空间得到变分形式的离散格式，最后对该方法的收敛性进行分析证明，

并给出误差估计。第五节通过悬臂梁问题验证理论分析的收敛性。 

2. 问题模型 

弹性力学的基本方程为，在静力学方面建立平衡方程 fσ∇ ⋅ = 。在几何学方面，建立几何方程 

( ) ( )T1
2

ε = ∇ +∇u u u 。在物理学方面建立本构方程 ( )σ ε= u
。其中σ 为应力张量，u为位移张量，ε 为 

应变张量， ( )
22f L ⊂ Ω  是外力，为正定、有界、对称的矩阵。 

本文考虑的混合形式线弹性问题是线性各向同性的，找到 ( ),σ u ，使得 
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( )
, ,

, ,
, ,

,
D D

N N

f

g
g

σ
σ ε

σ

∇ ⋅ = Ω
 = Ω
 = Γ
 ⋅ = Γ

u
u

n



在

在

在 上

在 上,

内
内

                                (1) 

其中Ω为
2 上的有界凸多边形区域，设Γ为Ω的边界，且边界Γ的两个子集 ,D NΓ Γ 满足 D NΓ = Γ Γ ，

D NΓ Γ = ∅ 。 n为边界 NΓ 的单位外法向量。 ( ) ( ) ( )( )2 tr Iε µε λ ε= +u u u ，这里 ( )tr ⋅ 是张量的迹，I
是恒等张量，Lamé 常数 ,λ µ定义如下 

( )( ) ( )
,

1 1 2 2 1
E Eυλ µ

υ υ υ
= =

+ − +
， 

其中 E 为弹性模量，υ为泊松比。 

3. 虚拟元方法 

3.1. 变分形式 

构造容许函数空间 ( ): div;HΣ = Ω ， ( )
22:U L = Ω  ， ( ) ( ){ }2 22: : ,X L asγ γ γ γ

×
 = ∈ Ω =  。 

引入一个新的变量 Xω∈ ，根据变分原理，求得线弹性问题(1)的变分形式为：找到 ( ), , U Xσ ω ∈Σ× ×u ，

使得 

( ) ( ) ( ) ( ) { }
( ) ( )
( )

( )

, , , , ,   : 0 ,

, , ,   ,
, 0,   ,

,

N

N

D

N

a b c g

b f U
c X

g

σ τ τ τ ω τ τ τ τ

σ
σ θ θ

σ

Γ

Γ

 + + = ⋅ ∈ ∈Σ ⋅ =

 = ∈


= ∈
 ⋅ =

u n n

v v v

n

            (2) 

其中 ( ) 1, : : da σ τ σ τ−

Ω
= Ω∫  ， ( ) ( ), : db σ σ

Ω
= ∇ ⋅ ⋅ Ω∫u u ， ( ), : : dc σ ω σ ω

Ω
= Ω∫ 。 

据文献[9]知变分形式是适定的，则问题(2)的解存在且唯一。 

3.2. 构造虚拟元空间 

假设{ }h h
 是区域Ω 的一个满足如下正则性条件的剖分，对任意的剖分单元 hT ∈ ， Th 表示每个多

边形 T 的直径，那么令 : sup
h

T
T

h h
∈

=


。用 h 表示{ }h h
 的边的集合。其中 为正常数， 

A1. 对于所有的边 e T∈∂ ，有 e Th h≥  ， 
A2. T 相对于半径大于等于 Th 的球呈星形。 
根据文献[10]构造虚拟元空间。为了构造虚拟元空间，首先分别在剖分单元 hT ∈ 上和边界 e T∈∂ 上

定义刚体运动空间 ( )RM T 和 ( )RM e ， 

( ) ( ) ( ){ }2: : ,TRM T r x x xα β α β⊥= = + − ∈ ∈  ， 

其中若 ( ) 2
1 2,x x x= ∈ ，则 ( )2 1

Tx x x⊥ = −, 。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1: : ,e eRM e s c p s c p s eψ= = + ∈ ∈t n   ， 

其中 en 是边 e 的单位外法向量， et 是边 e 的单位切向量，方向与 e 一致。 
下面定义局部应力空间为 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }21: div; : , ; , ;h h h h he
T H T H T n RM e e T RM Tτ α τ ε α τ τ Σ = ∈ ∃ ∈ = ⋅ ∈ ∀ ∈∂ ∇ ⋅ ∈   ， 

全局应力空间为 

( ){ }|: ,
Th h h h hT Tτ τΣ = ∈Σ ∈Σ ∈ 。 

定义局部位移空间为 

( ) ( ) ( ){ }22: :h h hU T L T RM T = ∈ ∈ v v ， 

全局位移空间为 

( ){ }|: ,
Th h h h hU U U T T= ∈ ∈ ∈v v  。 

定义局部旋转张量空间为 

( ) ( ) ( ){ }22
|: : ,
eh h h h h hX L RM e eθ θ = ∈ ∈ ∈    ， 

全局旋转张量空间为 

( ){ }|:
hh h h h hX X Xθ θ= ∈ ∈


 。 

3.3. 虚拟元离散 

基于上述剖分以及空间的定义，首先将双线性形式进行离散， 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 21
0 0,, , : d ,     , ,

, , d    ,

, , : d    .

h h h

h h

h h

T
TT

T T T

T
T

T T

T
T

T T

a a T

b b T U

c c T X

σ τ σ τ σ τ τ τ σ τ

σ σ σ σ

σ ω σ ω σ ω σ ω

−

∈ ∈ ∈

∈ ∈

∈ ∈

= = = ∈Σ

= = ∇ ⋅ ⋅ ∈Σ ∈

= = ∈Σ ∈

∑ ∑ ∑∫

∑ ∑ ∫

∑ ∑ ∫

,

, ,

, ,

u u u u


  

 

 

 

问题(2)的离散形式为，找到 ( ), ,h h h h h hU Xσ ω ∈Σ × ×u ，使得 

( ) ( ) ( ) ( ) { }
( ) ( )
( )

( )

, , , , ,   : 0 ,

, , ,   ,
, 0,   ,

,

N

N

h h h h h h h D h h h h h

h h h h h h

h h h h

N

a b c g

b f U
c X

g

σ τ τ τ ω τ τ τ τ

σ
σ θ θ

σ

Γ

Γ

 + + = ⋅ ∈ ∈Σ ⋅ =

 = ∈


= ∈
 ⋅ =

u n n

v v v

n

          (3) 

其中 h hU∇⋅Σ ⊆ 。 
根据文献[9]可知，离散形式是适定的，则离散形式(3)的解存在且唯一。 

3.4. 收敛性分析和误差估计 

首先讨论离散形式(3)的收敛性，重点在于处理双线性形式 a 和 ha 之间的关系，为了证明收敛性，首

先给出以下引理。 
引理 1 [9]存在一个与 µ 有关的常数 ( )C µ ，使得对所有的 ( )kerh h hτ ∈Σ   ，有 

( ) 2, ( )h h h ha Cτ τ µ τ
Σ

≥ ， 

其中 ( ) ( ) ( ){ }ker : , , 0, ,h h h h h h h h h h hb c U Xτ τ τ θ θ= ∈Σ + = ∈ ∈v v 。 
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引理 2 [9] ( ) ( ){ } ( ) { }ker : , 0, ker : 0h h h h h h hB b U Bτ τ τ τ≡ ∈Σ = ∈ ⊆ ≡ ∈Σ ∇⋅ =v v 。 
引理 3 [9]存在一个常数 0C > ，使得 

( ) ( )
( )v ,

, ,
inf sup

h h h h h h
h

h h h h

U X
h h hU X

b c
C

θ τ

τ τ θ

τ θ∈ ∈ ∈Σ
Σ

+
≥

+

v
v

。 

定理 1 令 ( ), , U Xσ ω ∈Σ× ×u 是变分形式(2)的解， ( ), ,h h h h h hU Xσ ω ∈Σ × ×u 是离散形式(3)的解，对

于σ 的每一个分段多项式近似 ( )disc n n

kπσ
×

 ∈ Ω  ，u的每一个分段多项式近似 hUπ ∈u ，ω 的每一个分段

多项式近似 hXπω ∈ ，以及对于σ 的每一个近似 I hσ ∈Σ ，有 

( )( )0h h IU X U XCπ π π πσ σ ω ω µ σ σ σ σ ω ω
ΣΣ

− + − + − ≤ − + − + − + −u u u u ， 

其中 ( )C µ 为依赖于 µ 的常数。 ( ) ( ) ( ){ }disc 2: : ,k h h k hTq L q T TΩ = ∈ Ω ∈ ∈   为分段多项式空间。 
证明：为了简便，取 0Dg = 。 
先构造 ( ) ( ) ( ) ( ){ }: , , , , ,h h h h h h h h h h h hK f b c f U Xϕ ϕ ϕ θ θ= ∈Σ + = ∈ ∈v v v 。 
设 h h hτ σ ϕ= − ， ( )h hK fϕ ∈ ，则 ( )kerh hτ ∈  。根据引理 1，引理 2 以及问题(2)，(3)可得 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 ,

, ,

, , , ,

, , ,

, , , .

h h h h

h h h h h h

h h h h h h h h

h h h h h h

h h h h h

C a

a a

a a b c

a a c

a a cπ π π

µ τ τ τ

σ τ ϕ τ

σ τ ϕ τ τ τ ω ω

σ τ ϕ τ τ ω ω

σ σ τ σ ϕ τ τ ω ω

Σ
≤

= −

= − + − + −

= − + −

= − + − + −

u u  

根据 Cauchy-Schwarz 不等式有， 

( )( )
( )( )

0 0

0 0 .

h h X

h X

C

C

π π π

π π

τ µ σ σ σ ϕ ω ω

µ σ σ σ ϕ ω ω
Σ
≤ − + − + −

≤ − + − + −
 

利用三角不等式可得， 

( )( )0 .
h h h

h XC π π

σ σ σ ϕ τ

µ σ σ σ ϕ ω ω
Σ Σ Σ

Σ

− ≤ − +

≤ − + − + −
                     (4) 

根据引理 3 可知，存在 h hη ∈Σ ，满足 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,   ,h h h h I h I h h h h hb c b c U Xη η θ σ σ σ σ θ θ+ = − + − ∈ ∈v v v ， 

使得 

h ICη σ σ
ΣΣ

≤ − 。                                  (5) 

令 h h Iϕ η σ= + ，则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ,h h h h I h I h I h I h hb c b c b c fϕ ϕ θ σ σ σ σ θ σ σ θ+ = − + − + + =v v v v ， 

其中 ,h h h hU Xθ∈ ∈v ，故可得 ( )h hK fϕ ∈ 。 
由式(5)和三角不等式可知 

( )( )h I I h ICσ ϕ µ σ σ σ ϕ σ σ
Σ ΣΣ Σ

− ≤ − + − ≤ − 。                   (6) 

将式(6)代回式(4)可得 

( )( )0 .h I XC π πσ σ µ σ σ σ σ ω ω
ΣΣ

− ≤ − + − + −                     (7) 
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下面分析 ,h hU Xω ω− −u u 。根据问题(2)和问题(3)可得 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )0 0 0

, ,

, , , , ,

.

h h h h

h h I h h I h h h h

h I I h U X

b c

a a a b c
π π

π π π π

π π π π

τ τ ω ω

σ σ τ σ σ τ σ σ τ τ τ ω ω

τ σ σ σ σ σ σ ω ω
Σ

− + −

= − + − + − + − + −

≤ − + − + − + − + −

u u

u u

u u

 

由引理 3 可得 

( )( )0h hU X U XC π π πω ω µ σ σ ω ω− + − ≤ − + − + −u u u u 。             (8) 

最后，联立式(7)和式(8)，结论得证。  
接下来，给出误差估计，位移、应力和旋转张量的精确解与数值解之间的误差估计如下。 
定理 2 [8]问题(3)有唯一解 ( ), ,h h h h h hU Xσ ω ∈Σ × ×u ，则有

2L 误差估计， 

( )( )1 1 1
1 1 10 0 0

k k k
h h h k k kC h h hσ σ ω ω µ σ ω+ + +

+ + +
− + − + − ≤ + +u u u 。 

4. 数值实验 

考虑端部受抛物线载荷作用的悬臂梁问题。在本问题中，取梁的长度为 8L = ，高度为 4D = ，抛物 

线载荷为 1000P N= − ，I 为梁的横截面惯性矩，对于单位厚度的矩形截面
3

12
DI = 。考虑本文的线弹性问 

题，给出相应的材料参数，弹性模量为 710E = ，泊松比为 0.3υ = 。其精确解见文献[11]，其中应力的精

确解为 
( )

11

22

2
2

12

,

0,

.
2 4

P L x y
I

P D y
I

σ

σ

σ

−
= −

=

 
= − 

 

 

位移的精确解为 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

2
2

1

2 2
2

36 3 2 1 ,
6 2

3 3 .
6

Py DL x x y
EI

P y L x L x x
EI

υ υ

υ

 
= − − + + − + 

 

= − + −

u

u

 

接下来对区域 ( ) ( )0,8 2, 2Ω = × − 进行剖分，网格剖分依照文献[12]完成，图 1 分别是网格剖分数 N 为

100、200、400、1600 的多边形剖分图。 
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Figure 1. The division diagram corresponding to different mesh numbers 
图 1. 不同网格数对应的剖分图 
 

图 2 是网格剖分数 N 为 100、200、400、1600 下位移与应力的数值解图，其中 1,hu ， 2,hu 为位移的数

值解， 11,hσ 为应力的数值解。 
为了验证方法的收敛性，需要考虑不同剖分下位移和应力的相对误差。 
表 1 给出了网格剖分数 N 为 100、200、400、1600 下的应力以及位移的相对误差，其中 ( )e u 表示

2L
范数下位移的相对误差，即 ( ) 0he = −u u u ，其中 u为位移的精确解， hu 为位移的数值解。 ( )e σ 表示

2L
范数下应力的相对误差，即 ( ) 0he σ σ σ= − ，其中σ 表示应力的精确解， hσ 表示应力的数值解。 
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Figure 2. Numerical solution of displacement and stress corresponding to different mesh numbers 
图 2. 不同网格数对应的位移与应力的数值解 
 

Table 1. Relative error of displacement and stress corresponding to different mesh number 
表 1. 不同网格数对应的位移与应力的相对误差 

N ( )e u  ( )e σ  

100 4.67 × 10−1 4.30 × 10−1 

200 1.11 × 10−2 1.04 × 10−1 

400 5.92 × 10−3 7.26 × 10−2 

1600 8.61 × 10−4 3.57 × 10−2 
 

根据表 1 所给出的不同网格剖分数下的误差数据可以明显看出，随着剖分数的增加，应力以及位移

的相对误差都呈现逐渐减小的趋势，则可以看出本文所讨论的方法收敛性较好，同时也验证了误差估计

的有效性。 

5. 总结 

虚拟元方法可以看作是有限元方法对一般多边形和多面体单元的扩展。本文研究应用虚拟元方法求

解具有 Dirichlet 和 Neumann 混合边界条件的线弹性问题，文中所考虑的线弹性问题是二维混合弱对称形
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式的线弹性问题。从给定弹性力学方程和二维连续问题出发，通过变分原理得到连续问题的变分形式，

然后根据定义局部刚体运动空间构造位移、应力和旋转张量的虚拟元空间，通过构造的虚拟元空间得到

变分形式的离散格式，通过引理以及三角不等式和 Cauchy-Schwarz 不等式证明方法的收敛性，并给出理

论分析的误差估计。最后以悬臂梁问题验证方法的收敛性与误差估计的有效性为结尾。 
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