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摘  要 

为了拓展流排队模型的相关理论，本文研究了带有故障和重试系统的M/M/1排队驱动系统的流模型。基

于矩阵几何解法对模型的主要性能指标进行了研究，对构建的微分方程进行推导，得到了系统的稳态库

存量的LST及其均值。最后通过数值例子说明不同参数对各项性能指标的影响，为现实情况中的故障和

重试排队服务系统提供参考。 
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Abstract 
In order to expand the related theory of stream queuing model, this paper studies streaming of 
M/M/1 queuing drive system with faults and retry systems. Based on the matrix geometry method, 
the main performance indicator of the model is studied, and the construction of the differential 
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equation is derived, and the system’s steady-state stock LST and its mean are obtained. Finally, 
numerical examples illustrate the influence of different parameters to various performance indi-
cators, provide reference for the fault and retry queuing service systems in realities. 
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1. 引言 

流排队模型是一种输入输出系统，连续的流体流入和离开一个存储空间，称为缓冲器(buffer)，在马

尔可夫流排队模型中，外部的马氏过程决定着流体的输入和输出率。如果顾客到达系统时服务器处于忙

期，则进入一个重试组，一段时间后再次要求服务，这种排队策略称为重试排队。重试排队在生活中应

用场景广泛，Kerner 等人[1]通过改变重试空间的相邻时间间隔研究了顾客的等待时间以及相应的均衡策

略，Wang 等人[2]对具有有限空间的重试排队系统进行了均衡策略分析，给出了最优社会均衡策略。 
在现实生活中，常有顾客在等待过程中因服务台故障而导致服务中断的现象。早在 1963 年，

Thiruvengadam [3]就对具有故障期的排队系统进行了研究。早期对于故障系统的研究都有一个潜在的假

设：当服务台处于故障期时，服务台将进行维修且停止维修，顾客需等待服务台维修完成后继续排队接

受服务。而 Kalidass 等[4]在 2012 年提出一种带有工作故障的排队模型：当系统随机发生故障时，服务台

没有完全停止服务，而是以一个更低的服务速率继续服务，这样的工作故障系统更合理，并且能够有效

较少顾客流失以及服务商的损失。张淞钛等[5]研究了在不完全故障系统中具有两类平行顾客的均衡止步

策略和社会收益。Vijayalakshmi 等人[6]分析了具有工作故障和两阶段服务的有限马尔可夫排队模型，服

务台可选主服务和辅助服务以改变成本，优化服务率。 
受到流模型、工作故障和重试排队系统的研究启发，本文对带故障和重试的 M/M/1 排队系统驱动的

流模型进行研究。本文的文章结构如下：第 2 节中详细描述了驱动系统的性能指标。第 3 节详细描述了

此驱动系统下的流模型，给出了相应的微分方程组。第 4 节中对此系统进行稳态分析，利用矩阵几何法

算出了平稳库存量的均值。第 5 节通过几个数值例子来直观展示性能指标和参数之间的关系。 

2. 驱动系统的模型描述 

考虑有工作故障的 M/M/1 重试排队系统驱动的流模型，关于驱动系统的假设如下： 
1) 缓冲器具有无限容量，流体到达过程服从参数为 λ 的泊松分布。 
2) 缓冲器有正常忙期和故障期两个状态。在正常工作时期，系统的服务速率为 µ ，正常工作的时间

服从参数为α 的指数分布；当系统发生故障时，服务台并非停止服务，而是以一个服务速率为 ( ) η µ η> ，

且维修时间服从参数为 β 的指数分布。顾客依次到达系统，如果顾客到达时服务台空闲，则立刻进入服

务，如果到达时服务台繁忙，则进入重试组，并从重试空间发出不间断的服务请求，相邻两次重试时间

服从参数为θ 的指数分布。规定若顾客到达时系统处于故障状态，则不能进入系统。 
3) 假设顾客到达时间间隔、系统在忙期的服务时间、故障期的服务时间、重试间隔时间都是相互独
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立的，且服务顺序为先到先服务(FCFS)。 
在此排队系统中，系统在任意时刻 t 可以用两个随机变量完全描述： ( )Q t 表示时刻 t 时系统中的顾

客数， ( )J t 表示 t 时刻服务台的状态，并设 

( )

0, ,
1, ,
2, ,
3, ,

t
tJ t
t
t








=

时刻服务台处于故障状态 且服务台空闲

时刻服务台处于故障状态 且服务台繁忙

时刻服务台处于正常服务状态 且服务台空闲

时刻服务台处于正常服务状态 且服务台繁忙

 

则系统 ( ) ( ){ }, , 0Q t J t t ≥ 是一个二维的连续时间马尔可夫链，状态空间为 

( ){ }, : 0, 0,1,2,3k j k jΩ = ≥ =  

其状态转移图见图 1。 
 

 
Figure 1. State transition of the queueing model 
图 1. 状态转移图 

 
根据字典排序， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,0 , 0,1 , 0,2 , 0,3 , 1,0 , 1,1 , 1,2 , 1,3 ，该马尔可夫过程的无穷小生成元可

以写成块状雅可比矩阵 

0 
 
 
 =
 
 
 
 

A C
B A C

Q B A C
B A C
  

 

其中 

( )

( )
( )

( )
( )

0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

,  ,
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 00 0
0 0 0 00

,  .
0 0 0 00 0
0 0 00 ( )

β β θ
η β η β

λ λ θ
α µ λ α µ

β θ β
η β η β

λ θ λ
λα µ λ µ α

−   
   − +   = =   −
    − + +   
− +   
   − +   = =   − +
    − + +   

A B

A C

 

引理 1 [7]对于连续时间拟生灭过程 ( ) ( ){ },Q t J t ，满足条件 0+ + =2R B RA C 的最小非负解有以下显
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式表达式 

1 2 3 4

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
h h h h

 
 
 =
 
 
 

R  

其中 

( )( )
( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

2 2 2

1 2

2 1

3 1

1
4

4
,

2

,

,

,

.

G G
h

h r

h r

r
h

G

λαη θ λ θ β λ θ
ηθ λ θ β

β θ
η

λ
θ
λ λ θ λ θ β

µθ µ
µθ η β θ β αηθ λ θ β ληθ λ θ

− + + + + +
=

+ +

+
=

= −

+ + +
= −

= + + + + + − +

 

定义关于该模型的状态转移矩阵的稳态概率为 ( ) ( ){ } ( )lim , , ,kj t
P Q t k J t j k jπ

→∞
= = = ∈Ω，且稳态概率

向量为 ( )0 1 2 3, , , , 0k k k k k kπ π π π π= ≥ 。 

3. 流排队模型描述 

考虑带有故障和重试组的 M/M/1 排队驱动系统的流排队模型。设 ( )C t 表示时刻 t 的库存量，且为非

负随机变量。缓冲器的净流入率可以表示成随机过程 ( ) ( ) ( )( ){ }, , , 0Q t J t C t t ≥ 的函数，满足 

( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

0

1

, , 0,0 , 0,1 , 0,2 , 0,3 , 0,

0, , ,0 , 0,d
d , , ,0 , ,1 , 1,

, , ,2 , ,3 , 1.

Q t J t C t

Q t J t k C tC t
t Q t J t k k k

Q t J t k k k

δ

δ

δ

 = >


= =
= 

= ≥
 = ≥

 

其中 0δ < ， 0 1, 0δ δ > ，即当驱动系统为空时，系统中的库存量以速率δ 减少直至为 0，保持不变。反之，

当驱动系统非空时，服务台处于故障期或正常工作期时，系统中的库存量分别以 0δ ， 1δ 的速率线性增加。

由于 ( ){ }, 0C t t ≥ 的变化仅依赖于其线性速率，且其速率的改变都依赖于过程 ( ) ( ) ( )( ){ }, , , 0Q t J t C t t ≥ ，

因此 ( ) ( ) ( )( ){ }, , , 0Q t J t C t t ≥ 是一个连续的马尔可夫过程。由于流体的变化是动态的，为使过程达到稳态，

需要保证流体的有效净速率为负。定义服务强度为 ρ λ µ= ，平均漂移(Mean Drift)为 d，且 
3

0, 0 ,0 0 ,1 1 ,2 1 ,3
0 1 1 1 1

t k k k k
t k k k k

d δ π δ π δ π δ π δ π
∞ ∞ ∞ ∞

= = = = =

= + + + +∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

可知：当 1ρ < 且 0d < 时，过程 ( ) ( ) ( )( ){ }, , , 0Q t J t C t t ≥ 是稳态的。定义该马尔可夫过程在 t 时刻的

联合概率分布函数为 

( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , , ,  0, 0,1.k jF t u P N t k J t j C t u k j= = = ≤ ≥ =  

当马尔可夫过程 ( ) ( ) ( )( ){ }, , , 0Q t J t C t t ≥ 稳定时，记其平稳随机向量为{ }, ,N J C ，在稳态条件下，

令 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.112082


孙红霜，叶晴晴 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.112082 773 应用数学进展 
 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ){ } ( )

, lim , ,

, , ,  ,

k j t
F u P N t k J t j C t u

P N k J j C t u k j
→∞

= = = ≤

= = = ≤ ∈Ω
 

给出库存量的平稳分布函数 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3
0 0 0 0

lim .k k k kt k k k k
F u P C t u F u F u F u F u

∞ ∞ ∞ ∞

→∞ = = = =

= ≤ = + + +∑ ∑ ∑ ∑  

该流排队模型的微分方程组为 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0,0
0,1 0,0

0,1
0,3 0,1 1,0

0,2
0,0 0,2 0,3

0,4
0,1 0,2 0,1 1,2

d
,

d
d

,
d

d
,

d
d

,
d

F u
F u F u

u
F u

F u F u F u
u

F u
F u F u F u

u
F u

F u F u F u F u
u

δ η β

δ α β η θ

δ β λ µ

δ β λ λ µ α θ

= −

= − + +

= − +

= + − + + +

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,0
0 ,1 ,0

,1
0 1,0 ,1 ,3

,2
1 ,0 ,2 ,3

,3
1 -1,3 ,3 ,1 ,2 1,2

d
,  1,

d
d

,  1,
d

d
,  1,

d
d

,  1.
d

k
k k

k
k k k

k
k k k

k
k k k k k

F u
F u F u k

u
F u

F u F u F u k
u

F u
F u F u F u k

u
F u

F u F u F u F u F k
u

δ η β θ

δ θ β η α

δ β λ θ µ

δ λ λ α µ β λ θ

+

+

= − + ≥

= − + + ≥

= − + + ≥

= − + + + + + ≥

         (1) 

方程组的边界条件为 

( ) ( ) ( ) ( )0,0 ,0 ,  0 0,  , 0,0k jF a F k j= = ∈Ω                         (2) 

为了确定常数 a 的值，将上述常微分方程组相加，得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3
0, ,0 ,1 ,2 ,3

0 0 1 1
0 1 1 1 1

d d d d d
0

d d d d d
t k k k k

t k k k k

F u F u F u F u F u
u u u u u

δ δ δ δ δ
∞ ∞ ∞ ∞

= = = = =

+ + + + =∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

将上述等式左右两边从 0 到∞积分可得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

0,0 0,0 0,1 0,1 0,2 0,2

0,3 0,3 0 ,0 ,0 0 ,1 ,1
1 1

1 ,2 ,2 1 ,3 ,3
1 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

k k k k
k k

k k k k
k k

F F F F F F

F F F F F F

F F F F

δ δ δ

δ δ δ

δ δ

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

∞ − + ∞ − + ∞ −

+ ∞ − + ∞ − + ∞ −

+ ∞ − + ∞ − =

∑ ∑

∑ ∑

 

注意到 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
{ } ( )

, lim , ,

, , ,  ,

k j t

kj

F P N t k J t j C t

P N k J j k jπ
→∞

∞ = = = ≤ ∞

= = = = ∈Ω
 

利用边界条件(2)，将微分方程组(1)相加可得 
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( )0,0 0,1 0,2 0,3 0 ,0 0 ,1 1 ,2 1 ,3
1 1 1 1

0,k k k k
k k k k

aδ π δπ δπ δπ δ π δ π δ π δ π
∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

− + + + + + + + =∑ ∑ ∑ ∑  

经过化简得到 

0,0 0,1 0,2 0,3 0 ,0 1 ,1 1 ,2 1 ,3
1 1 1 1 .

k k k k
k k k k da

δπ δπ δπ δπ δ π δ π δ π δ π

δ δ

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

+ + + + + + +
= =

∑ ∑ ∑ ∑
 

4. 流模型的性能分析 

上述常微分方程组(1)可以用矩阵形式表达为 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 2 0 1 2
d , , , , , , ,

d
u u u u u u

u
=F F F H F F F Q   

其中 

( )0 0 1 1 0 0 1 1, , , , , , , , , , , , ,diag δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ= H  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 2 3, , , ,  0k k k k ku F u F u F u F u k= ≥F  

定义函数 ( )kjF u 的拉普拉斯变换为 

( ) ( ) ( )
0

ˆ e d ,  0,  ,su
kj kjF u F u u s k j

∞ −= ≥ ∈Ω∫  

代入公式对两边进行 LST (拉普拉斯–斯蒂尔切斯)变换，得到 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )0 1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,0,0,0, ,u u u u s aδ− = − F F F F Q H  

根据边界条件(2)上述等式成立。在状态转移矩阵中我们定义 

( )

( )
( )

( )
( )

0

0

1

1

0 0
0

0 0
0

s
s

s
s

s

β θ δ β
η β η δ β

λ θ δ λ
α µ λ µ α δ

 − + +
 − + + =  − + +
  − + + + 

A  

定理 1 对于 0s ≥ ，矩阵方程 ( ) ( ) ( )2 0s s s+ + =R B R A C 有最小非负解 

( )

1 2 3 4

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

s

r r r r

 
 
 =
 
 
 

R  

其中 

( )( )
( )( )

( )( )

2 3 2 3

3 3
1

0
2 1

0 0
3 1

1 1

0 0
4 1

1

,
2 2 3 2 2 3

,

,

.

q q p q q pr

sr r

s s
r r

s r

s s
r r

r

β θ δ
η

µ η β δ β θ δ
β

λ θ δ ηθ αη

η β δ β θ δ
ηθ αη

       = − + + + − − +       
       

+ +
=

 + + + +
= +  + + + 

+ + + +
=

+  
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( )( )
( ){ }

( ) ( ) ( )

( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

3
2

2 2
1 1

32 2

2 2 2
1

1 1

2

2 2 2

1 27 1

2 2 2

3 1

WV WV
W Vs WV s

q
V W V W

WV WV WVW V W s WV
s s

V W

µθ λη
θηαβ λη θ αβ θαη λ µ α δ λα η λ θ δ

βηθ λη βηθ λη

µθ λη λαµηθηαβ λη θ αβ θ ηα β λη θβ λ µ α δ λαη θ
λ θ δ λ θ δ

βηθ

+ 
+ + + + − + + + + + + = +

+ +  + +    

+   
+ + + + + − + + + + +   + + + +  −

+ +{ }2
λη    

( ) ( )

( ){ }

( ) ( ) ( )

( ){ }

2 2
1

1
2

2
2

1
22

2

1

2 2

3 1

WVW s WV
s

p
V W

WV WV
W V

s

V W

λαµηηα β λη θβ λ µ α δ λαη θ
λ θ δ

βηθ λη

µθ λη
θηαβ λη θ αβ θ

λ θ δ

βηθ λη

 
+ − + + + + + + + =

+ +  

+ 
+ + + + + + −

+ +  

 

证明 由于矩阵C 只有最后一行有元素，根据矩阵的运算法则，矩阵 ( )sR 有以下结构 

( )

1 2 3 4

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

s

r r r r

 
 
 =
 
 
 

R  

将矩阵方程 ( ) ( ) ( ) 0s s s+ + =2R B R A C 展开可得到以下方程组 

( )
( )
( )

( )

0 1 2

1 4 0 2 4

1 1 3 4

3 4 2 3 1 4

0

0

0

0

s r r

r r s r r

r s r r

r r r r s r

β θ δ η

θ η β δ α

β λ θ δ µ

θ β λ λ µ α δ λ

− + + + =


− + + + =


− + + + =
 + + − + + + + =

 

通过简单运算得到关于 1r 的方程如下 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2
1

1

2 2
1 1

1

2 3 2 2
1 1

2 2

2

1 0.

WV WV
W V r

s

WVW s WV r
s

V W r s WV

µθ λη
θηαβ λη θ αβ θ

λ θ δ

λαµηηα β λη θβ λ µ α δ λαη θ
λ θ δ

βηθ λη αη λ µ α δ λα η

+ 
+ + + + + + 

 
+ + − + + + + + + + 
+ + + − + + + + =  

 

其中 0V sη β δ= + + ， 0W sβ θ δ= + + 。解此一元三次方程，其中判别式
2 3

0
2 3
q p   ∆ = + >   

   
，因此原方程

有两个虚数根和一个实数根，根据求根公式，定理 1 得证。注意，当 0s → 时， ( )s →R R ，在此基础上，

我们可以类似得到 ( )( )ˆ 0k s k ≥F 的表达式。 

定理 2 当 0,  1d ρ< < 时， ( )( )ˆ 0k s k ≥F 满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

0 00 01 02 03

0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,

ˆ ˆ ,  1.k
k

s F s F s F s F s

s s s k

 =


= ≥

F

F F R
 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.112082


孙红霜，叶晴晴 

 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.112082 776 应用数学进展 
 

其中 ( )sR 由矩阵方程 ( ) ( ) ( )2 0s s s+ + =R B R A C 确定，且满足 

( ) ( ) ( )( ) ( ){ }
[ ] ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )( )

1 3 1
00

2 1 2 3 2 1

2
1

2

ˆ a s r s s r s s T
F s

T r s T r s s T s T

T s s s

T s s

δ θβ λ δ θ β η δ λ δ α δ λ η δ λαη
θβ λη θ β η δ α δ β δ λ β δ

β η δ λ δ µ δ

β δ λ δ

+ + + + + − + + − +
=

+ + + + + + + + + +  
 = − + + + + 

= + +

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( )

 ( )
( ) ( ) ( )

( )

00
01

00
02 00

1

00
03

1

ˆ ,

ˆ
ˆ ˆ ,

.

s F s a
F s

s s F s a
F s F s

s s r

s s F s a
F s

r

β δ δ
η

µ β η δ β δ δβ
λ δ η λ δ α θ

β η δ β δ δ

η α θ

+ −
=

 + + + − = +
+ + +

 + + + − =
+

                 (3) 

证明 微分方程可以写成以下等价方程组 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 0 1

1 1

ˆ ˆ ,0,0,0
ˆ ˆ ˆ 0,  1k k k

s s s a

s s s s k

δ

− +

+ = −

+ = ≥

F A F B

F C + F A F B
 

其中 

( )

( )
( )

( )
( )

0

0 0
0

0 0
0

s
s

s
s

s

β δ β
η β η δ β

λ δ λ
α µ λ α µ δ

− + 
 − + + =  − +
  − + + + 

A  

根据矩阵几何解，可以得到 

( ) ( ) ( )0
ˆ ˆ ,  1,k

k s s s k= ≥F F R  

( ) ( )( ) [ ] ( )0 1
ˆ ˆ, ,0,0,0 .s s R aδ= −F F B  

其中 

[ ] ( ) ( )
( )

( )
( )

( )

0

1 3

0 0
0

0 0
0

R A s R s B

s
s

s
r s r

β δ β
η β η δ β

λ δ λ
α θ µ λ α µ δ θ

= +

− + 
 − + + =  − +
  + − + + + + 

B

 

展开上式方程 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

00 01

01 1 03

00 02 03

01 02 3 03

ˆ ˆ ,
ˆ ˆ 0,

ˆ ˆ ˆ 0,
ˆ ˆ ˆ 0.

s F s F s a

s F s r F s

F s s F s F s

F s F s r s F s

β δ η δ

β η δ α θ

β λ δ µ

β λ θ λ α µ δ

− + + = −

− + + + + =


− + + =


+ + − + + + =   

 

通过求解上述四元一次方程组可得定理 2。下面计算系统中库存量的 LT (拉普拉斯变换)，通过全概
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率公式可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 1
00

ˆ ˆe dsus F u u s s
∞ −−= = −∫F F I R e                          (4) 

其中 I 是一个单位矩阵，e 是二维的单位列向量。根据定理 1 的分析，矩阵 ( )sR 的谱半径

( ) ( )( )1 2max , 1r s r s < ，因此 ( )s−I R 是可逆的，可得 

( )( ) 1

31 2

4 4 4 4

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

1
1 1 1 1

s
rr r

r r r r

−

 
 
 
 − =
 
 
 − − − − 

I R  

代入表达式(4)中，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3
00 01 02 03

4

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
1
r r rs F s F s F s F s

r
+ + +

= + + +
−

F  

现在计算平均库存量，定义联合分布函数 ( )kiF u 的 LST 变换为 

( ) ( ) ( )*
0

e d ,  ,su
ki kif s F u k i

∞ −= ∈Ω∫  

设 ( )*f s 为平稳库存量的 LST，可得 

( ) ( ) ( )*
0

ˆe d ,suf s u s s
∞ −= =∫ F F  

在计算平稳库存量的期望时，显然 

( ) ( ) ( )
0 0

d d ˆlim lim
d ds s

C f s s s
s s

∗

→ →
= − = −E F                           (5) 

由于 ( )ˆ sF 的导数为一常数，因此 ( )
0

ˆlim 0
s

s s
→

′ =F ，故 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ){ }
( ) ( ){ } ( )

( ) ( ){ }
( ){ } ( ) ( )( )

0 0

1 3
2

1 1 1

1 3

1 3

1 3 1 3

1 11 3

d ˆ ˆ ˆlim lim
d

1

s s
C s s s s s

s
r r aa a

r r r

a r r
r r

a r r r r
r rr r

β η η η β θ η δµ β η δ δ
λη α θ η η α θ η β β θ

δ θβ θ β η β η λ αη
λ η

λη η β θ λ

δ θβ θ β η β η λ αη η η β θ η
η α θ η β β θη θ λ

→ →
 ′= − = − + 

+ + + + ++
= − +

+ + − + +

+ + − + −
+ + +  + + −

+ + − + − + + + +
+

+ − + ++ −

E F F F

 

其中 

2 3 2 3

3 3
1 2 2 3 2 2 3
r ϕ ϕ σ ϕ ϕ σ′ ′ ′ ′ ′ ′       ′ = − + + + − − +       

       
 

( )( )
( )( )3 1

1

r r
r

µ η β β θ
β

λ θ ηθ αη
 + +

′ ′= +  + + 
 

( )( )ω η β β θ′ = + +  
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( ) ( )

[ ]

( )( ) ( ) ( )

( )

2 2

2

2
2

22

2

2 2

3

λαµηωηα β λη β θ θβ λ µ α ω λαη θ
λ θσ

βηθ ω β θ λη

µθω ω λη
θηαβ ω β θ λη θ αβ θ

λ θ

βηθ ω β θ λη

′ ′+ + − + + + + + ′ =
′ + + +

′ ′ + 
′ + + + + + + −

 ′ + + + 

 

( )( )
( )

( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

3
2 2

2

2 32

2
2

2

2 2 2 2

27

2
2 2 2

3

'
'

'

µθω ω λη
θαηβ ω β θ λη λη θα λ µ α ω λα η λ θ

ϕ
βθ ω β θ λη βηθ ω β θ λη

λα η θ µωµω ω λη θ λ µ α ω
αβ ω β θ λη ληθ α λη β θ

η λ θ η β λ θ

βθ ω β θ λη

′ ′ + 
′ + + + + + − + + + + = +

+ + +  ′ + + + 
 ′+′ ′ ′ + + +
 ′ + + + + + + + − + + +    −

′ + + +

 

5. 数值例子 

本节将通过数值例子对上述所得的参数灵敏度进行分析。 
如图 2，当 1λ = ， 0.3α = ， 0.4β = ， 0.5θ = ， 5δ = − ， 0 2δ = ， 1 3δ = 时，随着 µ 的变化，系统在

故障期的服务率η和库存量 ( )E C 的之间的变化趋势，由图可知 ( )E C 随着η的增加而减小，即随着故障

期的服务速率增加，系统中的库存量减小。 
如图 3，当 1η = ， 0.3α = ， 0.4β = ， 0.5θ = ， 5δ = − ， 0 2δ = ， 1 3δ = 时， µ 分别取 1.4，1.5，1.6

时，随着 µ 的增加，系统的最大库存量也随之增加。同时，库存量 ( )E C 随着顾客到达率 λ 的增加而增

加。 
如图 4，当 1λ = ， 1η = ， 0.3α = ， 0.5θ = ， 5δ = − ， 0 2δ = ， 1 3δ = 时，µ 分别取 1.2，1.3，1.4 时，

随着 µ 的增加，系统的最大库存量也随之增加。同时，库存量 ( )E C 随着系统故障维修期 β 的增加而减

少。从实际情况来看，维修需要的时间越长，系统中能够容纳的最多顾客数越少，因此符合实际情况。 
 

 
Figure 2. E(C) versus η 
图 2. E(C)随 η的变化曲线 
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Figure 3. E(C) versus λ 
图 3. E(C)随 λ的变化曲线 

 

 
Figure4. E(C) versus β 
图 4. E(C)随 β的变化曲线 

 

 
Figure 5. E(C) versus θ 
图 5. E(C)随 θ的变化曲线 
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如图 5，当 1λ = ， 1η = ， 0.3α = ， 0.4β = ， 5δ = − ， 0 2δ = ， 1 3δ = 时，µ 分别取 1.2，1.3，1.4 时，

随着 µ 的增加，系统的最大库存量也随之增加。同时，库存量 ( )E C 随着重试组发出服务请求概率θ 的增

加而减少。从实际情况来看，相隔两次发出重试服务的时间越长，总服务时间越长，系统容纳的顾客数

越少，符合实际情况。 

6. 结论 

本文研究了带有工作故障和重试排队系统的 M/M/1 排队驱动系统的流模型。基于矩统的稳态库存量

的 LST 及其均值表达式。最后通过数值例子说明不同参数对各项性能指标的影响。 
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