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摘  要 

本文针对Stiefel流形上一类目标函数为光滑损失函数与非光滑函数之和的非凸优化问题，提出了一种基

于收缩的可变度量惯性邻近梯度算法。所提出的算法在已有的加速黎曼邻近梯度算法基础上，引入了对

角Barzilai-Borwein类步长策略，该策略可以更好的捕获问题的局部几何信息，进一步加速算法的收敛。

理论上，证明了算法全局收敛到稳定点。最后，本文给出了稀疏主成分分析问题的数值结果，验证了该

方法的有效性。 
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Abstract 
In this paper, we propose a retraction based variable metric inertial proximal gradient method for 
solving a class nonconvex optimization problem over the Stiefel manifold whose objective func-
tion is the summation of a smooth cost function and a nonsmooth function. Based on existing iner-
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tial Riemannian proximal gradient method, the proposed method introduces a metric changing 
called diagonal Barzilai-Borwein step-size strategy at each iteration, which can better capture the 
local geometric of this class problem and accelerate the convergence of the algorithm. Theoreti-
cally, we show that the proposed method globally converges to a stationary point. Numerical results 
on solving sparse PCA problem is reported to demonstrate the efficiency of the proposed method.    
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1. 引言 

本文主要考虑以下具有 Stiefel 流形约束的一类非凸非光滑优化问题： 

( ) ( ) ( )min :
s.t.

F x f x g x
x

= +

∈
                                (1) 

其中函数 :f →  是可微的但可能是非凸的，函数 :g →  是连续的但也可能是非光滑的。可行集

{ }T
,: : ,n p

n p pX X X X I×= = ∈ =  称为 Stiefel 流形，也称为正交约束，其中 pI 记为 p 阶单位阵( p n≤ )。 

Stiefel 流形上的非光滑优化问题由于其在各个领域的广泛应用引起了许多研究者的注意。例如，在

统计与数据科学中的稀疏主成分分析问题[1]；物理中的压缩模问题[2]；图像领域中的盲去卷积问题[3]
以及机器学习中的无监督特征选取[4]等问题，其本质都是 Stiefel 流形上的非光滑优化问题。更多的相关

应用，我们推荐读者参考文献[5]。 
通常情况下，由于其目标函数的不可微性和流形约束的非凸性，问题(1)是较难求解的。对于部分问

题已经证明是 NP-难的[6]。求解问题(1)的数值算法相较于目标函数是光滑形式的算法是有限的，目前已

有的算法包括次梯度类算法[7] [8]、算子分裂算法[9] [10]以及邻近梯度算法[11] [12]。然而，上述所提到

的算法存在着寻找下降方向成本高、缺乏收敛性分析、对参数敏感等问题。众所周知，对于目标函数为

光滑损失函数与非光滑连续函数之和的复合结构，当其对应的邻近算子容易求解时，邻近梯度算法是求

解该类问题的最有效方法之一。然而，由于问题(1)中 Stiefel 流形的约束，此时邻近算子是没有显式解的。

针对这一问题，最近 Chen 等[13]提出了一种基于收缩的邻近梯度算法，其中下降方向是由限制在 Stiefel
流形切空间中的邻近子问题决定。尽管该子问题没有显示解，作者通过将其转换为一个非线性方程系统，

进而采用正则的半光滑牛顿法[14]高效求解。随后，Huang 等[15]将快速迭代收缩阈值算法(FISTA)从欧氏

空间推广到黎曼空间中。进一步，Huang 等[16]在 2021 年针对一般的黎曼流形研究了邻近梯度算法及其

Nesterov 加速版本，作者进一步借助 Kurdyka-Łojasiewicz 不等式性质分析了所提出算法的局部收敛率。

虽然上述文献中均假设目标函数中光滑部分是梯度 Lipschitz 连续的，然而在实际问题中，其 Lipschitz 常

数的精确计算并不是容易的。 
受文献[17] [18]的启发，本文基于上述研究成果，提出了一种可变度量的惯性邻近梯度算法求解问题

(1)，所提出的算法采用对角化的 Barzilai-Borwein (BB)步长估计 Lipschitz 常数，同时结合 Nseterov 动量
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项进一步加速算法收敛，并给出收敛性分析。最后，在稀疏主成分分析问题中的数值结果验证了我们的

方法是有效的。 

2. 预备知识 

本节引入一些流形优化的基本定义和概念。 
定义 1 (收缩映射) 一个光滑映射Retr :X XT → 满足 

1) ( )Retr 0 ,X X X= ∀ ∈，其中 0 定义为 XT 的零元素； 

2) 对于任意的 X ∈，有如下极限成立： 

( ) ( )
0

Retr
lim 0

X

X F

T
F

X
ξ

ξ ξ

ξ← ∈

− +
=


, 

则 RetrX 被称为收缩映射。 

定义 2 (广义 Clarke 次微分)对于一个定义在上的局部 Lipschitz 函数 F，则 F 在 X ∈处方向 V
上的黎曼方向导数定义为： 

( )
( ) ( )[ ]( ) ( )( )1 1

, 0
, lim sup

Y X t

F Y tD X V F Y
F X V

t
φ φ φ φ φ− −

→ ↓

+ −
=



, 

其中 ( ),Uφ 是在 X 处的坐标卡。则函数 F 在 X ∈ 处的广义梯度或者 Clarke 次微分表示为

( ) ( ){ }ˆ : , ,X XF X T V F X V V Tξ ξ∂ = ∈ ≤ ∀ ∈   

由于 F 是正则函数，本文有 ( ) ( )( )ˆ Proj
XTF X F X∂ = ∂ ，其中 Proj

XT 是正交投影。进一步我们可以

得出问题(1)的一阶最优性条件，即 ( ) ( )( )0 Proj
XTgrad f X g X∈ + ∂ ，其中 ( )∂  表示为欧式空间中的次微

分。 

3. 可变度量的惯性邻近梯度算法 

本节中，我们提出 Stiefel 流形约束优化问题可变度量的惯性邻近梯度算法。 
为了满足约束，本文的算法通过更新迭代 

( )1 Retr
kk X k kX dα+ =                                   (2) 

来保持可行性，其中 kα 是由 Armijo 条件决定的， kd 是搜索方向。如同文献[13]中所示，搜索方向 kd
是由如下限制在切空间中的邻近子问题所决定 

( ) ( )2arg min ,
2Xk

k k kF
d T

Ld grad f X d d g X d
∈

= + + +


,                    (3) 

其中 L 为可微函数 f 的梯度 Lipschitz 常数。 
具体地，本文类似于无约束优化中的情况，首先给出如下的长和短 BB 步长： 

( )
( )

T
1 1
1 T

arg min k kBB
k k k F

k k

tr S S
S Y

tr S Yα
α α −

+
∈

= − =


, 

和 

( )
( )

T
2

1 T
arg min k kBB

k k k F
k k

tr S Y
S Y

tr Y Yα
α α+

∈
= − =
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其中 1k k kS X X+= − ， 1k k kY d d+= − 。这里下降方向 1kd + 和 kd 分别是限制在不同切空间中邻近子问题的解。

为了更好的获取函数 f 的 Hessian 信息，采用如下在第 k 次迭代中计算得出的度量 ( )k kU Diag u= ，

1 , ,k k k n
nu u u = ∈   ，其中 

( )

( )

( )

1

1 2 1

1

2 2 2

1

2

1 1

1 1

i i k
k k i

BB BBi
k kk

i i k
k k k i
i BB BBi

k kk

i i k
k k i

i
k

S Y u

S

S Y u
u

S

S Y u

S

υ
α αυ

υ
α αυ

υ

υ

−

−

−

 + <
 +
 += >

+


+


+

否则

                          (4) 

此时，邻近子问题(3)就变为 

( ) ( )arg min , ,
2Xk

k
k k k

d T

Ld grad f X d d U d g X d
∈

= + + +


                    (5) 

该子问题仍采用半光滑牛顿法求解。接下来，我们给出求解问题(1)的可变度量惯性邻近梯度算法。 
算法 1. 可变度量惯性邻近梯度法 
VM-AManPG 算法： 
步 0：初始化 0X ∈，线搜索参数δ 、 ( )0,1σ ∈ ，超参数 0υ > ，保护步中正整数 M， 0 1t = 。 
步 1： 0 0Y X= ， 0 0Z X= ； 
步 2：for 0,k =   do 

步 3：    if  mod(k, M)=0 then 
步 4：       调用算法 2： [ ] ( )( ), , , Alg 2 , , , ,k M k k k k M k k k kZ X Y t Z X Y t F X+ += ； 

步 5：    end if 
步 6：通过半光滑牛顿法求解子问题(5)得出下降方向 kd ； 
步 7：步通过式(2)更新 1kX + ； 

步 8：
2

1

4 1 1
2

k
k

t
t +

+ +
= ； 

步 9：计算 ( )
1 1

1
1

1

1
Retr Retr

k k
k

k X X k
k

t
Y X

t+ +

−
+

+

 −
=  

 
； 

步 10：end for 
注 1. 其中 VM-AManPG 算法步骤 9 中的收缩映射 ( )Retr



本文考虑使用极分解， 

( ) ( )( ) 1 2TRetr polar
X pX Iξ ξ ξ ξ

−
= + + ，且该收缩的逆是存在的。众所周知，惯性邻近梯度法是非单调的， 

基于文献[15]，本文同样采用重启策略使得算法 VM-AManPG 是满足下降性的。 
算法 2. 算法 1.的保护步 
VM-AManPG 算法： 
步 0：输入 ( )( ), , , ,k k k k kZ X Y t F X ； 

步 1：计算子问题(5)得到下降方向
kZd ； 

步 2：令 1α = ； 
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步 3：    while ( )( ) ( )
2

Retr
k k kZ Z k Z F

F d F Z dα σα> −  do 

步 4：       α δα= ； 
步 5：    end while 

步 6：若 ( )( ) ( )Retr
k kZ Z kF d F Xα < 则 

步 7：  ( )Retr
k kk Z ZX dα= ； ( )Retr

k kk Z ZY dα= ， 1kt = ； 

步 8：否则 kX ， kY ， kt 若保持不变； 
步 9：输出 k M kZ X+ = 。 

4. 收敛性分析 

本节中分析了 VM-AManPG 算法的收敛性质。在正式给出结论之前，本文需要做出如下的假设。 
假设 1. 函数 f 是可微的，且其梯度 f∇ 是 Lipschitz 连续的有常数 L。函数 g 是凸非光滑的，并且是

Lipschitz 连续的。 
假设 2. 函数 F 是强制的，即当 FX →∞时 ( )F X → +∞。 

假设 3. 存在两个正常数 0 γ γ< < ，使得对角矩阵 U 在任意点 kX 处的特征值满足在 ,γ γ 范围内。 
引理 1：序列 }{ }{,k kZ d 分别是由算法 VM-AManPG 生成的迭代序列，当假设 1 成立时，存在常数α

使得对任意的 ( )0 min 1,α α< ≤ ，满足 

( )( ) ( ) 2Retr
2kZ k k k F

LF d F Z dαα − ≤ −  

上述引理说明算法 1 是有定义的。事实上，算法 1 中序列 }{ kZ 的下标为 k M+ 。当本文中所采用的

对角 BB 步长矩阵 kU 为单位阵时，子问题(5)退化为文献[13]中所求解的子问题，此时，文献[13]中的结

论在本文中都成立。进一步假设 3 成立的条件下，无论 kU 是否为单位阵，上述引理都是成立的。 
定理 1：在假设 1、2 和假设 3 成立的条件下，序列 }{ kZ 是由算法 1 产生的迭代序列。令 *Z 是序列 }{ kZ

的任意聚点，则有 

( )*0 Proj
ZT F Z∈ ∂  

即序列 }{ kZ 的任意聚点是问题(1)的一个稳定点。 

证明：在假设 1 和假设 2 条件下，由于 Stiefel 流形是紧集，则次水平集 ( ) ( )}{0 0X X F X F XΩ = ∈ ≤
 

是紧的，由于假设函数 F 是强制的，所以次水平集
0XΩ 是有界的。进一步由于 F 是连续函数，则 F 在次

水平集
0XΩ 是有界的。 

当下降方向 0kd = 时，根据子问题(5)的最优性条件有 

( ) ( )10 Proj
Z

k
k k T k kgrad f Z U d g Z d

t
∈ + + ∂ +                         (6) 

成立，这恰好是原问题(1)的一阶必要性条件。接下来我们就说明序列 }{ kd 是满足 lim 0k Fk
d

→∞
= 。 

根据算法 2 中步骤 3 的 Armijo 条件，有 ( ) ( )1k kF Z F Z+ < ，即函数序列 ( )}{ kF Z 是单调下降的，进

一步，由于函数 F 是有下界的，则序列 ( )}{ kF Z 的极限存在，有 

( ) ( )( )lim Retr 0
kk Z kk

F Z F dα
→∞

− =  
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结合引理 1，则有 lim 0k Fk
d

→∞
= 成立。 

由子问题(5)的最优性条件(6)，在式(6)两边分别加上 ( )k kgrad f Z d+ ，可得 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

Proj Proj
Z Z

k
k k k k

T k k k k T k k

grad f Z d grad f Z U d
t

g Z d grad f Z d F Z d

+ − −

∈ ∂ + + + = ∂ + 

                 (7) 

且有 

( ) ( )

( ) ( )

1

1Proj Proj

1 0

Z Z

k

k
k k k k

F

k
T k T k k k

F

k U

grad f Z grad f Z d U d
t

f Z f Z d U d
t

L d
t

− + +

= ∇ − ∇ + +

 ≤ + → 
 

                        (8) 

当 k →∞时，其中 ( )Proj
ZT  为光滑映射，满足范数不等式。 

令 }{ ikZ 为 }{ kZ 的子序列且收敛到 *Z 。接下来我们证明 ( )*0 Proj
ZT F Z∈ ∂ 。根据式(7)，存在序列

}{ kk ZNτ ∈ ，其中
kZN 为流形在点 kZ 处的法空间，于是有 

( ) ( ) ( )1 k
k k k k k k kgrad f Z d grad f Z U d F Z d

t
τ+ − − + ∈∂ +  

进一步结合当 i →∞时， }{ *ikZ Z→ ，则有 

( ) ( ) ( )1
i

i i i i i i i

k
k k k k k k kgrad f Z d grad f Z U d F Z d

t
τ+ − − + ∈∂ +  

由于目标函数 F 在紧集
0XΩ 上是连续的，则存在常数 0G > 使得 ( )0

max max
XZ F Z F Gω ω∈Ω ∈∂ < ，于是

有
ik F

Gτ < ，存在收敛子列 }{ i jkτ 且极限点为 *τ 。则当 j →∞时，有 

( ) ( ) *
1 i j

i i i i ij j j j j

k
k k k k kgrad f Z d grad f Z U d

t
τ τ+ − − + →  

以及 *i ij jk kZ d Z+ → 。因此有 ( )*0 F Z∈∂ ，进一步根据投影 Proj
ZN 是光滑的，有 

*
*Proj Proj

Z i Zk ji j
N k Nτ τ→   

所以，我们可以得出 ( )
*

*0 Proj
ZT F Z∈ ∂ 。 

5. 数值实验 

本节中，我们将在数据分析领域中的稀疏主成分分析问题上验证算法的有效性。所有的数值实验均

是通过运行环境为 64bit Ubuntu platform，CPU (Intel Core i5-5200U)为 2.20GHz 的 Matlab R2019a 实现。 
稀疏主成分分析(SPCA)已经成为一种强大的数据分析技术，通过识别数据中的本地空间结构和消除

不同时间尺度之间的歧义，提供对低秩结构的改进描述。该问题在文献[1]中经过离散化，可以转化为如

下的模型： 
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( )T T
1

,

min Tr

s.t. ,n p

X A AX X

X S

µ− +

∈
 

其中矩阵 m nA ×∈ ， 1 ijijX X= ∑ ， 0µ > 是正则化参数，可以控制上述模型的稀疏性。 

本文通过与最新的算法 ManPG-Ad [13]，AManPG [15]，ARPG [16]进行比较来验证所提出算法的有

效性。在数值实验中，算法 VM-AManPG 的参数设置如下：上述算法的终止条件均设置为 
2 8: 10k Fd t npε −≤ = 。超参数 2υ = ，线搜索参数 0.5δ = ， 0.001σ = ，常数

24 FL A= ，参数 5M = 。另 

外，算法 ManPG-Ada，AManPG，ARPG 的相关参数均保持为文献中的默认值。 
在数值试验中，通过两类不同的数据测试算法。第一类是采取随机数据，即矩阵 A 和变量 X 都是随

机生成的，对于数据矩阵 A，其生成方式为：首先产生随机矩阵 ( )randn ,A m n= ，且使该矩阵的列均值为 0，
最后使其列的欧氏范数等于 1。在所有的测试中均令 50m = 。第二类是采用文献[15]中真实的 DNA 数据

集，其变量维数 24589n = ， 113m = ， 4p = 。 
本文首先基于随机生成的数据，通过选取不同的变量维数 n，p 和正则化参数 µ 来测试算法

VM-AManPG 的性能。分别从表 1、表 2、表 3 中我们可以发现，VM-AManPG 无论在 CPU 时间上还是

在迭代次数上都明显的优于算法 ManPG-Ada、AManPG 和 ARPG。数值结果表明，VM-AManPG 具有明

显的加速效果，并且说明了对角 BB 步长策略的有效性。 
 
Table 1. Comparison on SPCA model with varies n with 5p =  and regular parameter 0.5µ =  
表 1. 在 SPCA 模型上不同变量维数 n，其中维数 5p = ，正则化参数 0.5µ = 地比较 

n 
ManPG-Ada AManPG ARPG VM-AManPG 

iter cpu iter cpu iter cpu iter cpu 

512 203 0.47 77 0.25 76 0.43 57 0.11 

1024 241 0.67 87 0.40 84 0.59 58 0.18 

2156 299 0.82 87 0.49 89 0.66 58 0.20 

3500 258 0.64 102 0.67 92 0.75 59 0.28 

6000 345 1.37 117 0.83 104 1.46 65 0.46 

8000 410 2.14 122 1.51 112 1.84 68 0.62 

 
Table 2. Comparison on SPCA model with varies p with 5000n =  and regular parameter 0.5µ =  
表 2. 在 SPCA 模型上不同变量维数 p，其中维数 5000n = ，正则化参数 0.5µ = 地比较 

p 
ManPG-Ada AManPG ARPG VM-AManPG 

iter cpu iter cpu iter cpu iter cpu 

2 163 0.25 77 0.21 60 0.32 38 0.19 

4 179 0.42 92 0.34 76 0.76 54 0.20 

6 336 1.42 112 0.80 100 0.94 78 0.41 

8 1453 6.57 262 1.38 239 3.12 178 1.01 

10 1767 9.69 342 2.28 299 3.67 218 1.48 
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Table 3. Comparison on SPCA model with varies regular parameter µ  with 3000n =  and 5p =  
表 3. 在 SPCA 模型上不同正则化参数 µ ，其中维数 3000n = ， 5p = 地比较 

µ  
ManPG-Ada AManPG ARPG VM-AManPG 

iter cpu iter cpu iter cpu iter cpu 

0.5 329 1.18 107 0.74 104 1.11 68 0.41 

0.75 241 0.83 97 0.50 89 0.97 58 0.35 

1 172 0.77 87 0.43 69 0.79 48 0.31 

1.5 114 0.41 77 0.49 62 0.92 57 0.39 

2 130 0.50 75 0.48 59 0.95 47 0.36 

2.5 117 0.45 72 0.44 64 0.86 49 0.33 

 
接下来我们采用真实 DNA 数据集，通过选取不同的正则化参数 µ 评估算法性能。数值结果如表 4

所示，我们所提出的算法与已有的算法相比较，满足相同终止条件所需的 CPU 时间和迭代次数都具有明

显的优势。 
 
Table 4. Comparison on SPCA model with varies regular parameter µ , DNA data 24589n = , 113m = , 4p =  
表 4. 在 SPCA 模型上不同正则化参数 µ ，DNA 数据 24589n = ， 113m = ， 4p = 地比较 

µ  
ManPG-Ada AManPG ARPG VM-AManPG 

iter cpu iter cpu iter cpu iter cpu 

0.5 5089 119.88 342 11.88 315 13.34 268 8.28 

1 4281 103.35 287 9.06 284 12.11 217 9.06 

1.5 2640 63.43 282 9.58 310 14.05 108 4.16 

2 1964 47.70 382 13.38 349 15.61 248 10.88 

2.5 1645 42.61 287 12.40 259 13.73 218 9.16 

6. 总结 

本文针对一类在 Stiefel 流形上的非凸非光滑优化问题，提出了一种可变度量的惯性邻近梯度算法。

通过将欧氏空间中的对角 Barzilai-Borwein 类步长策略推广到 Stiefel 流形上可以进一步加速算法收敛，在

一定的假设条件下，可以证明算法全局收敛到原问题的一个稳定点。数值实验表明，无论是在随机数据

还是在真实数据集中的数值结果，我们所提出的算法在求解效率上都具有一定的优势。 
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