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摘  要 

目前，对最优冲突回避码的具体构造取得的结果不多，利用欧拉函数和同余数在整数环的特性给出一种

构造的新方法，进一步具体构造码重k = 3，4，5，6时最优冲突回避码的一系列新结果。 
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Abstract 
Previously, there are very few results of explicit constructions of optimal conflict-avoiding code. In 
this paper, combing new constructions with Euler function and congruent numbers’ properties in 
integer rings, a new infinite series of optimal conflict-avoiding codes with weight k = 3, 4, 5, 6 are 
obtained. 
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1. 引言 

冲突回避码(Conflict-avoiding Code，简记 CAC)在无反馈多分址信道(冲突信道)有重要的应用[1] [2]。
类似于文献[3]其数学描述如下： 

设 n 表示模 n 的剩余类环， n
∗
 表示 { }\ 0n 。对于 k 阶子集 nA⊆  ，定义 A 的差集为多重集合 

( ) ( ){ }mod : , , .A x y n x y A x y∆ = − ∈ ≠  

设 是 n 一些 k 阶子集 nA⊆  的集合，则 被称为长度为 n 重量为 k 的冲突回避码若其满足以下

条件 

( ) ( )1 2 1 2 1 2,  , , .A A A A A A∆ ∩∆ =∅ ∀ ∈ ≠  

每个元素 A∈ 称为一个码字。对于给定的 n 和 k ，符号 ( )CAC ,n k 表示所有长度为 n 重量为 k 的冲

突回避码。 
对于冲突回避码 ( )CAC ,C n k∈ ，码字的重量 k  (汉明码重量)表示用户在每个时段的 n 个时槽里发送

k 个数据包[4]。对于给定的正整数 ,n k ，如果 ( )CAC ,C n k∈ 是一个码字个数最多的码，那么称C 为一个

最优码。 
若 nA Z⊆ 可以表示成为 ( ){ }0, ,2 , , 1 , nA g g k g g Z ∗= − ∈ 的形式，则称 A 为等差(equi-difference)码字。

g 称为 A 的生成元。不难验证 ( ) ( ){ }, 2 , , 1A g g k g∆ = ± ± ± − 。若码 ( )CAC ,C n k∈ 的每个码字 A C∈ 都是

等差码字，则称为C 等差码。类似的，符号 ( )eCAC ,n k 表示所有长度为 n 重量为 k 的等差码。用符号 ( )CΓ

表示等差码C 所有码字生成元的集合。等差码是一种特殊的码，人们通常利用它构造最优码。 
目前，当 3k = 时的最优冲突回避码构造证明已经基本解决[5]-[10]。当 3k > 的最优冲突回避码具体构

造较少[3] [4] [11]。本文利用利用欧拉函数和同余数在整数环的特性给出一种构造得新方法，给出新的构

造方法，进一步给出当 3,4,5,6k = 时对最优冲突回避码具体构造的一些新结果。 

2. 相关的构造 

为了方便理解，我们介绍一些常用的概念和符号。 
设 2 1p em= + 是奇素数， pZθ ∗∈ 是 pZ ∗ 的生成元，设 { }2 2

0 : 0,1, , 1e esH s mθ θ∈ = = − 是 pZ ∗ 的m阶乘法

子群，则 pZ ∗ 有陪集分解：
2 1

2

0

e
e

p i
i

Z H
−

∗

=

=


，其中 2 2
0 , 0 2 1e i e

iH H i eθ= ≤ ≤ −  称陪集 2e
iH 为 2e 阶分圆类。若

2 , 0 2 1e
t ij H i e∈ ≤ ≤ − 。则称{ }0 1 2 1, , , ej j j − 一个为 2e阶分圆类代表系。 

引理 1 [4]. 设 1e ≥ 和 1s > 都是整数， 2 1p em= + 是素数且使得每一个 ( ), 2 , ,s s es± ± ± 和

( ) ( )( ), 1 , , 1 ,1 1i es i e s i e s i s− − − + − ≤ ≤ − 都各自形成一个 2e 阶分圆类代表系。那么存在一个码

( )eCAC , 1C sp k es∈ = + 包含m个码字，且满足 ( )\sp spZ C pZ∆ = 。 

引理 2 [11]. 若 m s> ，则引理 1 构造的码 ( )eCAC , 1C sp k es∈ = + 是最优的。 

引理 3 [4]. 设 3k ≥ ， 1 2,L L 和 s 都是正整数，且 1s L ， ( ) ( )2gcd , 1, 2,3, , 1l L l k= = − 。设

( )e
1 1CAC ,C L k∈ 包含 1m 个码字

11 2, , , mA A A
使得 
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( )
1

1 1
1

1
\

m

L j L
j

LZ A Z
s=

 ∆ ⊇  
 



. 

设 ( )e
2 2CAC ,C sL k∈ 包含 2m 个码字。设码C 是由 

( ) ( ) ( )
1

1
1 1 2: , :L

LC i jL i C j Z y y C
s

   Γ = + ∈Γ ∈ ∪ ∈Γ   
   

 

生成。则 ( )e
1 2CAC ,C L L k∈ 且包含 1 1 2m L m+ 个码字。 

利用引理 1 和引理 2 来具体构造一些最优冲突回避码。再利用引理 3 构造出一系列的冲突回避码 

( )e

1
CAC 1 ,

r

i
i

C k p k
=

 ∈ − 
 

∏  [3] [4]。但是，实际情况下，我们很难得到最优 ( )e

1
CAC 1 ,

r

i
i

C k p k
=

 ∈ − 
 

∏ 。本

文首次利用欧拉函数和同余数的特性，对 rp
Z ∗ 进行划分，得到类似于引理 2 的一般构造，并给出具体构造

码重 3,4,5,6k = 时最优冲突回避码的一系列新结果。 

3. 新的构造方法及其证明 

设 n 为一个正整数，称 ( ){ }*, 1, nG a a n a Z= = ∈ 是 nZ ∗ 简约剩余系，则 ( )G n= Φ ，其中 ( )nΦ 是欧拉函

数。显然， ( ){ }*, 1, nG a a n a Z= = ∈ 是一个乘法群。 

设 2 1p m= + 是奇素数，r 为一个正整数，元素 jj p
Zθ ∗∈ 是乘法群 ( ){ }*, 1, ,1 .jj p

G a a n a Z j r= = ∈ ≤ ≤ 的

一个生成元，则 ( )j
jG p= Φ 。又设 { }2 2

0 : 0,1, , 1 ,1s
jH s m j rθ= = − ≤ ≤ 是 ( ){ }*, 1, jj p

G a a n a Z= = ∈ 的m阶

乘法子群，则 jG 有陪集分解： 2 2
0 1j j jG H H=  ,其中 2 1 2

1 0j j jH Hθ= ，称陪集 2
jiH 为 2 阶分圆类。若

2 , 0 1i jid H i∈ ≤ ≤ 。则称{ }0 1,d d 为 jG 的一个 2 阶分圆类代表系。下面得到类似于引理 2 的一般构造。 
定理 1. 设 ,s r 是正整数， p 是奇素数且使得每一个 ( ), ,1 1i s i i s− ≤ ≤ − 和 ( )s± 都各自形成

, 1,2, ,jG j r=  的一个 2 阶分圆类代表系。那么存在一个码 ( )eCAC , 1rC sp k s∈ = + 包含
1

2

rp −
个码字，

且满足 ( )\r rsp sp
Z C pZ∆ = 。 

证 在 rs p
Z Z× 上设 ( ) { } ( )21 ,  1,2, , .r j

j joC p H j r−Γ = × =  则C 的码字表示如下： 

( ) ( ) ( ) ( )( ){ } { } ( )20,0 , 1,1 , , 1 , 1 1, , 0,1, , , 1,2, , .l r j l j
j jx k k p l p j rθ−= − − ⋅ = Φ =    

故 

( )
{ } { }
{ } ( ){ }

2 2

2 2

0 , ,      0,

, ,1 1,

r j r j
j jl

j r j r j
j j

s p s p i
x

i i s p i p i s

θ θ

θ θ

− −

− −

 × − =∆ = 
× − ≤ ≤ −

 

即 

( ) ( )

{ } ( )( ) ( ) { } ( )( ) ( )( )
{ } ( )( )

( )

1 1

1
2 2

1 1

1

1 1

, 0 ,

j

r

pr
l
j

j l

r s
r j r j

jo jo
j i

r s
r j

j
j i

s p

C x

i p H i s i p H s s

i p G

Z Z

Φ

= =

−
− −

= =

−
−

= =

∗

∆ = ∆

 
= × ⋅ − × ⋅ − 

 

= ×

= ×



 

 


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由 1s k= − ， ( )
1

1
r

r j

j
p p

=

− = Φ∑ 得，

( )
( )

( )
( )

1 1 1
2 1 2 1 2

r
j

r r
j

s p s p pC
k k

=

Φ − −
= = =

− −

∑
。 

定理 2. 定理 1 构造的码 ( )eCAC , 1rC sp k s∈ = + 是最优的。 

因为
( ) ( )

1 1 1 1
2 1 2 1 2 2

r r r rsp sp s s sp s s p
k k s

     − − + − − + − −
= = =     − −     

。 

下面，根据同余性质结合定理 1 具体构造码重 3,4,5,6k = 时最优冲突回避码的一系列新结果，由定

理 2 知，结果是最优的。 
设 p 是奇素数，对于 pa Z ∗∈ ，若同余方程 ( )2 modx a p≡ 有解，称 a 为模 p 的二次剩余(quadratic re-

sidue) (即 2
0a H∈ )。否则，称 a 模 p 的二次非剩余(quadratic non-residue) 2

1a H∈ 。定义 pZ 上的勒让德符

号
a
p

 
 
 

为： 

2
0
2
1

1,     ,
1,  ,

0,    | .

a H
a a H
p

p a

 ∈
  

= − ∈ 
  



若

若

若

 

且具有性质
ab a b
p p p

    
=    

    
。 

关于勒让德符号有如下结果。 
引理 4 [12]. 若 p是奇素数，则 

( )
( )

1, 1 mod 4 ,1
1, 3 mod 4 .

p
pp

 ≡ − =   − ≡  

若

若
 

( )
( )

1, 1 mod 8 ,2
1, 3 mod 8 .

p
pp

 ≡ ±  =   − ≡ ±  

若

若
 

( )
( )

1, 1 mod 12 ,3
1, 5 mod 12 .

p
pp

 ≡ ±  =   − ≡ ±  

若

若
 

引理 5 [13]. 同余方程 ( )2 mod , 1,2,3, ,jx a p j r≡ =  ，有解的充要条件是 1a
p

 
= 

 
。 

推论 1. 若素数 ( )7 mod 8p ≡ ， r 是正整数，则存在最优码 ( )eCAC 2 ,3rC p∈ 包含
1

2

rp −
个码字。 

证 根据定理 1~2 和引理 4~5 并结合勒让德符号的性质，在 , 1,2, ,jG j r=  中只需证
a b
p p

   
≠   

   
对于

每对{ } { } { }{ },, 2 2 , 1,2a b ∈ − − 。即只需证 

1 21,  1.
p p

   −
= − =   

   
 

而当 ( )7 mod 8p ≡ 时以上条件满足。从而命题得证。 

推论 2.  若素数 ( )7 mod 8p ≡ ， r 是正整数，则存在最优码 ( )eCAC 3 ,4rC p∈ 包含
1

2

rp −
个码字。 
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证 根据定理 1~2 和引理 4~5 并结合勒让德符号的性质，在 , 1,2, ,jG j r=  中只需证
a b
p p

   
≠   

   
对于

每对{ } { }{ } { }{ }, 3 3 2 1 ,, , 1,2a b ∈ − − − 。即只需证 

1 21,  1.
p p

   −
= − =   

   
 

而当 ( )7 mod 8p ≡ 时以上条件满足。从而命题得证。 

推论 3.  若素数 ( )11 mod 12p ≡ ， r 是正整数，则存在最优码 ( )eCAC 4 ,5rC p∈ 包含
1

2

rp −
个码字。 

证 根据定理 1~2 和引理 4~5 并结合勒让德符号的性质，在 , 1,2, ,jG j r=  中只需证
a b
p p

   
≠   

   
对于

每对{ } { } { } { } { }{ }, 4,4 , 3,1 , 2,2 , 1,3a b ∈ − − − − 。即只需证 

1 31,  1.
p p

   −
= − =   

   
 

而当 ( )11 mod 12p ≡ 时以上条件满足。从而命题得证。 

推论 4.  若素数 ( )23 mod 24p ≡ ， r 是正整数，则存在最优码 ( )eCAC 5 ,6rC p∈ 包含
1

2

rp −
个码字。 

证 根据定理 1~2 和引理 4~5 并结合勒让德符号的性质，在 , 1,2, ,jG j r=  中只需证
a b
p p

   
≠   

   
对于

每对{ } { } { } { } { } { }{ }, 5 5 4 1 , 3,2 , 2,1 , ,, , 1, 4a b ∈ − − − − − 。即只需证 

1 2 31,  1.
p p p

     −
= − = =     

     
 

而当 ( )23 mod 24p ≡ 时以上条件满足。从而命题得证。 

4. 结论 

本文给出新的构造方法具体构造出一系列最优的冲突回避码得。该方法也可以给光正交码的构造提

供借鉴。 
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