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摘  要 

编码理论中的一个基本问题是求 ( ), ,A n d w 的值，即长度为n，重量为w，最小Hamming距离为d的二元

码集的大小。它可看作是n维超立方体 1d − 次幂图中所有重量为w的点导出子图 ( ),1d w
nQ − 的最大独立集。

本文运用构造图 ( ),1d w
nQ −

的最大独立集的方法得到n、d和w为某些特殊值时， ( ) 4, ,A n d w = 。 
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Abstract 
A basic problem in coding theory is to find the value of ( ), ,A n d w , that is, the size of the maximum 
binary code with length n, constant weight w and minimum Hamming distance d. It can also be re-

 

 

*通讯作者。 

http://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2022.113126
https://doi.org/10.12677/aam.2022.113126
http://www.hanspub.org


师娟娟，杨卫华 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.113126 1171 应用数学进展 
 

garded as the maximum independent set of induced subgraph of points of weight w of the 1d −
th-power of n-dimensional hypercube ( ),1d w

nQ − . We use the method of constructing the maximum 

independent set of ( ),1d w
nQ −  to obtain ( ) 4, ,A n d w =  for some special n, d and w. 
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1. 引言 

1.1. 背景介绍 

在编码理论中，常重码是一种有检错和纠错能力的重要编码，被广泛的应用于光导纤维中的码分多

址系统、雷达和声纳的信号设计、高数据率数字通信等领域。由于其广泛的应用背景，常重码吸引了许

多的学者参与研究。数学家们尝试用代数、图论以及组合等方法来研究满足一定条件的最大常重码的个

数及其结构，并取得了很大的进展。但迄今为止，最大常重码的个数及其结构还未得到完整的结论。经

研究发现编码理论和图论之间存在联系，可通过使用图论的方法研究常重码。 

1.2. 相关工作 

令 2 2 2 2
nZ Z Z Z Z= × × × = ，则 Z 中的元素称为码字。码字 x 的重量由 wt(x)表示，是其非零项的数

量。码字的集合称为码集。w 常重码是指其中所有的码字的重量都为 w。令 X 是 2Z 上 n 维向量空间。X
中的向量称为码字。两个代码词 c 和 c′之间的 Hamming 距离 ( ),Hd c c′ 被定义为它们具有不同的坐标位置

的数量。 ( ), ,A n d w 是长度为 n、重量为 w 和最小 Hamming 距离为 d 的最大二进制代码的大小。在经典

编码理论中，寻找 ( ), ,A n d w 的值是一个非常困难的问题，迄今没有完全解决，在[1]中有描述。 

1950 年，Hamming [2]提出了球包界，特别地， ( ),6,A n w 的球包界为
( ) 1

n
m

w n w

 
 
 
− +

。1962 年，Johnson 

[3]获得了 ( ), ,A n d w 的上界，即 ( ) ( )
, ,

2
dnA n d w

dn w n w
≤

− −
。1977 年，MacWilliams 和 Sloane [4]提出了

第一个关于 ( ), ,A n d w 与 24n ≤ 和 10d ≤ 界限的系统表。直到 2000 年，Vardy 等人[5]改进了 ( ), ,A n d w 的

已知上界，即 ( ) 1
,2 ,

1

n
w

A n w
w

w

δ
δ

δ

 
 − + ≤
 
 − + 

，他们还将表扩展到 28n ≤ 和 14d ≤ 。1989 年，Cornelis 等人[6]

显著提高了 ( ), 4,A n w 的界。在 1990 年，Brouwer 等[7]通过大量针对某些参数的新显式代码构造，收集

了 28n ≤ 和 18d ≤ 的 ( ), ,A n d w 的著名下界。 

总的来看，不少研究都致力利用半正定规划、Terwilliger 代数等方法对 ( ), ,A n d w 的上下界进行讨论，
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但大多都是对 d 取 6，8，10，12 时 ( ), ,A n d w 的上下界有了一定的改进[8]-[13]，对于确切的值，迄今为

止还没有统一的方法去研究。本文提出从图论的角度去研究，将 ( ), ,A n d w 看作是 n 维超立方体 d-1 次幂

图中所有重量为 w 的点导出子图 ( ),1d w
nQ − 的最大独立集，即 ( ) ( )( )1,, , d w

nA n d w Qα −= 。 

1.3. 本文贡献 

本文对最小 Hamming 距离为 d、重量为 w 的最大 n 长二元常重码集的大小进行研究，利用 

( ) ( )( )1,, , d w
nA n d w Qα −= ，得到了如下结果：对于 , , Zn d w +∈ ，d 为偶数，如果

2 2 3 2
5 5

n nd+ −
≤ ≤ ， 

3 5 1
2 5

d n d nw− − −
≤ ≤ 或

6 5 1 3 3
5 2

n d n dw− + −
≤ ≤ ，则 ( ), , 4A n d w = ；如果

2 1 3
3 4

d dw+
≤ ≤ ， 

21
3

n wn w d +
− + ≤ ≤ ，或

11 8 1
12
d w d−

≤ ≤ − ，
4 4 3 3 1

3 2
n w n wd− − −

≤ ≤ ，则 ( ), , 4A n d w = ；如果
3 1
2
dn = + ，

4 2
3

wd −
= ，则 ( ), , 4A n d w = 。 

2. 预备知识 

本节给出本文需要的基本概念和符号。 
令 G 是一个顶点集为 ( )V G 且边集为 ( )E G 的图。设 ( )S V G⊆ ，如果在图 G 中 S 的顶点是两两独立

的，则 S 称为图 G 的独立集，G 的独立数 ( )Gα 是最大独立集的顶点数，如果图 S 的顶点在 G 中两两相

邻，S 称为图 G 的团，团数 ( )Gω 等于最大团的顶点数，即 ( ) ( )GGα ω= 。 

定义 2.1：图
d
nQ 表示 n 维超立方体 nQ 的 dth次幂图，其顶点集 ( ) { }2|d n

nV Q x x Z= ∈ 。也就是说对于任

意的 ( ), d
nx y V Q∈ ，有边 ~x y 当且仅当 ( ),Hd x y d≤ 。 

定义 2.2：图 ( ),d w
nQ 表示图 d

nQ 的重量为 w 的点的导出子图，其顶点集 ( )( ) { },
2|d w n

nV Q x x Z= ∈ 。 

定义 2.3： ( ) ( )( ),G V G E G= 为简单无向图，若对任意的 ,x y G∈ ，存在 ( )Aut Gϕ ∈ 满足 ( )x yϕ = ， 

则图 G 为点传递图。 
定义 2.4 [14]： ( ),d w

nQ 是点传递图。 

定义 2.5：给出两个 n 长二元码字 ( ) ( )1 2 1 2, , , , , , ,n nx x x x y y y y= =  ，定义 

{ }| 1,1i ix y i x y i n= = = ≤ ≤ 。 

定理 2.6 [15]：设 d，w，n 是整数， 0,d w n≠ ≤ 。然后， 
(i) ( ) ( ), 1, , ,A n d w A n d w− = ，如果 d 是偶数， 

(ii) ( ) ( ), , , ,A n d w A n d n w= − ， 

(iii) ( ), , 1A n d w = ，如果 2d w> ， 

(iv) ( ), , nA n d w
w

= ，如果 2d w= 。 

因为 ( ),d w
nQ 是点可传递的，要研究它的独立数，我们只需要分析它的它包含顶点 ( )0 0 0 0

1 2, , , nu u u u=  ，

0 0 0
1 2 1wu u u= = = = ， 0 0 0

1 2 0w w nu u u+ += = = = 的最大独立集。接下来，令 ( )0w
iD u  ( 0 2i w≤ ≤ (或 ( )2 n w− )，

i 是偶数)表示到 0u 的距离为 i 的顶点集，在下图(见图 1)我们给出了图 ( ),d w
nQ 相对于顶点 0u 的距离划分。

在下文中，对于图中的任何 ( ),d w
nu Q∈ ，我们使用 iu 来表示其第 i 位的值。 
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Figure 1. The distance division of ( ),d w

nQ  

图 1. ( ),d w
nQ 的距离划分 

3. 主要结论及其证明 

引理 3.1：对于 , , Zn d w +∈ ，d 为偶数，设 M 是 ( )1,d w
nQ −

的独立集，如果
3

2 4
d dw≤ ≤ ，且 3 2n d w≥ − ，

则 ( )1, 4d w
nM Q − ≥ 。设 0 , , ,u s t r M∈ ， { }1 | 1, 0, 1j j jc j s r t w j n= = = = + ≤ ≤ ， 

{ }2 | 1, 0, 1j j jc j t r s w j n= = = = + ≤ ≤ ， { }3 1 2| 1, 1jc j r w j n c c= = + ≤ ≤ − − ， 

{ }| 0, 1j j jc j s t r w j n= = = = + ≤ ≤ 。则有 1 2,
2
dc c w≤ − ， 3

3
2
dc c n+ ≤ − ， 2 3c n w d≤ + − 。 

证明：令 1 0 2 2
w w w

dH D D D −=    ， 2 2 2
w w w
d d wH D D D+=   ，则 ( )( )1,

1 2
d w

nV Q H H− =  。不妨设

0u M∈ ，则对任意 1x H∈ 且 0x u≠ ，有 ( )0, 2Hd x u d d≤ − < 。因此， 0
1M H u= 。 

因为 0
2
dw− ≥ ，

3 2 0
2
d w− ≥ ， 2 3 0n w d+ − ≥ ，所以至少存在三个点 

 

2 2 22 2

(1, ,1,0, ,0,1, ,1,0, ,0,0, ,0),

d d dd d w n ww

x

− − −−

=
  

      

  

2 22 2

(0, ,0,1, ,1,0, ,0,1, ,1,0, ,0,1, ,1,0, ,0),

d dd dw ww wd w d w d w

y

− −− −− − −

=
   

        

   

3 3 3 32 2 2 22 2 32 2 2 22 2 2 2

(0, ,0,1, ,1,0, ,0,0, ,0,1, ,1,0, ,0,1, ,1,0, ,0,1, ,1,0, ,0),

d d d dd d d dw w w ww w w ww d n w d

z

− − − −− − − −− + −

=
     

           

满足任意两点间距离都小于等于 d。故 2 3M H ≥ 。因此， ( )1, 4d w
nM Q − ≥ 。 

因为 0
1u H∈ ，所以点 2, ,s t r M H∈  。令 { }1 | 1,1i ip i s t i w= = = ≤ ≤ ， 

{ }2 | 1, 1j jp j s t w j n= = = + ≤ ≤ ， { }| 0, 1j ja j s t w i n= = = + ≤ ≤ ， { }1 2| 1, 1ik i s w i n p= = + ≤ ≤ − ， 
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{ }1 2| 1, 1ik i t w i n p= = + ≤ ≤ − 且 s t p= 。则 1 2p p p= + ， 10
2
dp w≤ ≤ − ， 2 1 2

dp k+ ≥ ， 2 2 2
dp k+ ≥ ， 

3 2 1 2a n w p k k= − − − − 且 ( ) ( ), 2Hd s t w p d= − ≥ 。故 1 2,k k d w≥ − ，且
3
2
da n≤ − 。此时可得 

3
3
2
dc c a n+ = ≤ − 。 

点 r 满足 ( ),Hd r s d≥ ， ( ),Hd r t d≥ ，故
2
dr s w< − ，

2
dr t w< − ，那么

2ii

dr w≤ −∑ ， 

2jj

dr w≤ −∑ ，其中 { }1 | 1, 1k ki w k n s t= + ≤ ≤ = ≠ ， { }1 | 1, 1k kj w k n t s= + ≤ ≤ = ≠ 。故 1 2,
2
dc c w≤ − 。设

{ }| 1,1jb j r i w= = ≤ ≤ ，则 ( )1 2 2 3c a w b c c n w d≤ − − + + ≤ + −   。 

定理 3.2：对于 , , Zn d w +∈ ，d 为偶数，如果
2 2 3 2

5 5
n nd+ −

≤ ≤ ，
3 5 1

2 5
d n d nw− − −

≤ ≤ 或 

6 5 1 3 3
5 2

n d n dw− + −
≤ ≤ ，则 ( ), , 4A n d w = 。 

证明：因为 ( ) ( )( )1,, , d w
nA n d w Qα −= ，我们只需证明在题目所给条件下 ( )( )1, 4d w

nQα − = 。由定理 2.6(ii)，

我们有 ( ) ( ), , , ,A n d w A n d n w= − 。所以我们只需证明当
2 2 3 2

5 5
n nd+ −

≤ ≤ ，
3 5 1

2 5
d n d nw− − −

≤ ≤ 时，

( ), , 4A n d w = 。此时
3

2 4
d dw≤ ≤ ，且 3 2n d w≥ − ，满足引理 3.1 条件，所以可以得到 ( )1, 4d w

nM Q − ≥ ，

不妨设 0 , , ,u s t r M∈ ， { }1 | 1, 0, 1j j jc j s r t w j n= = = = + ≤ ≤ ， { }2 | 1, 0, 1j j jc j t r s w j n= = = = + ≤ ≤ ，

{ }3 1 2| 1, 1jc j r w j n c c= = + ≤ ≤ − − ， { }| 0, 1j j jc j s t r w j n= = = = + ≤ ≤ 。此时由引理 3.1 可得 

1 2,
2
dc c w≤ − ， 3

3
2
dc c n+ ≤ − ， 2 3c n w d≤ + − 。 

假 设 存 在 点 ( )( ) { }1,
0 , , ,d w

nm M V Q u s t r−∈ − ， 设 { }| 1,1jb j m j w= = ≤ ≤ 。 则 ( ),Hd s m d≥ ，

( ),Hd t m d≥ ，且
2
ds m w≤ − ，

2
dt m w≤ − 。那么

2ii

dm w≤ −∑ ，
2jj

dm w≤ −∑ ，其中 

{ }1 | 1, 1k ki w k n s t= + ≤ ≤ = ≠ ， { }1 | 1, 1k kj w k n t s= + ≤ ≤ = ≠ 。因为
3 2
2 2
d dw w− ≥ − ，则 b 可以取到

2
dw− ，

故 ( ) 1 2 3
3, 2 2 10 9 2

2 2 2 2H
d d d dd r m b w c w c w c w c c n w d d        ≤ + − + + − + + − + − − − + ≤ + − ≤ −                

。这与

M 是 ( )1,d w
nQ − 的独立集矛盾。因此， ( )1, 4d w

nM Q − = ，即 ( ) ( )( )1,, , 4d w
nA n d w Qα −= = 。 

定理 3.3：对于 , , Zn d w +∈ ，d 为偶数，如果
2 1 3

3 4
d dw+

≤ ≤ ，
21

3
n wn w d +

− + ≤ ≤ ，或 

11 8 1
12
d w d−

≤ ≤ − ，
4 4 3 3 1

3 2
n w n wd− − −

≤ ≤ ，则 ( ), , 4A n d w = 。 

证明：因为 ( ) ( )( )1,, , d w
nA n d w Qα −= ，我们只需证明在题目所给条件下 ( )( )1, 4d w

nQα − = 。由定理 2.6(ii)，

我们有 ( ) ( ), , , ,A n d w A n d n w= − 。所以我们只需证明当
2 1 3

3 4
d dw+

≤ ≤ ，
21

3
n wn w d +

− + ≤ ≤ 时，

( ), , 4A n d w = 。此时
3

2 4
d dw≤ ≤ ，且 3 2n d w≥ − ，满足引理 3.1 条件，所以可以得到 ( )1, 4d w

nM Q − ≥ ，

不妨设 0 , , ,u s t r M∈ ， { }1 | 1, 0, 1j j jc j s r t w j n= = = = + ≤ ≤ ， { }2 | 1, 0, 1j j jc j t r s w j n= = = = + ≤ ≤ ，
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{ }3 1 2| 1, 1jc j r w j n c c= = + ≤ ≤ − − ， { }| 0, 1j j jc j s t r w j n= = = = + ≤ ≤ 。此时由引理 3.1 可得 

1 2,
2
dc c w≤ − ， 3

3
2
dc c n+ ≤ − ， 2 3c n w d≤ + − 。 

假设存在点 { }2 , ,m M H s t r∈ − ，则 ( ),Hd s m d≥ ， ( ),Hd t m d≥ ，且
2
ds m w≤ − 。那么 

2ii

dm w≤ −∑ ，其中 { }1 | 1, 1k ki w k n s t= + ≤ ≤ = ≠ 。因为
30 2 1
2 2
d dw w≤ − ≤ − − ，则

3 2
2ll

dm w≤ −∑ 中

{ }1 | 1, , 1k k kl w k n r s t= + ≤ ≤ = ≠ ，故此时 

( ) ( )

( )

3 3, 2 3 2 2
2 2 2 2

33 2 2 2
2 2

H
d d d dd s m w w p w d w w

d dw w d c w c d

       ≤ − + − − + − + − + −       
       

    + − − − − + − + ≤ −        

。这与 M 是 ( ),1d w
nQ − 的独立集矛盾。

因此， ( )1, 4d w
nM Q − = ，即 ( ) ( )( )1,, , 4d w

nA n d w Qα −= = 。 

定理 3.4：对于 , , Zn d w +∈ ，d 为偶数，如果
3 1
2
dn = + ，

4 2
3

wd −
= ，则 ( ), , 4A n d w = 。 

证明：因为 ( ) ( )( )1,, , d w
nA n d w Qα −= ，我们只需证明在题目所给条件下 ( )( )1, 4d w

nQα − = 。令 

1 0 2 2
w w w

dH D D D −=  



， 2 2 2
w w w
d d wH D D D+=   ，则 ( )( )1,

1 2
d w

nV Q H H− =  。不妨设 0u M∈ ，则对任

意 1x H∈ 且 0x u≠ ，有 ( )0, 2Hd x u d d≤ − < 。因此， 0
1M H u= 。 

由已知条件可知，至少存在三个点 

 

2 22 2

(1, ,1,0, ,0,1, ,1,0, ,0),

d dd d ww

x

−−

=
 

     

  

1 1 12 2 22 2 2

(0, ,0,1, ,1,0, ,0,1, ,1,0, ,0,1, ,1,0),

d d dd d dw w ww w w

y

− − − − −− − − −

=
  

       

 

1 12 22 2

(1,0, ,0,1, ,1,1,0, ,0,1, ,1),

d dd dww

z

−− − −

=
 

     

满足任意两点间距离都小于等于 d。故 2 3M H ≥ 。因此， ( )1, 4d w
nM Q − ≥ 。 

不妨设 0 , , ,u s t r M∈ ，因为
0

1u H∈ ，所以点 2, ,s t r M H∈  。设 s t p= ，我们有 

( ) ( ), 2Hd s t w k d= − ≥ ，故
2
dk w≤ − 。令 { }1 | 1,1i ip i s t i w= = = ≤ ≤ ， { }2 | 1, 1j jp j s t w j n= = = + ≤ ≤ ，

{ }| 0, 1j ja j s t w j n= = = + ≤ ≤ ， { }1 2| 1, 1ik i s w i n p= = + ≤ ≤ − ， { }2 2| 1, 1ik i t w i n p= = + ≤ ≤ − 。则

1 2p p p= + ， 10
2
dp w≤ ≤ − ， 2 1 2

dp k+ ≥ ， 2 2 2
dp k+ ≥ ， 2 1 2a n w p k k= − − − − 。故 1 2,k k d w≥ − ，且

3 1
2
da n≤ − = 。 

情形 1. a = 1。 

此时有 2 2
dp w= − ， 1 2,k k d w= − ，且 s 和 t 一定满足在前 w 个坐标中有

2
dw− 个坐标为 1。不妨设 

 

2 22 2

(1, ,1,0, ,0,1, ,1,0, ,0),

d dd d ww

s

−−

=
 

     
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  

1 1 12 2 22 2 2

(0, ,0,1, ,1,0, ,0,1, ,1,0, ,0,1, ,1,0),

d d dd d dw w ww w w

t

− − − − −− − − −

=
  

       

点 r 满足 ( ),Hd r s d≥ ， ( ),Hd r t d≥ ，故
2
dr s w≤ − ，

2
dr t w≤ − 。此时 r 在前 w 个坐标中至少

有 1
2
dw− − 个坐标为 1，且只能在 ( )0 1i is t i w= = ≤ ≤ 的位置 i 上。因为 2 1

2 2
d dw w w − − = − − 

 
，所以在

( )0 1is w i n= + ≤ ≤ 的 位 置 i 上 或 者 在 ( )0 1it w i n= + ≤ ≤ 的 位 置 i 上 都 有 1ir = ， 不 妨 设 在

( )0 1is w i n= + ≤ ≤ 的位置 i 上 1ir = 。 

假设存在点 { }2 , ,m M H s t r∈ − ，则 ( ),Hd s m d≥ ， ( ),Hd t m d≥ ， ( ),Hd r m d≥ ，且
2
ds m w≤ − ，

2
dt m w≤ − 。同理可得，m 在前 w 个坐标中至少有 1

2
dw− − 个坐标为 1，且只能在 ( )0 1i is t i w= = ≤ ≤

的位置 i 上。此时 ( ), 2 1
2H
dd m r w d d≤ − = + ≤ ，矛盾。因此， 2 3M H ≤ 。 

情形 2. a = 0。 

点 r 满足 ( ),Hd r s d≥ ， ( ),Hd r t d≥ ，故
2
dr s w≤ − ，

2
dr t w≤ − 。因为 0a = ，所以在

( )0 1is w i n= + ≤ ≤ 的位置 i 上有 1it = ，在 ( )0 1is w i n= + ≤ ≤ 的位置 i 上和在 ( )0 1it w i n= + ≤ ≤ 的位置 i

上有 1ir = 。此时 2 1
2
dp w= − − 或者

2
dw− ，故 1 1p = 或者 0。 

当 2 1
2
dp w= − − 时，s 和 t 在前 w 个位置分别有

2
dw− 个位置是 1。此时 r 在前 w 个位置有 1

2
dw− − 个

位置是 1。则 ( )0 1i i is t r i w= = = ≤ ≤ 的位置只有一个。假设存在点 { }2 , ,m M H s t r∈ − ，则 ( ),Hd s m d≥ ，

( ),Hd t m d≥ ， ( ),Hd r m d≥ ，且
2
ds m w≤ − ，

2
dt m w≤ − ，

2
dr m w≤ − 。因为 0a = ，在

( )0, 0, 0 1i i is t r w i n= = = + ≤ ≤ 的位置 i 上有 1im = 。此时
2
dr m w> − ，矛盾。因此， 2 3M H ≤ 。 

同理，当 2 2
dp w= − 时，也能得到

2
dr m w> − ，矛盾。因此， 2 3M H ≤ 。 

综上所述， 2 3M H = ，即 ( ) ( )( )1,, , 4d w
nA n d w Qα −= = 。 

由定理 2.6，可以得到以下推论。 

推论 3.5：对于 , , Zn d w +∈ ，d 为奇数，如果
2 7 3 3

5 5
n nd+ +

≤ ≤ ，
3 3 5 4

2 5
d n d nw− + − +

≤ ≤ 或 

6 5 4 3 3 3
5 2

n d n dw− − − −
≤ ≤ ，则 ( ), , 4A n d w = 。 

推论 3.6：对于 , , Zn d w +∈ ，d 为奇数，如果
2 3 3 3

3 4
d dw+ +

≤ ≤ ，
2 3
3

n wn w d + −
− ≤ ≤ ，或者 

11 3
12
d w d+

≤ ≤ ，
4 4 3 3 3 3

3 2
n w n wd− − − −

≤ ≤ ，则 ( ), , 4A n d w = 。 

4. 结论 

本文将 ( ), ,A n d w 看作是维超立方体d-1次幂图中所有重量为w的点导出子图 ( )1,d w
nQ − 的最大独立集的

大小，通过构造最大独立集的方法得到了：对于 , , Zn d w +∈ ，d为偶数，如果
2 2 3 2

5 5
n nd+ −

≤ ≤ ， 
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3 5 1
2 5

d n d nw− − −
≤ ≤ 或

6 5 1 3 3
5 2

n d n dw− + −
≤ ≤ ，则 ( ), , 4A n d w = ；如果

2 1 3
3 4

d dw+
≤ ≤ ， 

21
3

n wn w d +
− + ≤ ≤ ，或

11 8 1
12
d w d−

≤ ≤ − ，
4 4 3 3 1

3 2
n w n wd− − −

≤ ≤ ，则 ( ), , 4A n d w = ；如果
3 1
2
dn = + ，

4 2
3

wd −
= ，则 ( ), , 4A n d w = 。 
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