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摘  要 

本文研究了一类二阶可微随机约束下的碰撞悬臂梁系统周期解的稳定性。通过推导含参数的随机零时间

不连续映射给出相应的跳跃矩阵，结合跳跃矩阵和光滑流映射的基解矩阵得到了随机线性化矩阵。基于

随机线性化矩阵探讨了随机约束对系统稳定性的影响，进一步调查了周期解失稳之后的倍化分岔现象，

数值仿真验证了理论的有效性。 
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Abstract 
This paper studies the stability of periodic solution for a class of second-order differentiable can-
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tilever beam system with rigid and random constraints. The saltatory matrix is presented by de-
ducing the random zero-time discontinuous mapping with parameters. The random linearization 
matrix is obtained by combining the saltatory matrix and the fundamental solution matrix of 
smooth flow mapping. Based on the random linearization matrix, the influence of stochastic con-
straints on the system stability is discussed, and the doubling bifurcation phenomenon after the 
instability of the periodic solution is further investigated. The validity of the theory is verified by 
numerical simulations. 
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1. 引言 

悬臂梁结构广泛存在于机械工程、民用建筑、航空航天等领域，工程中许多结构都可以简化成附加

集中质量块的悬臂梁模型。在实际工程零件中，零件内部或零件之间往往有较大的间隙，间隙的存在会

导致复杂的动力学行为，研究这类振动问题对于认识系统的故障机理及特征、减小系统振动和冲击，以

及保障安全运行都有重要的意义。因此，如何优化机械动力系统的设计，减少带间隙系统的部件损耗是

实际工程中的一个重要课题。 
在以往的研究中人们通常考虑的是理想模型，然而自然界和生活中很多现象都是随机的，系统受到

随机噪声的扰动是难以避免的，在模型求解中加入随机因素则更符合客观规律。近年来，关于这方面的

研究逐渐成为一个新兴的领域。碰撞振动系统在不同随机噪声激励下的随机响应近年来受到了广泛的关

注并取得了很大的进展。目前的文献大都是利用一些随机的方法将随机激励下的碰撞振动系统转化为确

定性系统来研究其随机响应[1]-[6]，其中应用最广泛的是随机平均法[3] [4] [5] [6] [7]和正交多项式逼近法

[8]。Simpson 等[9]在分段光滑系统中增加了一类小振幅的高斯噪声，导出了该噪声的 Nordmark 映射，研

究了其中参数对系统擦边分岔的影响，并探讨了随机动力学和滑动近周期轨道的随机平均法[10]。此外，

他根据振动冲击系统的噪声源推导出了三种随机 Nordmark 映射，并研究了它们对擦边分岔的影响[11]。
Staunton 等考虑了间隙中的随机性，将随机过程引入分段光滑系统和混合系统的不连续边界，分别推导

出相应的随机跳跃矩阵和随机不连续映射，并讨论了理论的实用性[12] [13]。 
本文以 Ornstein-Uhlenbeck (以下简称 OU)过程为基本过程，该随机过程已经广泛应用在生物医学[14]、

金融领域[15]、风速模型、电路、机器学习和控制论等领域。根据文献[12] [13]的方法，推导出 2 阶可微

的随机过程，以及相应的随机速度和随机加速度，其优势是在理论推导时随机因素也相应的可以求导。

本文以文献[16]中描述的两自由度悬臂梁冲击振动系统在随机约束下的力学模型为研究对象，研究了当系

统轨迹与碰撞面横截相交时系统周期运动的稳定性。首先，建立了系统在随机约束下的无量纲动力学方

程，通过解耦得到系统的周期解，并建立横截周期条件，得到了周期解的初始相位角和积分常数。其次，

利用定相位的庞加莱截面，导出了含参数随机零时间不连续映射、跳跃矩阵和线性化矩阵。最后，利用

推导的理论研究了随机约束系统的周期运动稳定性及分岔问题。 
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2. 随机边界约束两自由度悬臂梁系统的动力学方程及横截周期运动 

2.1. 力学模型和动力学方程 

图 1 所示的力学模型是一类随机约束下悬臂梁系统的两自由度简化模型，两个集中质量块质量分别

为 1m 和 2m ，质块 1m 到固定端的距离为 l，质块 2m 到固定端的距离为 2l ，抗弯刚度为 EI 。约束边界Σ� 是

在原确定约束面Σ� 基础上添加一类随机过程而构成的一个随机约束面。作用在质块 1m 上的周期激振力为

( )2
0sine tη η τ+� 。 

 

 
Figure 1. Stochastic constrained two-degree-of-freedom 
cantilever beam system 
图 1. 随机边界刚性约束两自由度悬臂梁系统模型 

 
在任意相邻两次碰撞 ( )1 2x d tχ− <� ��� 之间，系统的动力学方程为： 

( )
2

1 1 11 1 11 12
0

2 2 22 2 21 22

0 0
sin

0 0 0
m m xx x KB KB e

t
m m xx x KB KB

η
υ η τ

               + + = +           
                

�� � � � �� � �
�� � � � �� �

             (1) 

这里， ( )2 tχ �� 表示一类二阶可微的随机过程，其推导将在第 3 节中给出。 
发生碰撞 ( )1 2x d tχ− =� ��� 时，根据碰撞法则，质块 1m 的碰撞方程为： 

1 1x rx+ −= −� �� �                                         (2) 

其中， 1x −
�� 和 1x +

�� 表示质块与约束碰撞前后的瞬时速度，η是激振频率，υ是阻尼系数，r 为碰撞恢复系数。 

刚度矩阵形式为
( )

( )

3 2
2 2 211 12

2 3
2 221 22

12 6 31
6 3 12

EIl EIl l lKB KB
W EIl l l EIlKB KB
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=    − −    

� �
� � ，其中 ( )23 3 4

2 2 24 3W l l l l l= − − 。 

引入无量纲量： 
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112
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e

= � ， ( ), 1, 2i j = ， ( ) ( ) 1
2 2

mt t
e

χ χ= �� 。 

使用上面的无量纲量可将系统(1)和(2)转化为如下的无量纲形式： 

( )
2

1 1 12 1
0

2 2 21 22 2

11 0 1 0
2 sin

0 0 0
x x K x

t
x x K K xm m

ω
ξ ω τ

             + + = +           
              

�� �
�� �

， ( )1 2x d tχ− <         (3) 

1 1x rx+ −= −� � ， ( )1 2x d tχ− =                                  (4) 

用 Ψ 表示(3)式的正则模态矩阵， 1ω 和 2ω 是系统未发生碰撞时的固有频率。取 Ψ 为转换矩阵，令

( )T
1 2,X x x=

�
和 ( )T

1 2,Y y y= ，在变换 X Y= Ψ
�

下，方程(3)可变为 
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( )0sinIY CY Y P tω τ+ + Λ = +�� �                               (5) 

其中，I 表示 2 2× 的单位矩阵， 2C Iξ= ， 2 2
1 2,diag ω ω Λ =   ， ( )TT 2 ,0P ω= Ψ 。 

根据方程(5)可得方程(3)的通解为： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2

0 0
1

e cos sin sin cosj t
i ij j dj j dj j j

j
x t a t b t A t B tηψ ω ω ω τ ω τ−

=

= + + + + +∑ ， 1,2i =        (6) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2

0 0
1

e sin cos cos sinj t
i ij j j dj j dj j j dj j dj j j

j
x t b a t a b t A t B tηψ η ω ω η ω ω ω ω τ ω ω τ−

=

= − − + − + + + − +∑� ，

1,2i =                                           (7) 

其中 ijψ 为正则模态矩阵Ψ中对应的元素， jη ξ= ， 2 2
dj jω ω ξ= − ， ja 和 jb 是积分常数 jA 和 jB 是振幅

常数，表达式如下： 

( ) ( )

2 2

2 22 2 2
j

j j

j

A P
ω ω

ω ω ξω

−
=

− +
，

( ) ( )
2 22 2

2

2
j j

j

B Pξω

ω ω ξω
= −

− +
。 

2.2. 横截周期运动 

如图 1 所示，以质块 1m 的静平衡位置为坐标原点，垂直向下为正方向， 0t = 时刻从约束面出发。本

文考虑的随机边界的变化在 3 410 ~ 10− − ，极其微小，因此随机系统的横截周期条件以固定约束面定义如

下：  
( ) ( )1 10x x T d= = ， ( ) ( )1 10x rx T+ −= −� � ， ( ) ( )2 20x x T= ， ( ) ( )2 20x x T=� �               (8) 

将(6)和(7)代入(8)中，可以求得初相位角和四个积分常数的表达式如下： 

( )
1

j dj j j
j dj

j j

e C e
M

e C

ω
ω

 −
 = −
 − 

 

( ) ( )1

1
j j j dj j j j

j dj
j j

R e S R e C e
N

e C

η ω
ω

+ − −
= −

−
 

( )22 2 11 1 1 12 2 2 21 1

11 1 22 2 12 2 21 1 1 1 2 2 22 2

1
1 1

M R e S e S Mh
N M N M e C e C M
ψ ω ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ ψ
+  

= − ⋅  − − −  
 

其中 ( )sinj djS Tω= ， ( )cosj djC Tω= ， ( )e 1,2jT
je jη−= = 。 

当 0d = 时： 

0 arctan hp q
hq p

τ
 +

=  − 
 

当 0d ≠ 时： 
2 2

0 0
0 2

0

tan tan 1
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d dτ τ

τ
τ

 ± − +
 =
 + 

 

( ) ( )22 2 0 0
1
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1 cos sinM R p q
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ψ ω τ τ

ψ ψ ψ ψ
+ −

=
−

 

( ) ( )21 1 0 0
2

11 1 22 2 12 2 21 1

1 cos sinM R p q
b

N M N M
ψ ω τ τ

ψ ψ ψ ψ
+ −

= −
−
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1
j j j

j
j j

e b S
a

e C
=

−
 

其中 11 1 12 2p A Aψ ψ= + ， 11 1 12 2q B Bψ ψ= + ，
dd

hq p
=

−
。 

3. 一类二阶可微的随机过程 

Ornstein-Uhlenbeck (OU)过程的随机微分方程[13] [17]形式如下： 

( )( )d ( ) d d tt t t Bχ θ µ χ σ= − + ， ( ) 00χ χ=                         (9) 

其中 , Rθ σ ∈ 是正参数，θ 表示系统对干扰的反映程度，σ 表示噪声的大小，µ 为均值， tB 为维纳过程，

也称布朗运动，是一种外界的随机噪声，其中，维纳过程利用高斯过程实现，每一段时间间隔内的增量

服从高斯分布。 
(3)式是一个一阶线性微分方程，解为 Itó 积分的形式为： 

( ) ( ) ( )
0 0

e e d
t s tt

st Bθθχ µ χ µ σ −−= + − + ∫  

通过计算得 ( )tχ 的期望是： 

( )( ) ( )0 e tE t θχ µ χ µ −= + −  

( )tχ 的方差是： 

( )( ) ( )
2

21 e
2

tVar t θσχ
θ

−= −  

下面利用 OU 过程作为基本过程，按照随机微分方程(9)的结构[13]首先构造 1 阶可微的随机微分方

程： 

( ) ( )( ) ( )1
1

d
d

t
t t

t
χ

θ µ χ σχ= − +  

其 Itó 形式解为： 

( ) ( )( ) ( ) ( )2
1 0 1 0

e e d
t s tt

st t C t s Bθθµχ µ σ σξ σµ σ
θ

−−= + + − + + −∫  

期望和方差分别为： 

( )( ) ( )( )1 0 11 e tE t t Cθσχ µ χ µ σ
θ

− = + + − + 
 

 

( )( )
( )

4
2 2

1 2 2

2 1e
2 22

t tVar t tθσχ
θ θ θθ

−
   = − + +    

 

其中 ( )1 1 0 1C σχ µ
θ

 = − + 
 

。 

其次，构造 2 阶可微的随机微分方程： 

( ) ( )( ) ( )2
2 1

d
d

t
t t

t
χ

θ µ χ σχ= − +  

其 Itó 形式解为： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3
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1 e e d
2 2

t s tt
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t C t C t s Bθθσσ σ σχ µ µ χ µ σ

θ θ
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其中 ( )2 2 0 1 1C σ σχ µ
θ θ

  = − + +  
  

。 

期望和方差分别为：
 

( )( ) ( ) ( )
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2 0 1 21 e
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E t C t C θσσ σχ µ µ χ µ σ

θ θ
−

    = + + + − + +      
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=

 
 = −
 − 

∑  

最后，基于 ( )tχ 、 ( )1 tχ 和 ( )2 tχ 构造随机速度和随机加速度： 

( ) ( ) ( )( ) ( )2
2 2 1

d
d

t
V t t t

t
χ

θ µ χ σχ= = − +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 2 1

d
1 2

d
V t

A t t t t
t

θµ θ σ θ χ θσχ σ χ= = − + + − +  

Itó 形式解分别为： 
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3

2 2 1 0
e d

2
t s t

s

t s
V t E t E t t s Bθθ µ χ σ χ σ θ−

 −
 = − + + − −
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∫

 

相应的期望和方差分别为：
 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )2 2 1E V t E t E tθ µ χ σ χ= − +  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2
2 2 1 2 12 ,Var V t Var t Var t Cov t tθ χ σ χ θσ χ χ= + −  
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2 2 12E A t E t E t E tθ χ θσ χ σ χ= − +  
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式中 

( ) ( )( ) ( ) ( )

5 33
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i

θσχ χ
θ θ θ

−
−

=

 
 = −
 − 

∑  
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4. 随机线性化矩阵 

令 ( )T
1 1 2 2, , , ,X x x x x s= � � ， t s= ，方程(3)转化为如下自治形式： 
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( ),X F X µ=�                                      (10) 

其中 ( )

( )
1

2
1 1 12 2 0

2

2 21 1 22 2

2 sin

,
2

1

v
v x k x s

vF X
mv k x k x

m

ξ ω ω τ

µ
ξ

 
 − − − + + 
 

=  
− − − 

 
 
 

， µ 为间隙参数 d。 

确定性系统的边界函数为 ( ),h X X dµ = − ，在确定约束面处添加随机过程 ( )2 tχ ，本文随机过程的均

值为 0，则随机约束的边界函数为 ( ) ( ) ( )2, , ,h X t h X tµ µ χ= −� ，相应地随机约束面定义为： 

( ){ }: , , 0X h X tµΣ = =��                                 (11) 

如图 2，选择 Poincaré 截面为 ( ) 4
1 1 2 2

2, , , , R | 0mods x v x v Sθ θ
ω
π  Π = ∈ × =  

  
。首先考虑周期轨线， 

设 ( )j t 是与碰撞面横截相交的周期轨线，从不动点 0 SX ∈Π 出发到达点 *
1X ∈Σ需要时间 1t ，然后由碰撞

恢复函数 ( ),R X µ 将 *
1X 点映射到 ( )* *

2 1 ,X R X µ= 点，再由 *
2X 点经过时间 2t 返回 0X ，这里 1 2t t T+ = 。 

 

 
Figure 2. Schematic diagram of local discontinuous mapping  
图 2. 横截周期轨道附近局部不连续映射示意图 

 
下面考虑扰动轨线，记为 ( )j t ，从 0X 附近一点 0X 出发经过固定时间 1t 后并没有到达或者已经超越

约束面Σ，将这点记为 X，如图 2 所示。然后根据局部不连续映射，到点 ( )3 ,X D X µ= ，再经过时间 2t 到

达点 TX 。从点 X 到约束面Σ所需要的时间记为δ (此处δ 也可能是负的)，从Σ到达随机约束面Σ� 所需要

的时间记为 t∆ 。 
首先，将函数 ( )( )0 , , , ,h X t tφ µ µ� 在 1t t= 处关于 t 泰勒展开到一阶 

( )( )
( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( )( )

0

0 2

*
0 1 2 1 0 1 1 1 1

* *
2 1 1 1 1 1

, , , ,

, , ,

, , , , , , . .

, . .

X

X

h X t t

h X t t

h X t t h X t F V t t t h o t

t h X F V t t t h o t

φ µ µ

φ µ µ χ

φ µ µ χ φ µ µ

χ µ

= −

= − + − − +

= − + − − +

�

            (12) 
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式中 ( )*
1 0 1, ,X X tφ µ= ， *

1F 为点 *
1X 处的向量场。在(12)式中省去高阶项，可得 

( )
( ) ( )

2 1
* *
1 1 1,X

t
t

h X F V t
χ

µ
∆ =

−
                               (13) 

下面推导随机线性化矩阵。从 0X 出发，经过一个周期内的映射为： 

( ) ( )( )( )0 0, , , , , , , ,X T R X t t T tφ µ φ φ µ µ µ= −                        (14) 

此时时间 t不再固定，而是一个随机变量，用 ( )0 ,t t X µ= 表示从点 0X 到随机约束面Σ� 所需要的时间，

有如下关系式： 

( )0 1,t X t tµ δ= + + ∆                                  (15) 

根据时间关系式(15)，(14)式可以写为： 

( ) ( )( )( )( )( )( )( )0 0 1 1, , , , , , , , , , , , , , , ,X T R X t t t t T tφ µ φ φ φ φ φ φ µ µ δ µ µ µ µ δ µ= ∆ −∆ − −       (16) 

写为含局部不连续映射的形式为： 

( ) ( )( )( )0 0 1 1, , , , , , ,X T D X t T tφ µ φ φ µ µ µ= −                       (17) 

其中局部不连续映射为： 

( ) ( )( )( )( )( ), , , , , , , , , , ,D X R X t t tµ φ φ φ φ µ δ µ µ µ µ δ= ∆ −∆ −                (18) 

令 ( ),t X tµ δ= + ∆� ，(18)可写为： 

( ) ( )( )( ) ( )( ), , , , , , , , ,D X R X t X t t Xµ φ φ µ µ µ µ µ= −� �                 (19) 

将 ( ),D X µ 关于 X 求偏导，并且由 I
X
φ∂
=

∂
， 0φ

µ
∂

=
∂

， F
t
φ∂
=

∂
，可以得到： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 2, , , , ,X X t X XD X R X R X R X F F t Xµ µ µ µ µ= + + − �           (20) 

把点 *
1X 带入(20)式，得到： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )* * * * * * * * * * * *
1 1 1 1 1 2 1, , , , ,X X t X XD X R X R X R X F F t Xµ µ µ µ µ= + + − �        (21) 

式中 *
1F ， 2F 分别为点 *

1X 和点 *
2X 处的向量场。 

在(21)式中只有 ( )* *
1 ,Xt X µ� 的表达式是未知的，下面推导这个表达式。把 t 看作 X 和 µ 的函数，则

( ),t t X µ= � 可以看作方程 ( )( ), , , , 0h X t tφ µ µ =� 的解，由隐函数定理得到： 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

* * * *
ˆ1 1* *

1 * * * * * * * *
1 1 1 1 1 1

, ,
,

, , ,
X X

X
X t X

h X h X
t X

h X F h X h X F V t

µ µ
µ

µ µ µ
= − = −

+ −

�
�

� �               (22) 

将(22)式带入(21)式得到： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

* * * * * * * *
2 1 1 1 1* * * *

1 1 * * *
1 1 1

, , ,
, ,

,
t X X

X X
X

F R X R X F h X
D X R X

h X F V t

µ µ µ
µ µ

µ

− −
= +

−
            (23) 

则在不动点 0X X= 处的随机线性化矩阵为： 

( ) ( ) ( ) ( )* * *
0 2 1 1 0 1, , , , , , ,X X X XX T X T t D X X tφ µ φ µ µ φ µ= −                   (24) 
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根据文献[18]，(24)式中的 ( ) ( )0 1 1, ,X X t tφ µ = Φ 和 ( ) ( )*
2 1 1, ,X X T t T tφ µ − = Φ − 。 

根据上面的推导给出如下的命题 1。基于此命题来研究横截周期解的稳定性及进一步的分岔行为。 
命题 1：当轨道横截穿越碰撞面时，系统(3)和(4)相应的含参数随机 Poincaré 映射的线性化矩阵为： 

( ) ( ) ( ) ( )* *
0 1 1 1, , ,X XX T T t D X tφ µ µ= Φ − Φ                         (25) 

5. 数值模拟 

选取系统的一组参数 2.2m = ， 12 21 0.2K K= = − ， 22 8K = ， 0.2ξ = ， 2.2ω = ， 0.8R = ，以间隙 d
作为变化参数来观察确定性系统的稳定性。根据确定性系统不动点处的线性化矩阵[18]，通过数值计算，

当 * 1.0738483d d= = ，线性化矩阵的特征值分别为： 

( )*
1 1.00000084dλ = − ， ( )*

2 0.20472910dλ = − ， ( )*
3,4 0.37149808 0.42450952idλ = ±  

由此可见系统发生了倍化分岔。 
确定性系统随间隙 d 的变化的分岔图如图 3(a)，从图中可以看出，当间隙参数 d 在区间 ( )1.05,1.0738

上变化时，质块 1m 具有稳定的周期 1-1 运动；当 d 逐渐增大至分岔点 *d d= 时，质块 1m 发生倍周期分岔，

进入稳定的周期 2-2 运动；随着 d 的进一步增大，质块 1m 继续发生倍周期分岔，进入周期 4-4 运动，最

终倍化通向混沌运动。 
 

      
(a)                                              (b) 

      
(c)                                              (d) 

Figure 3. (a) Bifurcation diagram of deterministic system; (b) Bifurcation diagram when 1σ = ; (c) Bifurcation diagram 
when 2.5σ = ; (d) Bifurcation diagram when 3.5σ =  
图 3. (a) 确定性系统的分岔图；(b) 1σ = 时系统分岔图；(c) 2.5σ = 时系统分岔图；(d) 3.5σ = 时系统分岔图 
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首先在低强度随机约束下作出系统以间隙 d 为分岔参数的分岔图，此时取随机扰动尺度 1σ = ，如图

3(b)，此时随机干扰对系统的分岔的影响不显著。增大随机扰动尺度，如图 3(c)和图 3(d)，此时可以看到

分岔图发生了明显的变化，随机干扰导致系统的分岔图由确定的单线逐渐扩散为带状，同时，通过观察

放大图，确定系统中孤立的分岔点演化成在原分岔点附近的分岔区间。 
通过图 3(c)和图 3(d)并不能清晰地观察到随机约束对系统稳定性的影响，只能模糊地观察到分岔区

间，下面，利用命题 1 中的随机线性化矩阵(25)来观察其特征值，见表 1。 
 

Table 1. Eigenvalue data corresponding to “on the unit circle” when 1.0738483d =  
表 1. 1.0738483d = 时对应“单位圆上”的特征值数据 

数量 2t T=  3 2t T=  5 2t T=  

1σ =  1 1.04420589λ = −  1 1.07215364λ = −  1 1.02823912λ = −  

2.5σ =  1 0.95207813λ = −  1 1.55057749λ = −  1 1.32455805λ = −  

3.5σ =  1 1.08121779λ = −  1 2.25096336λ = −  1 1.45147456λ = −  

 
在线性化矩阵(25)中，有随机速度和随机加速度，在模拟随机速度和随机加速度中分别以时间 2t T= ，

3 2t T= ， 5 2t T= 取值，求出间隙为 1.0738483d = 时不同随机扰动尺度下的特征值，见表 1，列出了系

统落在“单位圆上”的特征值。观察表中的特征值发现，在此时的间隙参数下，与确定性系统相比，随

着随机扰动尺度的增加，特征值基本落在单位圆外，极偶然会落在单位圆内。下面以时间取固定 3 2t T=

时，求出不同随机扰动尺度下取不同间隙参数的特征值，见表 2，进一步观察特征值的变化。观察发现，

在 1.070d = 和 1.072d = ，随机扰动尺度为 1σ = 时特征值落在单位圆内，随机扰动尺度逐渐增大，特征

值落在单位圆外并逐渐远离单位圆，在 1.074d = ， 1.076d = 和 1.078d = 时，特征值均落在单位圆外，并

随着随机扰动尺度增大，特征值距离单位圆越来越远，显然，系统的分岔行为提前发生了。 
 

Table 2. Eigenvalue data corresponding to “on the unit circle” under different clearance parameters 
表 2. 不同间隙参数下对应“单位圆上”的特征值数据 

3 2t T=  1.070d =  1.072d =  1.074d =  1.076d =  1.078d =  

1σ =  1 0.95834543λ = −  1 0.94886642λ = −  1 1.00725460λ = −  1 1.07381880λ = −  1 1.06769502λ = −  

1.5σ =  1 1.00161960λ = −  1 1.01224737λ = −  1 1.02952835λ = −  1 1.09933943λ = −  1 1.05862038λ = −  

2σ =  1 1.05786884λ = −  1 1.15283456λ = −  1 1.16418195λ = −  1 1.26534072λ = −  1 1.43574075λ = −  

2.5σ =  1 1.23593425λ = −  1 1.26714600λ = −  1 1.57504253λ = −  1 1.39731027λ = −  1 1.41419391λ = −  

6. 结论 

本文推导了一类 2 阶可微的均值回复随机过程，求出了所服从的对应的分布，在此基础上研究了一

类随机边界约束的二自由度悬臂梁系统的稳定性。推导得到了横截周期解含参数情形下的随机线性化矩

阵。基于线性化矩阵确定了周期解发生倍化分岔的分岔点。通过对比确定性系统的分岔图以及不同扰动

的随机系统的分岔图，发现随机分岔图不再是清晰的线型，随着随机扰动尺度的增大，系统的分岔行为

提前发生，分岔线逐渐成为带状，分岔点也逐渐演化为分岔区间。本文的研究方法可为模拟间隙中的不

确定性提供一定的思路。 
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