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摘  要 

最优分红问题是金融保险领域中受到广泛关注的问题之一，本文研究总结了最优分红问题中的经典贡献

和进展。讨论了研究中使用的数学方法和在不同模型下遇到的困难。最后，给出了这一领域中的待解

问题。 
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Abstract 
The optimal dividend problem is one of the most concerned problems in the field of finance and 
insurance. This paper studies and summarizes the classical contributions and progress in the op-
timal dividend problem. The mathematical methods used in the research and the difficulties en-
countered in different models are discussed. Finally, the unsolved problems in this field are put 
forward. 
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1. 引言 

在 1903 Lundberg [1]提出用经典聚合风险模型来刻画保险公司的盈余过程之后，保险公司的破产概

率就成为了这一领域中学者们最感兴趣的主要考量之一。然而，在经典聚合风险模型下，如果保险公司

不破产，则其盈余过程的轨迹将超越每一有限水平最终趋于无穷。为了避免这种不符合实际的情况，De 
Finetti [2]在 1957 年提出了另一评价保险公司经营状况的指标。他提出用破产前期望贴现总分红的大小代

替破产概率作为新的评价标准，在相对简单的离散时间随机游动模型下解决了这一问题。他的研究引起

了其他学者对这一优化问题的兴趣，但是由于精算界少有掌握随机控制理论的学者，保险领域的最优分

红问题在当时并没有太多进展。 
Merton [3]首先开始研究以随机过程为辅助的连续时间下的投资–消费问题。后来其他学者将这一问

题进行了扩展并给出了更加严格的数学处理。Magill 和 Constantinides [4]提出 Merton 在 1969 年的文章中

的假设：交易机会连续可用且交易无成本，会导致保险公司的行为不符合现实情况。这也使他们开始在

连续时间模型下研究带有交易费用的投资–消费问题。 
随着随机控制理论的发展和其在金融领域投资–消费模型中的应用，保险领域的最优分红问题也快

速地发展起来。Azcue 和 Muler [5]在没有交易费用的假设下，借助随机控制理论深入研究了 C-L 模型下

的最优分红问题，找到了一个最优的动态选择的再保险和分红策略，并证明了最优分红策略是一个波段

策略。他们的研究给保险领域的最优分红问题带来了实质性的发展。在此之后，许多这一领域的研究团

队都致力于在更加一般且更加贴近现实情况的假设下解决这一优化问题。再保险、投资等可能的控制也

被考虑了进来，有的模型中还加入了金融领域中提到的交易费用和效用函数。 

2. 投资–消费模型 

投资–消费模型考虑金融市场中有连续交易的 m + 1 种有价证券。其中一种是纯折价债券，其他的

m 种风险资产称为股票。这个模型中用布朗运动来描述股票价格的波动。假设公司的经纪代理人在这个

金融市场中进行投资。目的是要找到一个最优的投资–消费策略，包括分别投资于 m 种股票的总资产的

比例和提取资金用于消费的速率。 
在上述条件下使消费效用贴现期望最大化问题的研究是由 Merton 开始的。他在不考虑交易费用，即

交易机会连续可用且交易无成本假设下，找到了由最优投资比例和最佳消费速率构成的最优策略。这一

结果中分别投资于债券和唯一股票的金额被称为 Merton 比例，与时间 t 无关。也就是说，这一随机过程

在穿过原点坡度固定的一条直线上。这条直线被称为 Merton 线。后来，Sethi 和 Taksar [6]将 Merton 的工

作进行了拓展并给出了严格的数学证明。 
为了使模型贴近现实情况，后续的研究中引入了比例交易费用。假设在买入和卖出股票的时候分别

需要缴纳比例不同的比例交易费用，这部分费用会从纯折价债券中扣除。此时要找的最优策略是使消费

效用的贴现期望最大的消费–买进–卖出策略。由于消费过程是经典随机控制，买进和卖出过程是随机

奇异控制，那么这一优化问题就是混合经典–奇异随机控制问题。这类问题的研究是从 Magill 和

Constantinides [4]开始的，他们用启发式的方法发现了存在交易费用时，投资者的投资组合行为中出现的

一些根本性质的变化。并指出交易费用是金融中介，例如共同基金，存在的一个重要因素。Davis 和 Norman 
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[7]研究了同样的问题，利用动态规划原理给出了严格的分析，并提供了最优策略的数值算例。Shreve 和

Soner [8]在文献[7]的基础上去掉了一些假设条件并引入了粘性解的概念。 
前面的研究中都假设市场中只有一种股票证券，即假设 m = 1。为了使模型更加符合现实情况，Akian 

et al. [9]去掉了 m = 1 的假设，研究了有限证券(波动项互不相关即波动率矩阵是一个单位矩阵)的优化问

题。他们将值函数刻画为拟变分不等式(QVI)的唯一粘性解，并给出了其数值解。Collings和Haussmann [10]
去掉了有限证券之间波动项互不相关即波动率矩阵是单位矩阵的假设，求解了拟变分不等式，其唯一粘

性解即为值函数。 
前面的研究中虽然包含了交易费用，但是仍然不能反映实际的情况。为了使模型更贴近实际，假设

在每次交易时除了缴纳比例交易费用还要缴纳一笔固定数额的交易费用。在每次交易时刻，对于持有股

票的改变量，要缴纳比例为 k 的比例交易费用和数额为 K 的固定交易费用。交易费用和消费都由纯折价

债券支付。由于每次交易都要缴纳固定交易费用，所以任何包含连续交易的策略都会导致破产，于是这

类问题最优策略的交易时间都是离散的，称其为随机脉冲控制问题。在这类优化问题中，一般首先用启

发式的方法找出值函数满足的拟变分不等式(QVI)的解，然后根据这个解构建相对应的 QVI-策略，最后

再通过验证定理证明这个 QVI-策略就是最优策略。最先将随机脉冲控制理论引入这一优化问题的是

Eastham 和 Hastings [11]，他们在相对简单的条件(股票升值率小于利率，效用函数为线性函数等，贴现因

子为 0，股票购买份额有界等条件)下，得到了这一优化问题的近似解。Hastings [12]在股票升值率大于利

率，贴现因子为正，股票购买份额无界的条件下研究了最优策略具有的性质，但没有给出数值算例。Korn 
[13]在文献[11]的基础上将该优化问题转换成了最优停止问题，给出了求解最优策略的另一种思路。 

除了上述几类优化问题，后来对于交易费用的设定越来越多样化，例如比例交易费用不是缴纳变化

量的比例，而是缴纳总资产的固定比例；除了缴纳比例交易费用之外还要缴纳税费等。在这里我们不做

过多的叙述，详细的介绍参见 Cadenillas [14]。 

3. 聚合风险模型 

经典的聚合风险模型用初始余额、连续收取的具有固定速率的保费和索赔来刻画保险公司的余额过

程。因假设保险公司的索赔到达服从复合泊松过程，又被称为复合泊松模型。索赔额分布的任意性给经

典聚合风险模型下最优分红问题的研究带来了难以解决的问题，因此学者们建立了经典聚合风险模型的

一种推广模型——扩散逼近模型。扩散逼近模型用带漂移的布朗运动替换了原来的复合泊松过程来刻画

索赔到达。本文主要总结这两个模型下最优分红问题取得的成果。 
为了更好的阐述保险领域最优分红问题的研究成果，先介绍几个除了上面提到的交易费用和投资之

外的因素。 
再保险，是指保险公司为了转移一部分风险将保单再次投保的行为。这篇文章中只讨论保险公司向

再保险公司支付部分保费，再保险公司替保险公司承担一部分提前约定好的风险(即索赔额)这种再保险方

式。再保险一般含有两类重要元素：剩余损失函数，表示当索赔额已知时保险公司承担的索赔额大小；

保险公司给再保险公司的保费率。常见的再保险方式有两种，分别是比例再保险和超额损失再保险。比

例再保险中，再保险公司承担固定比例的索赔额。超额损失再保险中，再保险公司承担超过固定常数的

索赔额。即索赔额若不超过规定常数则全部由保险公司承担；否则，保险公司只承担该规定常数额，剩

余超过的部分由再保险公司承担。当再保险和分红两种控制同时存在时，我们的目标是找到使累积期望

贴现分红最大的分红再保险策略。 
在前面的讨论中，认为盈余小于零时保险公司破产，盈余过程结束。而事实上，破产并不代表结束，

而是有必要引入额外的资金，所以只要适当的注资，风险过程仍然可以继续。当注资和分红两种控制同
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时存在时，我们的目标是找到使累计折现分红和累积折现注资之差的期望最大的分红注资策略。注资一

般是由少数几个股东提供资金帮助公司度过难关。在后续的讨论中，有的学者还研究了公开向社会人士

融资(允许公司发行股票)的情况，本文不做过多介绍。 
扩散模型允许人们计算最优控制的清晰解以及光滑的值函数，使最优分红问题得以简化，因此扩散

模型的研究成果比经典聚合风险模型产生的更早。学者们通过将最优分红问题的求解转换成相应的 HJB
不等式或 QVI 的求解，启发式的得到了值函数的解析解及与之对应的最优策略。Asmussen 和 Taksar [15]
研究了扩散模型下分红速率有上限的约束分红问题并证明了其最优分红策略为阈值分红策略。Højgaard 
[16]在此基础上又考虑了比例再保险。He [17]在扩散模型下首次研究了允许再保险和融资的最优分红问

题。提出了没有融资的模型和具有融资永不破产两类子问题。并在系数满足不同条件的情况下用子问题

的解构建了原问题的值函数和最优分红策略。Zhou [18]讨论了允许再保险和注资的最优分红问题。假设

再保险的保费是根据方差保费原则而不是期望保费原则厘定的，并且在有无注资和有无分红约束四种不

同情况下都得到了值函数的解析解和相应的最优策略。Schmidli [19]讨论了与文献[18]相同的优化问题，

并在其基础上假定分红需要上缴税费而注资则可以免税。他完整的解决了这个优化问题得到了值函数的

解析解并证明最优策略是一个障碍策略。 
引入固定交易费用后，一般分红问题转变成脉冲分红问题，即分红是不连续的。Cadenillas [20]讨论

了只有分红一种控制的最优分红问题。在混合经典–脉冲控制下，通过求解该问题相应的拟变分不等式

(二阶非线性微分方程)得到了值函数的解析解和相应的最优策略。He [21]在文献[17]的基础上加入了固定

交易费用讨论了最优分红问题。但在建模的过程中忽略了分红时的固定交易费用只留下了融资过程中的

固定交易费用。该文章延续了在文献[17]中提出的没有融资的模型和具有融资永不破产两类子问题。也在

系数满足不同条件的情况下用子问题的解构建了原问题的值函数和最优分红策略。Cheng [22]讨论了允许

再保险和注资的最优分红问题。他在索赔额服从一般分布，参数满足不同条件时分别求出了 QVI 的闭式

解，找到了注资、再保险和分红的联合最优控制策略。 
经典聚合风险模型下最优分红问题的实质性进展在 2005 年前后。Azcue 和 Muler [5]讨论了允许再保

险的最优分红问题。他们引入了粘性解的概念，解决了大多数时候解出的值函数都不满足连续可微条件

的问题。他们的研究为最优分红问题的研究提供了新的思路，被认为是该优化问题中里程碑式的成果。

Schmidli [23]讨论了允许注资的最优分红问题。与文献[5]中定义的值函数不同，他在累计贴现注资项前面

乘上了一个惩罚因子，当惩罚因子为 1 时，所有余额都用来分红，索赔全部由注资承担。他在受限分红(经
典控制)和不受限分红(奇异控制)两类情况下分别推导了 HJB 方程。在经典控制下证明了最优分红策略是

一种障碍策略。该策略对于给定的障碍 b > 0，在初始余额高于 b 时则将高出的部分脉冲分红，并且将之

后的新保费全部分红。在奇异控制下给出了索赔为指数分布时值函数的解析解和数值算例。Albrecher 和
Thonhauser [24]加入了利率，即假设现有余额将额外产生利息收入。与文献[5]中的方法类似，他们也借

助粘性解的概念在索赔额服从指数分布时，证明了最优策略是障碍策略。Azcue 和 Muler [25]讨论了允许

投资的最优分红策略。即假设允许公司将盈余投资于布莱克–斯科尔斯(Black-Scholes)金融市场，并再次

假设下寻找最优投资分红的策略。他们将值函数刻画为相关二阶积分–微分方程的最小粘性解并证明了

最优分红策略是波段策略。李岩[26]讨论了与文献[23]相同的优化问题。也在累计贴现注资项前面乘上了

一个惩罚因子。除了文献[23]中已获得的结果，还找到了较低注资障碍和较高注资障碍。在索赔服从指数

分布时给出了求解的具体过程和值函数的精确表达式。Strini 和 Thonhauser [27]讨论了允许融资的最优分

红问题。他们指出保险公司引入原始股东注资的最终目的是防止破产，而他们研究的融资问题中存在新

的投资人，并且保险公司仍然有破产的可能性。他们使用一个独立泊松过程的跳跃时间来刻画融资机会，

在融资机会出现的时间选择一个适当的融资高度。启初他们尝试了障碍策略和简单的波段策略猜想可能
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是最优策略。发现猜想不正确后采用了数值分析的方法来寻找最优策略。在指数分布索赔的情况下，给

出了该优化问题的显式解，并推导出了最优策略。 
经典聚合风险模型下的脉冲分红问题更加复杂，因此研究成果并不丰富。Bai 和 Guo [28]讨论了只有

分红一种控制的最优分红问题。他们在索赔额呈指数分布的情况下，对值函数满足的拟变分不等式作了

细致的分析。在参数满足不同条件的三种情况下分别得出了拟变分不等式的闭式解，并在每种情况下都

给出了与值函数相对应的最优分红策略。Thonhauser 和 Albrecher [29]引入了效用函数，以分红效用的贴

现期望作为值函数证明了当索赔服从指数分布时最优策略即为常见的简单策略，并且给出了索赔分布一

般时的数值分析过程。前面叙述的研究中都假设分红是以给定常数贴现因子的指数形式进行贴现，即认

为投资人对较早分红和较晚分红的偏好是相同的，这种假设被称为时间一致性偏好假设。然而在实验研

究中表明，这种时间一致性偏好假设与实际情况不符。研究发现，人们在短期投资中做决定时没有耐心，

而在长期投资中情况则相反。Chen Shumin [30]以时间一致性偏好假设下的模型为基准考虑了时间不一致

性偏好假设下的最优分红问题。说明了时间不一致性偏好假设对分红策略的影响。证明了在索赔额服从

混合指数分布时，最优分红策略是简单分红策略。该策略有一个较低的障碍和一个较高的障碍，当余额

到达较高的障碍时，脉冲分红使余额到回到较低的障碍。 

4. 关于待解问题的讨论 

虽然目前对经典风险模型和扩散模型中的最优分红问题的理解已经达到了一定的成熟状态，但是仍

有待解决的问题存在。可以看出，目前大部分研究结果都是在扩散模型下索赔服从一般分布时获得值函

数解析表达式和相对应的最优策略；或者在 C-L 模型下假设索赔服从指数分布来得到值函数解析表达式

和相对应的最优策略。正如 Albrecher 和 Thonhauser [31]中指出的最优分红问题还有如下问题待解： 
1) 最优分红问题还没有求解值函数的一般方法。 
2) 障碍策略最优的充分必要条件还没有找到。 
不论在带交易费用还是不带交易费用的情形下，对给定的任意索赔额分布来决定一般最优策略至今

还没有严格的数值分析与描述。要突破瓶颈，需要研究路径和研究方法上的创新。文献[29]在研究带效用

函数和交易费用的最优脉冲分红问题时引入了策略迭代的思想，虽然没有给出完整的策略迭代算法但也

为后续的研究提供了思路。Liu et al. [32]对带约束分红率的 Sparre Anderson 保险风险模型的最优分红问

题给出了相应时间相依的“阈值”策略迭代算法并得到了值函数和最优分红策略的近似解。这说明策略

迭代算法对最优分红问题的适用性和有效性。 
那么我们能否借助策略迭代算法来逼近 C-L 模型下索赔服从一般分布的最优分红问题值函数和最优

分红策略，得到其近似解呢？如果可以构建一列辅助优化问题并证明其收敛性，通过完整的解决辅助优

化问题得到相应的值函数与最优策略，再构建策略迭代算法进行迭代就能得到原问题的近似解。这一过

程中找到能够被完整解决的一列辅助优化问题至关重要。 
根据目前的研究结果，对于一般分红问题，最优策略为波段策略，且当索赔额服从指数分布时退化

为障碍策略。如果将最优分红策略建模为“多波段结构”，其值函数则为两类曲线(或曲面)交替拼接而成。

这两类曲线(或曲面)分别对应两个一阶线性微分方程(HJB 方程)的通解。即通过求解两类曲线(或曲面)的
最优拼接点(或拼接曲线)就可以得到值函数。 

根据上述描述，能否通过几何关系来界定障碍策略是否最优呢？如果能够分析出值函数满足 HJB 方

程时相应的几何条件关系就能快速地判断出与值函数相对应的最优分红策略是“几”波段的。这样一来

就能够通过几何关系倒推出障碍策略最优的充分必要条件。这一过程中找到明确且容易表达的几何关系

至关重要。 
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上面讨论了对于两大主要待解问题可能的解决方法和途径，也指出了其中的关键，但提出的想法都

还需要严格的数学分析与证明。 
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