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摘  要 

超图在现实生活中有很重要的应用价值，比如信息传递、货物运输、商品配送等问题都可以归约到超图

中建立数学模型并设计优化算法。而网络环境是会随时间发生连续动态变化的，故本文主要研究动态超

图中的连通性问题。同时，由于大规模网络中故障的发生是不可避免的，而且是极具破坏性的，所以，

提高网络的生存性能，保证网络的容错性有很重要的研究价值。设计不交超路径是提高网络容错性的主

要解决方案。由于超路中B-路有很好的结构性质和广泛的应用背景，因此，本文在时变超图网络中考虑

满足时间限制的不交B-路构建问题。目前由于动态网络研究的复杂性，连续时间动态网络背景的处理方

法大多是采用时间离散化转换为静态网络去求近似解，本文考虑当给定起始时刻时，在时间范围 [ ]T0, 内

每条超弧的延迟函数为连续时间动态函数的情况下，针对不交B-路问题给出最优解的求解算法，并证明

算法的正确性及运算复杂度。 
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Abstract 
Hypergraph has very important application value in real life, for example, information transmis-
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sion, goods transportation, commodity distribution and other problems can be reduced to hyper-
graph to establish mathematical model and design optimization algorithm. The network envi-
ronment will change continuously and dynamically with time, so this paper mainly studies the 
connectivity problem in dynamic hypergraph. At the same time, the occurrence of faults in 
large-scale networks is inevitable and extremely destructive. Therefore, it has important research 
value to improve the survival performance of networks and ensure the fault tolerance of networks. 
Designing disjoint hyperpath is the main solution to improve network fault tolerance. Because the 
B-path in hyperpath has good structural properties and wide application background, we consider 
the construction of disjoint B-paths satisfying time constraints in time-varying hypergraph net-
works in this paper. At present, due to the complexity of dynamic network research, most of the 
processing methods of continuous time dynamic network background adopt time discretization to 
static network to obtain approximate solutions. However, in this paper, when the starting time is 
given, the delay function of each super-arc within the time range [ ]T0,  is continuous time dynamic 
function, the algorithm for solving the optimal solution of the disjoint B-path problem is given. Fi-
nally, the correctness and computational complexity of the algorithm are proved. 
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1. 引言 

超图作为一般图的推广，将点集合视为超边的结构特点使其在网络中的应用可以有效反应多层次的

节点关系并得到广泛研究[1] [2] [3]。特别是有向超图涉及多个学科领域，如人工智能[4] [5]、数据库[6]、
运筹学[7] [8]等。同时，在许多现实问题中，不同时刻下的运输成本或运输量、信息的传输过程，都会有

所不同，会随时间发生连续变化，因此，研究动态超图中的路由设计是亟待解决的问题之一。在动态网

络中，通信网络节点或链路在信息传输时因受到干扰或攻击发生故障，会对网络功能产生影响，为了提

高网络容错性，在主功能路径的基础上设计备份路径来传输信息是有效的解决方案。因此，在动态超网

络背景下设计动态不交路是重要的研究课题。 
超图中 B-路具有很好的结构性质和应用背景。早在 1989 年，学者 Italiano 和 Nanni [9]证明了在超图

中的最短 B-路问题是 NP-难问题。到 1993 年，Gallo 等学者[10]提出在有向超图中，当网络中的超弧满

足权值函数递增且不存在负圈时最短 B-路问题是可以多项式时间内解决的，并给出最短 B-树算法。但现

实网络中往往会存在故障风险，为保证服务连续性，最常见的解决方案是设计备份路径，保证网络的容

错性。 
为了提高网络的容错性能，已经有不少学者研究了一般图中静态不交路的问题。早在 1974 年，

Suurballe [11]利用最短路径的标记方法给出了在静态网络中查找 k 条 min-sum 内部节点不相交路由算法。

在 1984 年，Suurballe 等人[12]又提出在静态网络中查找两条 min-sum 边不相交路由算法。之后很多研究

者先后研究了不交路 minsum-minmin [13] [14]、minsum-minmax [15]等优化问题。虽然关于静态网络中不

交路问题的研究已经很成熟，但动态超网络中的相关研究还很少。 
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目前，由于动态网络结构的复杂性，大量文献的研究成果都采用了时间离散化的方法，将时变赋权

函数(延迟，容量，能耗等)的时间范围进行离散化，把时变网络上的动态问题简化为静态问题。由此对问

题进行简化并得到近似解[16] [17]，但近似度的提高需要以时间细化程度为代价，增加了运算时间的复杂

性。因此为了设计有效算法并获得最优解，一些学者对连续时间动态网络问题进行了研究。比如，在解

决与时间相关的最短路径(TDSP)问题上，Ding [18]等人在先进先出(FIFO)连续时变网络中寻找 TDSP 问

题的最优解，并提出时间复杂度为 ( ) ( )( )logO n n m Tα+ 的有效算法，在给定时间区间 [ ]0,T 内 ( )Tα 个子

时间段中均得到了最优路径。Wang 等人[19]采用了一种层次图划分的方法解决 TDSP 问题，并给出时间

复杂度为 ( )( )2 2
2 2log logO n Tα⋅ ⋅ ⋅fk 的算法，其中 fk 是图划分得到的最小子图的个数。由于超图结构关系较

复杂，在超图背景下与动态路径设计的相关文献还很缺乏。本文在一般超图
ie E iV e

ΠΠ ∈= ∪ ，V VΠ ⊆ 相关

工作的基础上研究动态超图中的限制不交 B-路问题，即在动态网络中，当时间范围是 [ ]0,T 且在某一固定

时刻出发时从源点到汇点的两条内部不交 B-路。本文主要在于保证网络中两条路径的节点和超弧均是动

态不交的，并且均在 [ ]0,T 内可以到达目标节点。 
本文结构如下：第二节阐述了超图和动态超图中的基本概念；第三节分为两部分，第一部分提出在

连续时间动态超网络中找一条 [ ]0,T 时间范围内的限制动态 B-路算法，第二部分研究动态超图网络中的限

制不交 B-路并给出有效算法，同时在本节中对算法进行实例说明，证明了算法的正确性并计算了时间复

杂度，之后，将动态不交 B-路算法推广到动态不交 F-路算法；第四部分总结全文。 

2. 模型建立 

2.1. 超图 

定义 1 (超图[10]) 一个超图 ( ),V E=H 是一个有序对，其中 { }1 2 1, , , ,n nV v v v v−= � 表示节点集，

{ }1 2, , , mE e e e= � 表示超弧集，并且对于 1,2, ,i m∀ = � ，有 ie V⊆ 。特别的，当 2ie = 时，超图就是一般

图。超图H 的大小定义为超弧基数的和： 

( )
i

i
e E

size e
∈

= ∑H  

一个有向的超弧 e 是一个有序对， ( ) ( )( ),e T e H e= ， ( )T e 和 ( )H e 分别为弧 e 的尾节点和头节点集

合， ( ) ( )T e H e φ=∩ 。当 ( ) 1H e = 时，超弧 e 被称为 B-弧。设 ( )FS v 为尾节点包含节点 v 的超弧，

( ) ( ){ }:FS v e E v T e= ∈ ∈ ， ( )BS v 为头节点包含节点 v 的超弧， ( ) ( ){ }:BS v e E v H e= ∈ ∈ 。由有向超弧

组成的超图称为有向超图。下文中，为简便，将有向超图简写为超图。 
定义 2 (简单路 P [10]) 给定超图 ( ),V EH ，其中 { }1 2 1, , , ,n nV v v v v−= � ， { }1 2, , , mE e e e= � 。一条简

单路 P 是指一个有限非空序列 { }1 2 11 2 3, , , , , , ,
ks i i i k dP v v e v e v e v v
−

= = =� ，它的项交替的为节点和超弧，并

且节点和超弧都互不相同。其中源点 ( )1s iv T e∈ ，目标节点 ( )1kd iv H e
−

∈ ，且 ( ) ( )1j jj i iv H e T e
−

∈ ∩ ，

2, , 1j k= −� 。 
接下来，给出 B-路的定义。 
定义 3 (B-路[10]) 给定超图 ( ),V EH ，源点和目标节点分别为 sv 和 dv 。B-路

s dv vΠ 是一个极小的超

图 ( ),
v vs d

V EΠ Π Π=H 且满足以下条件： 
1) E EΠ ⊆ ； 
2) ,s dv v VΠ∈ ，其中 ,

ie E iV e V V
ΠΠ ∈ Π= ∈∪ ； 

3) 对任一点 xv VΠ∈ ， xv 与源点 sv 是连通的，也就是说，可以找到从 sv 出发到达 xv 有一条有向无环路。 
在有了 B-路的定义后，实现了在复杂的超图网络中找一条路。接下来，我们考虑动态超图网络。 
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2.2. 动态超图网络 

定义 4 (连续时间动态超图网络) 一个连续时间动态超图网络是一个有向超图 

( ) ( )( ), , , , ,s dV E W T v v=H H H ，定义如下： 
1) ( )V H 为图H 的节点集， ( )V n=H 。 
2) ( )E H 为图H 的超弧集，对任一条有向超弧 ( ) ( )( ),e T e H e= ， ( )T e 和 ( )H e 分别为弧 e 的尾节

点和头节点集合， ( ) ( )T e H e φ=∩ 。并且超弧 Ve ⊆ ， mE =)(H 。 
3) T 是本文考虑时间范围的上界。 
4) ( ) ( ){ },eW w t e E= ∈ H ，其 ( ) [ ]: 0,ew t T R+� 表示超弧 e 的连续延迟函数，t 为超弧 e 的出发时

间。对所有的 t T> ， ( )ew t = ∞。 
5) ,s dv v 分别是源节点和目标节点。另外 ( )s dv v 不是任意一条超弧的头节点(尾节点)。 
假设网络的拓扑结构和弧上的权值函数已确定。设 ( )FS v 为尾节点集中包含节点 v 的超弧， 

( ) ( ) ( ){ }:FS v e E v T e= ∈ ∈H ， ( )BS v 为头节点集中包含节点 v 的超弧， ( ) ( ) ( ){ }:BS v e E v H e= ∈ ∈H 。

本文中，每一个节点 iv 的到达时间用 ( )f i 表示。特别的，由于每条超弧 e 的尾节点数 ( ) 1T e ≥ ，所以规

定超弧 e 的出发时间 t 等于超弧尾节点 ( )T e 的最晚到达时间，故设每条超弧的出发时间 t 满足 

( ) ( ){ }max | xt f x v T e= ∈ ， ( )f x 为节点 xv 的到达时间。 
在实际超图网络中，每条超弧 ( )e E∈ H 对应的延迟函数 ( )ew t 是非负递增函数[10]。对于任意两个

节点 ( )u T e∈ ， ( )v H e∈ ，从节点 u 到 v 存在一条有向超弧 e 当且仅当 ( )E H 中有元素 ( ) ( )( ),e T e H e= 。 
定义 5 (节点时间对) 节点时间对 ( )( ),xv f x 指的是在路径 P 上，到达节点 xv 的时刻为 ( )f x ，其中

( )xv V∈ H 。 
定义 6 (动态 B-路) 给定一个连续时间动态超图网络 ( ) ( )( ), , ,V E W T=H H H ，源节点为 sv ，目标

节点为 dv 。设 ( )V tΠ 是动态 B-路的节点集， ( )E tΠ 是动态 B-路的有向超弧集，动态 B-路是一个极小的动

态超图 ( ) ( ) ( )( ),t V t E tΠ Π Π=H 。一条动态 B-路 ( )tΠH 指的是当出发时间为 t 时，从源点 sv 到目标节点 dv
的一条超路，满足： 

1) ( ) ( )E t EΠ ⊆ H 。 
2) ( ) ( )( ){ } ( ), , ,s dv t v f d V tΠ∈ ，其中 ( ) ( )i ie E tV t e

ΠΠ ∈= ∪ ， ( ) ( )V t VΠ ⊆ H 。 
3) 对 ( )xv V tΠ∀ ∈ ，可以找到从源点 sv 到 xv 的一条有向无环路。 
4) 经过每条超弧 e 的出发时间 t′等于尾节点 ( )T e 的最大到达时间， ( ) ( ){ }max | xt f x v T e′ = ∈ ，即经

过一条超弧的必要条件是在该超弧所有尾节点都到达的情况下才能出发。 
在给出以上定义后，现在我们定义当出发时间为 t 时，在动态 B-路 ( )

1e em
tΠH 上从节点 ( )1sv T e∈ 到达

节点 ( )d mv H e∈ 的旅行时间函数 ( )
1e em

w tΠ ： 

( ) ( ) ( )( )
1 1 1 1 1e e e e m e em m mew t w t w t w t

− −Π Π Π= + +  

( )
1e em

w tΠ 的值表示从超弧 1e 到超弧 1me − 的旅行时间加上超弧 me 的延迟。 

从上述定义可知，B-路的到达时间为 ( )f d 。一条动态限制 B-路是指一条动态 B-路在时间范围 [ ]0,T
内可以到达目标节点 dv ，即满足 ( )f d T< 。接下来给出在连续时间动态超图网络中限制不交 B-路的定义。 

定义 7 (动态限制 k 不交 B-路) 给定一个连续时间动态超图网络 ( ) ( )( ), , ,V E W T=H H H ，节点

( ),s dv v V∈ H 分别为源节点和目标节点，出发时间为 t，设 ( ) ( ),
i i

V t E tΠ Π 分别为第 i 条 B-路的节点集和

超弧集。动态限制 k 不交 B-路是在时间范围 [ ]0,T 内寻找 k 条 B-路 ( ) ( ) ( )
1 2

, , ,
k

t t tΠ Π Π�H H H ，满足

( )1 i

k
i V t φ= Π =∩ ， ( )1 i

k
i E t φ= Π =∩ 。 
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针对动态 B-路的设计，提出的优化问题如下： 
问题 1 给定一个连续时间动态超图网络 ( ) ( )( ), , ,V E W T=H H H ，源点为 sv ，目标节点为 dv ，

( ) ( ){ },eW w t e E= ∈ H 为超弧的连续时间延迟函数，出发时间为 st 。在时间范围 [ ]0,T 内，找一条动态限

制 B-路 ( ) ( ) ( )( ),s s st V t E t∗ ∗ ∗
Π Π Π=H 。 

问题 2 给定一个连续时间动态超图网络 ( ) ( )( ), , ,V E W T=H H H ，源点为 sv ，目标节点为 dv ，出

发时间为 st 。在时间范围 [ ]0,T 内，找两条动态限制不交 B-路 ( ) ( ) ( )( )1 1 1
,s s st V t E tΠ Π Π=H ， 

( ) ( ) ( )( )2 2 2
,s s st V t E tΠ Π Π=H 。 

本文中，假设动态超图网络H 满足 FIFO 性质，即对任意边 e 及边 e 的出发时间 ,t t′，如果 t t′< ，

有 ( ) ( )e et w t t w t′ ′+ ≤ + 。并且假设动态超图网络H 中是不存在负圈的。 

3. 算法设计 

在静态网络中，找不交路最初的方法是先找一条路，然后将这条路经过的节点和弧全部删去，再找

另外一条路。但会存在一中情况，就是当删去第一条路之后，会影响到第二条路的构建，而原网络中是

存在两条不交路的。这时就出现了“陷阱”问题。针对这种情况，有效的解决办法是在给定一条路的基

础上去构造两条不交路[11]，而不是直接删除该条路。这样，算法可以同时找到两条不交路，而且解决了

所谓的“陷阱”问题。在给定连续时间 [ ]0,T 内，考虑时变的延迟函数，我们结合这种方法在连续动态超

图网络中找两条动态限制不交 B-路。 

3.1. 动态限制 B-路算法 

在解决找两条动态限制不交 B-路问题之前，首先需要在动态超图网络中找到一条动态限制 B-路

( ) ( ) ( )( ),s s st V t E t∗ ∗ ∗
Π Π Π=H ，其中， ( )sV t∗

Π 为 B-路的节点集， ( )sE t∗
Π 为 B-路的超弧集， st 为出发时间。

结合 B-树的构造方法[10]，接下来，我们给出动态限制 B-路算法的求解过程。 
给定一个动态超图网络 ( ) ( )( ), , ,V E W T=H H H ，集合 Q 中包含算法每次迭代需要遍历的节点集，

集合 L 中包含已经遍历过的节点集。对于超图中的每条超弧 ( )je E∈ H ， ( )jT e 为超弧 je 的尾节点集，

设 jk 为从集合 Q 删去的 ( )jT e 中的节点数，即算法遍历过弧 je 的尾节点数。 
在算法过程中， st 表示出发时间，节点 ( ),s dv v V∈ H 分别为源节点和目标节点。 iv 表示每次从集合

Q 中取的需要遍历的节点，当遍历的尾节点数 ( )j jk T e= 时，选取尾节点中到达时间最大的 t 作为超弧 je
的出发时间， ( ) ( ){ }max | x jt f x v T e= ∈ 。算法第 10 行中，对于属于 ( )jH e 的节点 yv 且 yv L∉ ，求得节

点 yv 的到达时间 ( ) ( )
jef y w t t= + ，并将节点 yv 放入集合 L 中，表示该节点已经被遍历过，在下次找超

弧头节点时不在查找这个节点，而是继续向后查询。 
在满足到达时间 ( )f y T< 的情况下，进行算法第 13 行，标记 ( )( ),v jp y f y e= 以记录超路的信息。

之后，判断该节点是否被遍历过(第 17 行)，如果没有，放到集合 Q 中以便下一次迭代。直到查找到目标

节点 dv 时跳出循环(第 14 行)，求出一条动态限制 B-路 ( )st
∗

ΠH 。 
 

算法 1：动态限制 B-路 

1. Input: 一个动态超图网络 ( ) ( )( ), , , , ,s dV E W T v vH H H ， sv 点的出发时间 st ； 

2. Output: 一条动态限制 B-路 ( ) ( ) ( )( ),s s st V t E t∗ ∗ ∗
Π Π Π=H ； 

3. Initialize: ( )f i = ∞ , { }( )\i sv V v∈ H ，对于每一条超弧 je ，有 0jk = ， ( ) sf s t= ， { }sQ L v= = ； 

4. While Q φ≠  do 
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Continued 

5.  select iv  from Q; { }iQ Q v= − ; 

6.  For each ( )j ie FS v∈  do 

7.    1j jk k= + ; 

8.    If ( )j jk T e=  then 

9.       ( ) ( ){ }max | x jt f x v T e= ∈ ; 

10.     For each ( )y jv H e∈  and yv L∉  do 

11.        ( ) ( )
jef y w t t= + ; { }yL L v= ∪ ; 

12.      If ( )f y T<  then 

13.       ( )( ),v jp y f y e= ; 

14.        If y dv v=  then 

15.            return B-路 ( )st
∗

ΠH ; 

16.        EndIf 

17.        If yv Q∉  then 

18.           { }yQ Q v= ∪ ; 

19.        EndIf 

20.      Else 

21.        return step 5; 

22.      EndIf 

23.    EndFor 

24.   EndIf 

25.  EndFor 

26. EndWhile 

 
定理 1 算法 1 的复杂度为 ( )( )O n size⋅ H 。 
证明：算法 1 第 5 行，在 Q 集合中节点的个数最多有 n 个，第 6 行对于节点 iv 出去的弧 je ，需要花

费 ( )( )jO T e 的运算时间，算法第 10 行中探寻弧 e 的头节点需要花费 ( )( )jO H e 的运算时间，故算法 1
的复杂度为 ( )( )O n size⋅ H 。 

当算法 1 结束后，得出一条动态限制 B-路 ( )st
∗

ΠH 。接下来通过这条已知的 B-路来找两条动态限制

不交 B-路。 

3.2. 动态限制不交 B-路算法 

本节的目标是在动态超图网络 ( ) ( )( ), , ,V E W T=H H H 中找两条动态限制不交的 B-路。为了避免

陷阱问题，本文的算法思想是在已知一条限制 B-路 ( )st
∗

ΠH 的基础上构造两条动态限制不交 B-路 

( ) ( ) ( )( )1 1 1
,s s st V t E tΠ Π Π=H ， ( ) ( ) ( )( )2 2 2

,s s st V t E tΠ Π Π=H 。 

3.2.1. 准备工作 
本问题面临的主要挑战是在动态超图中，算法找到的两条路 ( )

1 stΠH ， ( )
2 stΠH 需要满足经过的节点

时间对是动态不交的，且两条路所有超弧的经过时间段是不交的。对于一条超弧 ( ) ( )( ),e T e H e= ，设

( )( )f T e 和 ( )( )f H e 分别为超弧 e 头节点和尾节点的到达时间，即： 
1) 对任意的节点时间对 ( )( ) ( )

1
,i sv f i V tΠ∈ ， ( )( ) ( )

2
,j sv f j V tΠ∈ ，有 ( )( ) ( )( ), ,i jv f i v f j≠ 。 
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2) 对任意的超弧 ( )
1i se E tΠ∈ ， ( )

2j se E tΠ∈ ，超弧 ie 经过的时间区间表示为 ( )( ) ( )( )1 ,i iI f T e f H e =   ，

je 经过的时间区间表示为 ( )( ) ( )( )2 ,j jI f T e f H e =  ，有 1 2I I φ=∩ 。 
故为保证以上两个条件，在找路的过程中需要避开已知路 ( )st

∗
ΠH 中超弧经过的时间段，我们更新

动态超图网络H 中超弧 e 的延迟函数 ( ) ( ){ },eW w t e E′ ′= ∈ H 。 
首先对已知动态限制 B-路 ( )st

∗
ΠH 上所有超弧的延迟函数进行更新。对所有的 ( )se E t∗

Π∈ ，假设弧 e
的尾节点集 ( )T e 中到达时间 ( )( )f T e 最小的记为 a，即 ( )( ) ( ){ }min | sa f T e e E t∗

Π= ∈ 。头节点集 ( )H e 中

到达时间 ( )( )f H e 最大的记为 t′′，即 ( )( ) ( ){ }max | st f H e e E t∗
Π′′ = ∈ 。故有： 

[ ] ( ){ }0,arg min et Tt a t w t t∈
′ ′′= ≤ + ≤  

所以，在找两条路的过程中，对于每条在路 ( )st
∗

ΠH 上的超弧，更新在时间段 [ ),t t′ ′′ 的延迟函数。 

( ) [ )
( )

, ,
, otherwise.e

e

t t t
w t

w t
′ ′′∞ ∈′ = 


 

对于动态超图网络H 中除 ( )st
∗

ΠH 之外的其他超弧，他们的延迟函数保持不变。即： ( ) ( )e ew t w t′ = ，

( ) ( )( )se E E t∗
Π∈ −H 。 

这样，当我们在找两条不交路时，能避开 ( )st
∗

ΠH 超弧走过的相应时间段，使找到的超弧满足动态

边不交的条件。接下来给出实例说明。 
例 1 假设弧 e 为动态限制 B-路 ( )st

∗
ΠH 的一条超弧，弧 e 的尾节点集 ( ) ( ){ }1 2, 2 , , 2.5v v ，头节点集

( ){ }3 ,3.5v ，延迟函数 ( )ew t 见图 1。根据以上步骤更新弧 e 的延迟函数 ( )ew t 为 ( )ew t′ ，见图 2。 

( ) [ )
[ ]

1, 0,3
2, 3, .e

t
w t

t t T
 ∈=  − ∈

 

 

 

Figure 1. ( )ew t  

图 1. ( )ew t  

 
接下来我们求延迟函数 ( )ew t 要更新的区间 [ ),t t′ ′′ 。 

( ) ( ){ }min 1 , 2 2.a f f= =  

( ){ }max 3 3.5.t f′′ = =  

[ ] ( ){ }0,arg min 2 3.5 1.et Tt t w t∈
′ = ≤ + ≤ =  

( )
[ )
[ )
[ ]

1, 0,1 ;
, 1,3.5 ;
2, 3.5, .

e

t
w t t

t t T

 ∈
′ = ∞ ∈
 − ∈
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Figure 2. ( )ew t′  

图 2. ( )ew t′  

3.2.2. 算法设计与实现 
在给出动态超图网络中求两条不交路的算法之前，我们先通过示例给出静态网络中基于一条路去找

两条不交路的过程，并说明交错点的定义。 
例 2 如图 3 所示，给定图 ( ),V EH ， { }1 2 3 4, , ,V v v v v= ， { }1 2 3 4 5, , , ,E e e e e e= 。假设静态网络中每条弧

e 都有一个权值 w。节点 1v 和 4v 是源节点和目标节点。给出一条已知超路 { } { }( )1 2 3 4 1 2 5, , , , , ,v v v v e e e∗
Π =H ，

其中，超路节点集为 { }1 2 3 4, , ,V v v v v∗
Π = ，弧集 { }1 2 5, ,E e e e∗

Π = 。那么我们可以根据以下步骤获得两条不交

路
1 2
,Π ΠH H 。 

 

 

Figure 3. Hypergraph ( ),V EH  

图 3. 超图 ( ),V EH  

 
首先，我们可以从源节点 1v 出发找到除 ∗

ΠH 之外的边 ( )3 1 3,e v v= ，由于节点 3v V ∗
Π∈ ，记 3v 为交错点。

因此，为构造两条不交路，需要反向找节点 1v 和 3v 之间的节点 2v 。从 2v 继续向后探查除 ∗
ΠH 之外的边

( )4 2 4,e v v= 。这样，就找到两条不交的路 { } { }( )1 1 3 4 3 5, , , ,v v v e eΠ =H ， { } { }( )2 1 2 4 1 4, , , ,v v v e eΠ =H 。 
每次探查完交错点之后，我们将该交错点标记为 c 用于后续路径连接。交错点的个数记为 m。 
接下来我们在动态超图网络 ( ) ( )( ), , ,V E W T=H H H 中构造不交路。 
算法步骤如下： 
1) 初始化。源点 sv 的出发时间为 st ，将源点出发经过的不属于 ( )sV t∗

Π 的第一条超弧的头节点

( )( ),iv f i 放到候选点集 Q 中，初始化 ( ) ( )s si sf i t w t= + ， ( )si sw t 为弧 ( ),s ie v v= 的延迟函数。集合 L 表示

算法已经考虑过的节点集，初始化 { }sL v= 。参数 m 记录交错点的个数， 0m = 。c 标记交错点。 
2) 求已知路 ( )st

∗
ΠH 。通过算法 1，在动态超图网络 ( ) ( )( ), , ,V E W T=H H H 中求得一条动态限

制 B-路 ( ) ( ) ( )( ),s s st V t E t∗ ∗ ∗
Π Π Π=H ， ( )sV t∗

Π 和 ( )sE t∗
Π 分别为路 ( )st

∗
ΠH 经过的节点时间对集和超弧集。 
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3) 运行算法 2。首先，当 Q 不为空时，选择其中的候选点 ( )( ),iv f i ，然后开始找点 iv 出去的超弧

( )j ie FS v∈ ，结合 B-弧的查找方法[10]，当遍历完超弧的所有尾节点后(算法第 9~10 行)，选择到达时间

最大的尾节点，并将其到达时间作为超弧 je 的出发时间，接着当超弧的头节点 yv L∉ 时，求其到达时间

( )f y 。判断 ( )f y ，当 ( )f y T< 时，说明弧 je 与 ( )st
∗

ΠH 的弧是动态不交的，记录路信息并将头节点 yv
放入集合 L 中，进行算法 3 判断交错点。否则，算法判断 Q 是否为空，如果不为空，说明可以继续重新

探查下一个节点，返回算法第 4 步，如果为空，则说明超图中没有满足条件的路径。 
 

算法 2：动态限制不交 B-路 

1. Input:  ( ) ( )( ), , , , ,s dV E W T v v′H H H ，一条动态限制 B-路 ( ) ( ) ( )( ),s s st V t E t∗ ∗ ∗
Π Π Π=H ， [ ]0,t T∈ ，出发时间 st ； 

2. Output: 动态限制不交 B-路 ( )
1 stΠH ， ( )

2 stΠH ； 

3. Initialize: ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }, | , , ,i s i i sQ v f i v v E v f i V t∗
Π= ∈ ∉H ，其中 ( ) ( )s si sf i t w t= + ； ( ) ( ) ( )( ){ }1

, , ,s s s iV t v t v f iΠ = ，

( ) ( ){ }
2

,s s sV t v tΠ = ，标记源点 ( ),s sv t 为 c， 0m = ， { }sL v= ； 

4. While Q φ≠  do 

5.  select ( )( ),iv f i  from Q; ( )( ),iQ Q v f i= − ; 

6.  If  i dv v≠  then 

7.    For each ( )j ie FS v∈  do 

8.      1j jk k= + ; 

9.     If ( )j jk T e=  then 

10.      ( ) ( ){ }max | x jt f x v T e= ∈ ; 

11.      For each ( )y jv H e∈  and yv L∉  do 

12.        ( ) ( )
jef y w t t= + ; 

13.      EndFor 

14.      If ( )f y T<  then 

15.        ( )( ),v y jp v f y e= ; { }yL L v= ∪ ; 

16.         调用算法 3； 

17.      Else  

18.        If  Q φ≠  then 

19.           return step 4; 

20.        Else 

21.          output no feasible solution;   

22.        EndIf 

23.      EndIf 

24.    EndIf 

25.   EndFor 

26.  Else 

27.    return  ( )
1 stΠH , ( )

2 stΠH ; 
28.  EndIf 

29. EndWhile 

 
4) 运行算法 3。当参数 m 为偶数时，遍历的节点 ( )( ),yv f y 属于路 ( )

1 stΠH ，m 为奇数时，节点
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( )( ),yv f y 属于路 ( )
2 stΠH 。由于遍历的节点 ( )( ),yv f y 有两种情况，一种是属于 ( )sV t∗

Π ，一种是不属于

( )sV t∗
Π ，需要分类讨论。 

a) 当节点 ( )( ),yv f y 不属于 ( )sV t∗
Π 时，将节点放入 Q 中，然后返回算法 2 继续查询下一条超弧。 

b) 当节点 ( )( ),yv f y 属于 ( )sV t∗
Π 时(算法 3 第 9 行)，节点 ( )( ),yv f y 是一个交错点。设 

( ) ( )( ): ,s yV t c v f y∗
Π → 为 ( )st

∗
ΠH 路上除 c 点和 ( )( ),yv f y 之外的它们之间经过的节点对。从点 ( )( ),yv f y

沿 ( )st
∗

ΠH 路反向找 ( ) ( )( ): ,s yV t c v f y∗
Π → 的节点时间对 ( )( ){ }, |i i s yv f i v v v≠ ≠ ，然后需要从节点

( )( ),iv f i 继续往后查询，所以令集合Q φ= ，然后将 ( )( ){ },iv f i 放入集合 Q 中，并且放入集合 L 中，避

免找路时头节点重复探查，即算法第 11~12 行。 
接下来，当参数 m 为偶数时，将交错点之间的 ( )sV t∗

Π 加入到路径 ( )
2 stΠH 中的节点集 ( )

2 sV tΠ ，即

将 ( )st
∗

ΠH 路上 ( )( ),yc v f y→ 之间的路归于 ( )
2 stΠH ， ( ) ( ) ( ) ( )( )( )2 2

: ,s s s yV t V t V t c v f y∗
Π Π Π= →∪ ，m

为奇数时，将交错点之间的 ( )sV t∗
Π 加入到路径 ( )

1 stΠH 中，即将 ( )st
∗

ΠH 路上 ( )( ),yc v f y→ 之间的路归

于 ( )
1 stΠH ， ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 1

: ,s s s yV t V t V t c v f y∗
Π Π Π= →∪ 。最后由于节点 ( )( ),yv f y 是一个交错点，标记

( )( ),yv f y 为 c，用于之后查找不交路的连接，并更新参数 m。接着返回算法 2 继续向后查询超路。 
在算法过程中，当探查的节点为已知路 ( )st

∗
ΠH 的节点时间对时，我们需要沿着 ( )st

∗
ΠH 反向寻找

交错点之间的节点，然后根据寻找的节点再出发寻求下一条不属于 ( )st
∗

ΠH 的超弧。算法的具体思路是

在探查节点的过程中记录交错点数 m，然后根据参数 m 的奇偶性对交错进行分类，分别对应 ( )
1 stΠH ，

( )
2 stΠH 。 
 

算法 3：根据交错点找路 

1. If m 为偶数 then ( )( ) ( )
1

,y sv f y V tΠ∈ ； 

2. Else ( )( ) ( )
2

,y sv f y V tΠ∈ ; 

3. EndIf 

4. If ( )( ) ( ),y sv f y V t∗
Π∉  then 

5.   If ( )( ),yv f y Q∉  then 

6.     ( )( ),yQ Q v f y= ∪ ; 

7.     return 算法 2； 

8.   EndIf 

9. Else 

10.  从点 ( )( ),yv f y 沿 ( )st
∗

ΠH 路反向找 ( ) ( )( ): ,s yV t c v f y∗
Π → 的节点时间对 ( )( ){ }, |i i s yv f i v v v≠ ≠ ； 

11.   Q φ≠ ; 

12.   ( )( ){ },iQ Q v f i= ∪ ; { }iL L v= ∪ ; 

13.   If m 为偶数 then 

14.     ( ) ( ) ( ) ( )( )( )2 2
: ,s s s yV t V t V t c v f y∗

Π Π Π= →∪ ; 

15.   Else   

16.    ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 1
: ,s s s yV t V t V t c v f y∗

Π Π Π= →∪ ; 

17.   EndIf 

18.   标记 ( )( ),yv f y 为 c； 

19.   1m m= + ; 

20.   return 算法 2； 

21. EndIf 
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当算法 2 查询到的节点是目标节点 dv 时，算法结束。根据算法过程得到两条动态限制不交 B-路

( )
1 stΠH ， ( )

2 stΠH 。否则，算法找不到两条动态限制不交的 B-路，输出无结果。接下来我们通过一个

例子来更直观的理解算法。 
例 3 假设动态超图网络 ( ) ( )( ), , ,V E W T=H H H 。每条弧都有一个延迟函数 ( )ew t 。节点 sv 和 dv

是源点和目标节点，出发时间 0st = ， { }sL v= ，时间范围 [ ]0,50T = 。假设通过算法 1 求得一条动态限制

B-路 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } { }( )1 2 3 5 6 1 2 3 5 8,0 , , 2 , ,1 , , 4 , ,5 , ,5 , ,7 , , , , ,s s dt v v v v v v v e e e e e∗
Π =H 。接下来我们可以根据以

下步骤获得两条动态限制不交 B-路 ( )
1 stΠH ， ( )

2 stΠH 。见图 4。 
 

 
Figure 4. Dynamic hypergraph network H  
图 4. 动态超图网络H  

 
算法过程：根据算法 2，初始状态 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }4 4 4, 4 | , , , 4s sQ v f v v E v f V t∗

Π= ∈ ∉H ，其中 

( ) ( )44 3s s sf t w t= + = ，路 ( )
1 stΠH 的节点集 ( ) ( ) ( ){ }1 4,0 , ,3s sV t v vΠ = ，路 ( )

2 stΠH 的节点集 

( ) ( ){ }2
,0s sV t vΠ = ，标记源点 ( ),0sv 为 c，交错数 0m = 。 

算法 2 第 4 步，候选点集Q φ≠ ，在集合 Q 中选择 ( )( )4 , 4v f ，并删除 ( )( )4 , 4v f 。选择 ( )7 4e FS v∈ ，

7 7 1 1k k= + = ，满足 ( )7 7k T e= ，故弧 7e 的出发时间 ( ) ( ){ }7max | 3xt f x v T e= ∈ = 。算法 2 第 11 行中，

( )5 7v H e∈ 并且 5v L∉ ，所以 ( ) ( )
7

5 3 3 5ef w= + = ， ( )5 50f < ， ( )5 7,5vp v e= ， { }5L L v= ∪ ，进行算法 3。 
由于此时 0m = 为偶数，故将 ( )5 ,5v 放入 ( )

1 stΠH 中。因为 ( ) ( )5 ,5 sv V t∗
Π∈ ，故进行算法 3 第 9 步。从

点 ( )5 ,5v 沿 ( )st
∗

ΠH 路反向找 ( ) ( ) ( )5: ,0 ,5s sV t v v∗
Π → 的节点时间对 ( )( ){ }5, |i i sv f i v v v≠ ≠ ，由图 4 可知，

节点时间对 ( ) ( ) ( )1 2 3, 2 , ,1 , , 4v v v 满足情况， ( ) ( ) ( ){ }1 2 3, 2 , ,1 , , 4Q v v v= ， { }1 2 3, ,L L v v v= ∪ 。将 

( ) ( ) ( )5: ,0 ,5s sV t v v∗
Π → 之间的节点 ( ) ( ) ( )1 2 3, 2 , ,1 , , 4v v v 放入路 ( )

2 stΠH 的节点集中， ( )
2 sV tΠ 标记 ( )5 ,5v 为

c，令 1m = 。 
返回算法 2继续查找下一个Q中的节点。最后，我们找到了两条限制不交的B-路 ( )

1 stΠH ， ( )
2 stΠH ，

其节点集为 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 4 5,0 , ,3 , ,5 , ,7s s dV t v v v vΠ = ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 1 2 3,0 , , 2 , ,1 , , 4 , ,7s s dV t v v v v vΠ = 。超弧集

为 ( ) { }
1 6 7 8, ,sE t e e eΠ = ， ( ) { }

2 1 2 3 4, , ,sE t e e e eΠ = 。 

3.2.3. 算法正确性和复杂性证明 
这一节，我们给出定理 2 说明算法的正确性，并证明算法复杂性。 
定理 2 算法 2 输出两条动态限制不交 B-路 ( )

1 stΠH ， ( )
2 stΠH 当且仅当超图H 中存在问题 2 的解。 

证明：算法的目的是为了找两条动态限制不交 B-路。当算法 2 输出 ( )
1 stΠH ， ( )

2 stΠH ，说明超图H

在时间范围 [ ]0,T 内可以找到两条动态限制不交 B-路。首先，在 3.2.1 部分的准备工作中，我们更新路

( )st
∗

ΠH 上所有超弧 je 的延迟函数 ( )ew t ，对路 ( )st
∗

ΠH 上超弧经过的所有时间段的函数值赋值为∞。这

一操作是为了在找路的过程中，避开路 ( )st
∗

ΠH 上所有弧的经过时间段，保证了两条路是动态边不交的。
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并且在算法 2 第 14 行，节点的到达时间满足条件 ( )f y T< 。对于节点时间对相交，算法提出交错的概

念，在探查节点的过程中记录交错点数 m，然后根据参数 m 的奇偶性对探查的超弧进行分类，分别对应

( )
1 stΠH ， ( )

2 stΠH 。对于每一个探查过的节点，都将其放入集合 L 中，保证了所找的路不存在圈。故

算法所找出来的是两条动态限制不交的 B-路。 
另外，由于在调用算法 3 时，算法 10~12 行考虑了交错点之间所有以 ( )st

∗
ΠH 上的点为尾节点出去

的超弧，即算法遍历了所有满足条件的超弧。所以，当算法 2 输出不存在时，说明超图H 在时间范围 [ ]0,T
内没有满足条件的动态限制不交 B-路。否则，如果存在，在运行算法 3 的第 10~12 行更新集合 Q 后，算

法 2 进行第 4~16 行时一定会找到满足条件的路径。 
定理 3 算法 2 的复杂度为 ( ) ( )( )O n T sizeα⋅ H 。 
证明：候选点集 Q 中的元素最多有 ( )n Tα⋅ 个节点时间对，对于每一个探查过的节点，都将其放入

集合 L 中，所以对于超弧头节点和尾节点的探查总共需要 ( )size H 的时间。算法 3 需要 ( )1O 的运行时间。

故算法 2 的复杂度为 ( ) ( )( )O n T sizeα⋅ H 。 

3.2.4. 算法的推广 
本文考虑的是连续时间动态超图网络中的动态限制不交 B-路，相应的我们可以获得动态不交 F-路。

由于 F-弧满足的条件是 ( ) 1T e = ，所以我们在计算路的延迟时，考虑每条超弧的尾节点的到达时间为超

弧的出发时间，显然到达头节点的时间都是相等的，并且在探查到交错点时，同样沿 ( )st
∗

ΠH 路反向找

到超弧对应的尾节点，然后从尾节点继续向后探查。可以看出，求动态限制不交 F-路的算法与求动态限

制不交 B-路的算法类似，在这里，我们就不再给出算法。 

4. 结语 

结合现实中的实际问题，本文提出了一个新的网络环境，连续时间动态超图网络。动态超图网络与

传统的网络模型相比应用范围更广，也更有实际意义。本文在连续时间动态超图网络中，通过对超图特

殊性的分析，设计了求解动态限制不交 B-路问题的算法，证明算法是在多项式时间 ( ) ( )( )O n T sizeα⋅ H

内可解决的。在动态超图网络中还可以进一步研究在其他领域的应用，求解不同方面的问题。 
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