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摘  要 

大规模的数据给传统的统计推断方法带来了新的挑战，比如在分析超过一台计算机容量的海量数据集时，

由于数据太大，无法保存在计算机内存中，计算任务可能需要花费很长时间才能获得结果。为了有效地

解决海量数据情形下的诸多问题，本文研究了支持向量回归的分布式估计。首先采用平滑技术发展了一

种平滑支持向量回归(S-SVR)估计方法。然后基于分而治之的思想，针对海量数据集对S-SVR估计方法提

出了分而治之支持向量回归估计算法(DC-SVR)，该方法解决了内存限制和计算时间的问题。此外，本文

中提出的DC-SVR方法中的参数可通过网格搜索和交叉验证相结合的方法获得，具有自适应性，其中最优

的参数是由每次数据自动选择的。在模拟研究中，通过不同情形的实验表明了文章所提估计量的优越性，

模拟结果显示通过DC-SVR所得的估计量在平均绝对偏差和均方误差评价准则下的差异更小。 
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Abstract 
Large scale data brings new challenges to the traditional statistical inference methods. For exam-
ple, when analyzing massive datasets whose sizes usually exceed the capacity of a single computer, 
the data is too large to be saved in computer memory and computing task may take too long to get 
the results. In order to effectively solve many problems in the case of massive data, this paper stu-
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dies the distributed estimation of support vector regression. Firstly, we develop smoothed sup-
port vector regression (S-SVR) estimation method. Then based on the idea of divide-and-conquer, 
we propose divide-and-conquer support vector regression estimation algorithm (DC-SVR) for the 
S-SVR estimation method of massive datasets. This method solves the problems of memory limita-
tion and computing time. In addition, the parameters in the DC-SVR method can be obtained by the 
combination of grid search and cross validation, which is adaptive. The optimal parameters are 
automatically selected by each data. In the simulation study, a lot of numerical simulation studies 
are carried out to verify the superiority of our proposed distributed estimator. The simulation 
results show that the DC-SVR estimator has less difference under the evaluation criteria of mean 
absolute deviation and mean square error. 
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1. 引言 

近年来，对海量数据集的统计分析已成为人们日益关注的课题。数据集的规模不断扩大，部分原因

是它们越来越多地被无处不在的信息传感移动设备、遥感技术和无线传感器网络等收集。这些数据的规

模给传统的统计估计方法带来了新的挑战。数据库有数百个字段、数十亿条记录和数兆字节的信息并不

少见。例如，大型文本语料库很容易超过内存限制，因此不能一次全部加载到内存中。例如，在给定样

本的情况下，经典的估计方法通常会建立一个极大似然估计(MLE)问题，然后用确定性优化方法(如梯度

下降法或牛顿法)求解极大似然估计。然而，当样本量过大时，采用这种方法有两个主要障碍。首先，在

分析大小通常超过一台计算机容量的海量数据集时，机器没有足够的内存来一次加载整个数据集。其次，

确定性优化方法计算量大，计算任务可能需要太长时间才能获得结果。为了解决存储限制和计算问题，

最近在统计学中引入了起源于计算机科学文献的分布式计算方法。一种通用的分布式计算方案是将整个

数据集划分为多个部分，然后对每个部分独立执行统计分析，即每台机器用存储在本地的数据形成一个

局部估计量。最终的估计量将通过局部估计量之间的一些聚合来获得。 
在分布式统计学习中，最简单和最流行的方法是平均法。平均最先是由 McDonald et al. (2009) [1]提

出的，用于多项式回归，他们给出了估计误差的非渐近误差界，表明平均化降低了局部估计量的方差，

但对偏差没有影响。在后续工作中，Zinkevich et al. (2010) [2]研究了平均的一种变形，其中每台机器都在

数据集的随机子集上计算具有随机梯度下降(SGD)的局部估计量，证明了他们的估计器收敛于集中估计器。

Zhang et al. (2013) [3]研究了两种基于大规模数据的分布式统计优化算法。第一个算法是平均法，第二种

算法是一种基于适当形式的引导的新方法，只需要进行一轮通信。Cheyer et al. (2014) [4]提出了一种分治

方法，并使用几种计算密集型惩罚回归方法对其进行了分析。这种分治方法可以大大减少计算时间和计

算机内存需求。2016 年 Jordan et al. [5]提出了一种解决分布式统计学习问题的 Communication-efficient 
Surrogate Likelihood (CSL)框架。2017 年 Lee et al. [6]设计了一种在高维环境下实现分布式稀疏回归的高

效通信方法。在 2020 年，Chen et al. [7]研究并提出了主成分分析(PCA)的分布估计问题。 
支持向量机(Support Vector Machine)是由 Cortes 和 Vapnik [8]于 1995 年最先提出的，是统计机器学
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习中最流行的方法之一，具有相对优良的性能指标，在图像分析、医学、神经网络等领域有着广泛的应

用。SVM 最初是针对经典的二分类问题提出的(Liu et al. 2007 [9]; Hsieh et al. 2013 [10]; Lian et al. 2018 
[11])，支持向量分类(Support Vector Classification)。然而，随着支持向量机方法理论的发展，支持向量机

应用的领域越来越广泛，其中一个重要的应用是解决回归问题，即支持向量回归(Support Vector Regres-
sion)。支持向量回归与传统机器学习方法相比有较好的学习性能，是一种稳健而有效的估计方法，成为

统计机器学习理论的研究热点。2004 年 Smola et al. [12]详细概述了支持向量机用于回归和函数估计的基

本思想。2009 年 ReShma et al. [13]通过用正则化最小二乘的模糊支持向量回归，以此来处理相应的金融

时间序列预测。2013 年 Rivas et al. [14]提出了一种训练大规模 SVR 模型的求解方法，该方法将 SVR 问

题转化为一个线性规划问题。2017 年 Anyu Cheng et al. [15]通过基于混沌理论、支持向量回归的多源多

尺度的交通流预测算法，并由支持向量回归模型来预测某市区的实际交通流量的变化。2019 年 S. Mal-
donado et al. [16]提出了一套基于 ε-SVR 的时间序列预测问题滞后期自动选择的算法并且验证了该算法的

优越性能。 
SVR 需要解决一个非光滑优化问题，这对于海量数据集来说计算是非常密集的。因此，在第二章中

本文采用平滑技术(Horowitz 1998 [17]; Pang et al. 2012 [18]; Chen et al. 2018 [19]和 Wang et al. 2019 [20])，
提出了平滑支持向量回归(S-SVR)估计方法。然后，在有限的内存约束下，在第三章中提出了海量数据集

的 DC-SVR 方法，该方法解决了内存限制和计算时间问题。在实践中，具有固定(非自适应)参数的学习

过程只有在某些情况下才有其优势，因为不同的参数可能适合不同的数据，在以往的支持向量回归中，

参数一般是提前指定的，它是非自适应性的，所以在第四章中我们考虑了 SVR 的自适应参数，并且给出

了本文的算法。第五章中，本文通过数值模拟验证了该方法的有效性。 

2. 支持向量回归 

2.1. 经典支持向量回归 

本文假设有 n 个样本 ( ){ },i iX y
−

来自以下模型： 
T , 1,2, , ,i i iy X e i nβ
− −= + = �                                (1) 

考虑随机变量 ( ),X Y− ，其中 ( )T
1, , p

pX X X− = ∈� � 。定义 ( ) ( ) ( )T T 1
0 1 0, , , , p

pβ β β β β β +
−= = ∈� � ，

( )T
11, , , pX X X= � ，超平面 T

0 0Xβ β− −+ = 。SVR 的目标是估计由 T T
0 X Xβ β β− −+ = 定义的超平面通过求

解优化问题： 

0

2

T

,

1min
2

s.t.  ,  1,2, ,i iy X i n

β β
β

εβ
−

−

≤ =− �
                             (2) 

通过引入两个松弛变量 ( ),i iξ ξ ′ ，对 SVR 问题进行优化，对于任何样本 ( ),i iX y ，当划分有误差时，

松弛变量都大于 0，误差不存在时松弛变量为 0。其中观测值 T
ii Xy εβ≥ + 出现误差时对应于松弛变量

0iξ > ，观测值 T
ii Xy εβ≥ − 出现误差时对应的松弛变量是 0iξ ′ > 。所以引入松弛变量后，可以将目标问

题等式(2)转化为如下式(3)求解问题： 
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上述是一个凸二次规划问题，可以把式(3)中引入拉格朗日乘子，然后转化为求解它的对偶问题。对

式(3)的每个约束条件添加拉格朗日乘子 0iµ ≥ ， 0iµ′ ≥ ， 0iα ≥ ， 0iα′ ≥ ，从而得到拉格朗日函数式(4)： 

( )

( )

( ) ( )

0

2

1 1 1

1

T T

1

, , , , , , ,

1
2

n n n

i i i i i i
i i i

n n

i i i i i ii i
i i

L

y yX X

β β α α ξ ξ µ µ

β λ ξ ξ µ ξ µ ξ

βα ε ξ α ε ξβ

−

−
= = =

= =

′ ′ ′

′ ′ ′ ′= + + − −

′ ′+ − − − + − − −

∑ ∑ ∑

∑ ∑

                   (4) 

把决策函数 T T
0 X Xβ β β− −+ = 代入上式，再令 ( )0, , , , , , ,L β β α α ξ ξ µ µ− ′ ′ ′ 对 0, ,β β ξ− 和ξ ′的偏导为零

可得 

( )

( )

1

1

,

0 ,

,
.

n

i i i
i
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Xβ α α
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−
=
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∑

∑                                   (5) 

接着把上式代入拉格朗日函数 ( )0, , , , , , ,L β β α α ξ ξ µ µ− ′ ′ ′ ，最后得到 SVR 的对偶问题 

( ) ( ) ( )( )

( )

'

T

, 1 1 1

1

1max  
2

s.t.  0,

      0 , .
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∑                (6) 

上述过程的求解需要满足 KKT 条件： 

( )
( )

( ) ( )

T

T

0,

0,
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                             (7) 

由 KKT 条件，当且仅当 T 0ii iyX ε ξβ − − − = 时 iα 可以取非零值，当且仅当 T 0i iiy X β ε ξ ′− − − = 时， iα′

可以取非零值。换言之，仅当样本 ( ),i iX y 不落入 ε 间隔带中时，对应的乘子 iα 和 iα′才取非零值。除此

之外，约束条件 T 0ii iyX ε ξβ − − − = 、 T 0i iiy X β ε ξ ′− − − = 不能同时成立，所以 iα 和 iα′中至少有一个为 0。 
把系数 ( )

1

n

i i i
i

Xβ α α−
=

′= −∑ 代入决策函数 T T
0 X Xβ β β− −+ = ，可得到 SVR 解的形式： 

( ) ( ) T
0

1

n

i i i
i

f X X X βα α
=

′= − +∑                               (8) 

对于等式(8)，满足 0i iα α′ − ≠ 的样本就是支持向量，这些样本点必然会落在 ε -间隔带之外，而在间

隔带之间的样本点都满足 0i iα α′ = = 。所以 SVR 的支持向量仅仅是训练样本的一部分，支持向量的数量

是一个与误差 有关的函数，误差 越大，支持向量的个数越少。 
由于 iα′和 iα 不能全是零，根据 KKT 条件可知，对每个样本 ( ),i iX y 有 ( ) 0i iλ α ξ′ − = 或者 

( ) 0i iλ α ξ′ ′ ′− = ，进而可以得到 ( )T 0i ii iX yα ε ξβ − − − = 或者 ( )T 0i ii iy X βα ε ξ′ ′− − − = 成立，于是在求出 iα′

或 iα 后，可以得到参数 0β 。比如说，若 0 iα λ′< < ，则必有 0iξ = ，所以最后可以求出 0β 的等式： 
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( )
1

0
T

n

i i i i i
i

y X Xε α αβ
=

′= + − −∑                                (9) 

所以在对(6)的求解过程中得到 iα 后，从理论上说，可任意选取满足 0 iα λ′< < 的样本通过等式(9)求
得 0β 。 

2.2. 平滑支持向量回归估计 

在这一部分中，我们提出了一种支持向量回归的线性型估计，称为平滑支持向量回归(Smooth Support 
Vector Regression, S-SVR)。带松弛变量的支持向量回归还有另一种解释， -不敏感损失函数 + L2 正则，

就是最小化以下目标函数： 
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( )
1
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=

∈
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=
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其中
,

0,
v v

v
 − ≥

= 
 其它

 
是  -不敏感损失函数， 0λ > 是正则化参数，

2⋅ 表示向量的欧几里德范数。 

对于(10)，由于绝对值和不敏感损失函数的存在，目标函数是不可微的，所以接下来要解决这个问题。

首先，引入量 Z 来解决绝对值问题，使得
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1, 0
i i
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i i
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β
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− − ≤= 
− >

，所以 ( )T 0i i iz y X β− ≥ 。即可以用 

( )T
i i iz y X β− 来取代绝对值

T
i iy X β− ，因此  -不敏感损失函数可以写成 
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  。所以目标函数变为： 
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其中 [ ] ( )max ,0v v= −


 是  -不敏感损失函数。 
然后基于平滑技术(Horowitz 1998 [17]; Pang et al. 2012 [18]; Chen et al. 2018 [19]和 Wang et al. 2019 

[20])，考虑了一个平滑函数 ( )S ⋅ ，即 ( )
1, 1
0, 1

t
S t

t
≥

=  ≤ −
。我们用平滑近似 ( )h
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 ，并定义以下目标函数和估计量： 
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目标函数(12)是可微的，通过一阶最优性条件，解�
hβ 满足： 

�( ) �
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 01 0
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∑                           (13) 
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根据(13)，可以通过以下公式表示�
hβ ： 
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       (14) 

然而，这个不动点方程中没有�
hβ 的封闭解，所以将(14)右边的�

hβ 替换为一致的初始估计�
0β 。得到

下面的 S-SVR 估计量： 

�( )

�( ) �( )
�

0

1
TT

1

T T

1

1ˆ

 01      

n i i i hi i

i

n i i i h i i i hi i
i i

i

z y XX X S
n h h

z y X z y Xz yz X S S
n h h h

β
β

β β
λ

β

−

=

=
−

 
 
  


  − −  ′=       

   − − − −  −     ′× + −            

∑

∑



 

       (15) 

初始估计量可以通过求解小样本的线性支持向量回归来构造，所以我们对小批量样本(如第一台机器

上的样本，见下一节)的原始支持向量回归(10)进行了优化得到初始估计量。然后给定初始估计量，可以

通过分布式方案解决(15)的 S-SVR。 

3. 分布式支持向量回归 

当无法将所有数据加载到内存中时，很难求解(15)。但我们可以通过分布式方案来实现。具体来说，

基于 S-SVR，引入分治法提出分治支持向量回归估计(Divide and Conquer Support Vector Regression, 
DC-SVR)来计算 β̂ 。 

首先，将总数据集 { }1, , n� 分为 L 个子集 { }1, , L�  ，每个子集的大小都相等 m n L= 。用

( ){ }, , :l i i i lX y z i= ∈  表示第 l 台本地机器中的数据，第 l 台机器包含 m 数据。然后基于 1 获得初始估

计值�
0β ： 

�
1

1

2T
0 2

1arg min
2p

i i
iR

y X
mβ

λβ β β
+

−
∈∈

= − +∑ 


                           (16) 

为了计算 β̂ ，对于每一批数据 l ， 1, ,l L= � ，计算以下量： 
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�( )

�( ) �( )

TT 0

T T
0 0

1

1

l

l

i i ii i
l

i

i i i i i ii i
l i i

i

z y XX X
A S

h h

z y X z y Xz y
B z X S S

h h h

m

m

β

β β

∈

∈

− −
′=

  − − − −−

 
 
  
 

 
 
 

  ′= +   
 

   

∑

∑







 
             (17) 

在每台机器中计算 ,l lA B ，然后计算出每一台机器中存储的数据所对应的局部估计量 ( )
ˆ

lβ ： 

( ) �

( ) �

( ) �

1
1 1

0

1
2 2

0

1

1

0

2

 0ˆ

 0ˆ

             

 0ˆ
L LL

A B

A B

A B

β λ
β

β λ
β

β λ
β

−

−

−

−

−

−

 
 
 
 

   
  = −       
  

= −      


   = −   

 
 
 
 


 

�

                                (18) 

所有机器接收到 ,l lA B 计算出的局部估计量后，汇总数据将各个机器的局部估计量取平均得到最终估

计量： 

( )
1

1ˆ ˆ
L

l
lL

β β
=

= ∑                                      (19) 

下面分析一下估计的渐近性质，根据(15)， β̂ 和真实系数 *β 之间的差为： 

�( )

�( ) ( ) �( )
�

1
TT 0*

1

T TT *
0 0

1 0

           

1ˆ

 01   

n i i ii i

i

n i i i i i ii i i
i i

i

z y XX X
S

n h h

z y X z y Xz y X
z X S S

n h h h

β
β β

β ββ
λ

β

−

=

= −

  − −  ′− =       
     − − − −− −       ′× + −                    

∑

∑



 
 

因此 *β̂ β− 可以被表示为 

�
* 1

0

 0ˆ M Qβ β λ
β

−

−

  
 − = −      

                              (20) 

其中 

�( )

�( ) ( ) �( )

TT 0

1

T TT *
0 0

1

1

1

n i i ii i

i

n i i i i i ii i i
i i

i

z y XX X
M S

n h h

z y X z y Xz y X
Q z X S S

n h h h

β

β ββ

=

=

 − −
 ′=   
 

    − − − −− −    ′= +            

∑

∑



 
 

为了证明所提出的估计量的渐近性质，首先引入一些正则性条件和假设。 
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假设 1：e 的密度函数 ( )f ⋅ 是 Lipschitz 连续的。另外，对于某些常量 1 2,c c ，假设 

( ) ( )1 min max 20 c M M cλ λ′ ′< ≤ ≤ ≤ 。 

假设 2：平滑函数 ( )S ⋅ 满足 ( )
1,   1
0,  1

u
S u

u
=

≥
 ≤ −

。进一步，假设 ( )S ⋅ 是两次可微的，并且它的二阶导数

( ) ( )2S ⋅ 是有界的。此外，我们假设带宽 ( )1h o= 。 

假设 3：对于某些 0t > 和 0C > ，假设 ( )( )logp o nh n= 和
( )2T

2 1
sup e

t v X

v
E C

≤
≤ 。 

假设 4：独立随机向量{ },1iX i n≤ ≤ 满足 ( )3
,sup 1i j ijE X O= 。 

定理 1. 在满足假设条件 1-4 的情况下，并且假设初始估计�
0β 满足 � *

0
2

p
pO
m

β β
 

− =   
 

。然后我们

有， 

( ) { }
1

* T
*

1 1

01 1ˆ 0
n n

i i i i i i n
i i

e X X z X I e r
n n

β β δ λ
β

−

= = −

   − = ≥ − +   
    
∑ ∑                  (21) 

其中 

2
2

22

log log
n p

p n ph n pr O h
n mn h

 
 



= + +


+


                        (22) 

证明：如果初始估计值�
0β 接近真实系数 *β ，则 M 和 Q 分别接近 ( )*M β 和 ( )*Q β 。 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

T *T
*

1

T * T * T *
*

1

1

1

n i i ii i

i

n i i i i i i i i i
i i

i

z y XX XM S
n h h

z y X z y X z y X
Q z X S S

n h h h

β
β

β β β
β

=

=

 − −
 ′=
 
 

    − − − − − −
    ′= +

        

∑

∑



  
 

假设 ( ) ( )T T,i i i i i i ie z y X e y Xβ β= − − = − −  ，则有： 

( )

( )

T
*

1

*

1

1

1

n
i i i

i

n
i i i

i i
i

X X eM S
n h h

e e eQ z X S S
n h h h

β

β

=

=



  
  

′=  
 

  ′= + 
    

∑

∑
 

1 ie
S

h h
′ 
 
 

和 i i ie e e
S S

h h h
  ′+ 
 

 
 
 

分别近似于 ( )ieδ 和 { }0iI e ≥ ，所以 ( )*M β 和 ( )*Q β 近似于 ( ) T

1

1 n

i i i
i

e X X
n

δ
=
∑

和 { }
1

1 0
n

i i i
i

z X I e
n =

≥∑ 。 

根据上述分析，当�
0β 近似 *β 时，M 和 Q 分别近似 ( ) T

1

1 n

i i i
i

e X X
n

δ
=
∑ 和 { }

1

1 0
n

i i i
i

z X I e
n =

≥∑ 。因此， *β̂ β−

近似于： 

( ) { }
1

T
*

1 1

01 1 0
n n

i i i i i i
i i

e X X z X I e
n n

δ λ
β

−

= = −

  
≥ −  

 
 
    
∑ ∑  
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假设有一个初始估计�
0β 且 � ( )*

0
2

p nO aβ β− = ， ( )na O h= 。则有， 

{ } 2 2

1 2

1 log0
n

i i i p n
i

ph nQ z X I e O a h
n n=

−
 
  


≥ = +


+∑  

( ) T

1 2

1 logn

i i i p n
i

p nM e X X O a h
n nh

δ
=

 
− = + +  

 
∑  

对于独立随机向量{ },1iX i n≤ ≤ 且 ( )3
sup 1j jE X O= ，有 { } ( )

2

1
0

n

i i i
i

E z X I e O np
=

≥ =∑ 。所以能够得

到： 

{ }
1 2

1 0
n

i i i p
i

pz X I e O
n n=

 
≥ =   

 
∑  

根据上述结果，可以得出： 

( ) { } �

1
* T

* *
1 1 0

001 1ˆ 0
n n

i i i i i i n
i i

e X X z X I e r
n n

β β δ λ λ
β β β

−

= = − −

    − = ≥ − + +       −      
∑ ∑  

其中 

2
2

22

log log log
n p

p n ph n p nr O h h
n nhn h

λ λ= + +
 
 


+
 

+


 

设 hλ ≤ 和 � *
0

2
p

pO
m

β β
 

− =   
 

，则有 

( ) { }
1

* T
*

1 1

01 1ˆ 0
n n

i i i i i i n
i i

e X X z X I e r
n n

β β δ λ
β

−

= = −

   − = ≥ − +   
    
∑ ∑  

其中 

2
2

22

log log
n p

p n ph n pr O h
n mn h

 
 



= + +


+


 

4. 参数优化 

对于支持向量回归，模型参数的选择对于预测结果有着重要影响。在建立 SVR 模型后，需要对模型

参数进行标定，使得最终模型具有较好的预测效果以及泛化能力，需要标定的模型参数及其具体含义如

下： 
1) 不敏感参数   
该参数控制不敏感带宽度的大小，影响着支持向量的数目。当值较小时，模型回归精度较高，支持

向量的数量增多，易产生过拟合。反之，模型回归精度较低，支持向量的数量减少，易导致模型欠拟合。 

2) 正则化参数 λ 
SVR 模型的惩罚因子，该参数控制模型的复杂度与模型训练误差项的比重，反映了对超出不敏感带

宽度数据的惩罚程度。正则化参数 λ 取值过大，对超出不敏感带宽度数据的惩罚小，会使得模型训练误

差增大，使得模型处于欠学习状态，而 λ 取值过小，能够提升模型回归精度，但模型泛化能力减弱，对

https://doi.org/10.12677/aam.2022.114205


梁姝娜，张齐 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.114205 1885 应用数学进展 
 

于新数据的测试误差将变大，使得模型处于过学习状态。 

许多研究人员使用交叉验证来选择参数(Chen et al. (2007) [21]; Anass et al. (2018) [22])。在实践中，

具有固定(非自适应)参数的学习过程只有在某些情况下才有其优势，因为不同的参数可能最适合不同的数

据，这促使我们考虑对 SVR 中参数进行自适应。因此，基于上述分析，为了使 SVR 的预测效果达到最

优，在本文中，我们提出一种自适应参数学习过程，根据不同的数据本文使用网格搜索和 k-折交叉验证

相结合的方法自适应的选择 SVR 模型最优参数组合 ( ),λ ε 。 
利用网格搜索和 k-折交叉验证相结合的方法优化 SVR 中的参数 ( ),λ ε 的具体步骤如下： 
1) 建立网格坐标。设定参数 λ 和 的范围，设定搜索步长，在 λ、 坐标系上建立二维网格，网格

的节点就是 λ、 组成的参数对； 
2) 划分样本。利用 k-折交叉验证法时，将原始样本均分成 k 组，每组轮流作为验证集，测试其他 k-1

组训练得到的模型； 

3) 确定预测误差。取上述 k 次测试结果的均方误差的平均值作为本次模型的性能指标。对每一组 λ、
的值，计算支持向量回归 k 次交叉验证的均方误差(MSE)； 

4) 确定最优参数组合。网格上所有交叉点处的参数组合经过 k-折交叉验证后，MSE 最小值所对应的

参数组合就是模型的最优参数。 
本文算法： 
 

Step 1. 输入数据集{ }1, , L�  在每台机器上，平滑函数 ( )S i ，带宽 h，不敏感参数 和正则化参数 λ ； 

Step 2. 基于第一台机器 1 的数据计算初始估计 �0β ： 

�
1

1

2T
0 2

1arg min
2p

i i
R i

y X
mβ

λβ β β
+

−
∈ ∈

= − +∑ 


 

Step 3. 对于每一批数据 l ， 1, ,l L= � ，计算 ( ),l lA B ： 

�( )

�( ) �( )

TT 0

T T
0 0

1

1

l

l

i i ii i
l

i

i i i i i ii i
l i i

i

z y XX XA S
h h

z y X z y Xz yB z X S S
h h h

m

m

β

β β

∈

∈

 − −
 ′=   
 

    − − − −−    ′= +            

∑

∑







 
 

Step 4. 计算局部估计量 ( ) ( ) ( )1 2
ˆ ˆ ˆ, , , Lβ β β� ； 

Step 5. 汇总数据将各个机器的局部估计量取平均得到最终估计量： 

( )
1

1ˆ ˆ
L

l
lL

β β
=

= ∑  

5. 数值模拟 

在本节中，我们通过仿真来说明 DC-SVR 的性能。数据由以下模型生成： 

T , 1, 2, ,i i iY X e i nβ= + = �  

其中 pβ = 1 和 X 服从多元正态分布 ( )0,N Σ ， 0.5 i j
ij

−Σ = ，1 ,i j p≤ ≤ 。在我们的模拟中，误差 ie 相互独

立且产生于以下两种分布： 
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1) 标准正态分布， ( )~ 0,1ie N ； 
2) 自由度为 3 的 t 分布， ( )~ 3ie t 。 
最优参数组合 ( ),λ  是由每组数据自动选择的。在模拟中，取 k 为 5，即 5-折交叉验证。根据经验，

将参数 的变化范围设置为
6 5 12 , 2 , , 2− −  � ，并将参数 λ 的变化范围设置为

8 7 12 , 2 , , 2− − −  � ，真参数设

置为 ( ) ( )T 1* 0,1, ,1 pβ += ∈� � 。使用核函数的积分作为平滑函数： 

( ) 3 5

0, if 1

1 15 2 1 , if 1
2 16 3 5

1, if 1

t

S t t t t t

t

≤ −

  = + − + <  

 


≥

 

在本文中，所有模拟结果均为 500 次独立运行的平均值。我们将分而治之的方法应用于经典支持向

量回归中，并与本文的方法进行比较。在这里，我们还用完整数据集(非分布式方法)估计参数，观察

DC-SVR 方法是否接近它。总结一下，我们将报告三种比较方法： 
1) 用完整数据集估计 SVR 的非分布式方法(SVR-ALL)； 
2) naive 分布式经典支持向量回归方法(ND-SVR)； 
3) 分治平滑支持向量回归方法(DC-SVR)。 
为了评估不同方法的表现，本文采用平均绝对偏差(MAD)和均方误差(MSE)作为评价指标。 

� *

1

1MAD
p

k k
kp

β β
=

= −∑  

�( )2
*

1

1MSE
p

k k
kp

β β
=

= −∑  

首先，在表 1 和表 2 中，固定了样本容量 n 和维数 p 的情况下，研究了机器容量 m 不同时 β̂ 的 MAD
和 MSE 的情况。考虑了两种设置： 3p = ， 410n = 和 15p = ， 510n = 。 

 
Table 1. ( )2MAD 10−× , ( )4MSE 10−×  of SVR-ALL, ND-SVR and DC-SVR with 3p = , 410n =  

表 1. 3p = ， 410n = ，SVR-ALL、ND-SVR 和 DC-SVR 的 ( )2MAD 10−× ， ( )4MSE 10−×  

 
50m =  100m =  200m =  

MAD MSE MAD MSE MAD MSE 

( )0,1N  

SVR-ALL 1.041 2.278 1.041 2.278 1.041 2.278 

ND-SVR 1.504 4.764 1.422 3.138 1.334 2.798 

DC-SVR 1.307 2.964 1.275 2.582 1.184 2.402 

( )3t  

SVR-ALL 1.177 2.938 1.177 2.938 1.177 2.938 

ND-SVR 1.799 6.549 1.536 3.781 1.459 3.399 

DC-SVR 1.532 4.033 1.352 3.527 1.273 3.256 
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Table 2. ( )2MAD 10−× , ( )4MSE 10−×  of SVR-ALL, ND-SVR and DC-SVR with 15p = , 510n =  

表 2. 15p = ， 510n = ，SVR-ALL、ND-SVR 和 DC-SVR 的 ( )2MAD 10−× ， ( )4MSE 10−×  

 
200m =  500m =  1000m =  

MAD MSE MAD MSE MAD MSE 

( )0,1N  

SVR-ALL 0.331 0.189 0.331 0.189 0.331 0.189 

ND-SVR 0.450 0.333 0.388 0.251 0.373 0.241 

DC-SVR 0.406 0.257 0.374 0.232 0.352 0.192 

( )3t  

SVR-ALL 0.399 0.257 0.399 0.257 0.399 0.257 

ND-SVR 0.505 0.423 0.463 0.354 0.442 0.330 

DC-SVR 0.453 0.343 0.437 0.315 0.421 0.285 

 
从表 1 和表 2 可以看出，在标准正态误差分布和 t 误差分布下，DC-SVR 始终优于 ND-SVR 方法。

当 m 变大时，DC-SVR 和 ND-SVR 的 MAD 和 MSE 变小。从上述表还可以看出，与在整个数据集上计

算的 SVR-ALL 相比，DC-SVR 比 ND-SVR 方法更加接近 SVR-ALL。 
类似地，在表 3 和表 4 中，我们固定了 p 和 m，改变样本大小 n 来观察估计量 β̂ 的 MAD 和 MSE。

同样考虑了两种设置： 3p = ， 100m = 和 15p = ， 500m = 。 
从表 3 和表 4 中，同样可以看出在标准正态误差分布和 t 误差分布下，DC-SVR 的性能优于 ND-SVR

方法。我们还观察到，MAD 和 MSE 随着样本 n 的增加而减少。上述表中结果也表明 DC-SVR 与在整个

数据集上计算的支持向量回归估计量 SVR-ALL 进行比较时表现良好。 
 

Table 3. ( )2MAD 10−× , ( )4MSE 10−×  of SVR-ALL, ND-SVR and DC-SVR with 3p = , 100m =  

表 3. 3p = ， 100m = ，SVR-ALL、ND-SVR 和 DC-SVR 的 ( )2MAD 10−× ， ( )4MSE 10−×  

 
10000n =  30000n =  50000n =  

MAD MSE MAD MSE MAD MSE 

( )0,1N  

SVR-ALL 1.041 2.278 0.656 0.676 0.498 0.422 

ND-SVR 1.422 3.138 0.835 1.444 0.725 1.066 

DC-SVR 1.275 2.582 0.764 1.021 0.631 0.853 

( )3t  

SVR-ALL 1.177 2.938 0.725 1.093 0.536 0.598 

ND-SVR 1.536 3.781 0.935 1.832 0.820 1.347 

DC-SVR 1.352 3.527 0.882 1.387 0.641 0.931 
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Table 4. ( )2MAD 10−× , ( )4MSE 10−×  of SVR-ALL, ND-SVR and DC-SVR with 15p = , 500m =  

表 4. 15p = ， 500m = ，SVR-ALL、ND-SVR 和 DC-SVR 的 ( )2MAD 10−× ， ( )4MSE 10−×  

 
20000n =  50000n =  100000n =  

MAD MSE MAD MSE MAD MSE 

( )0,1N  

SVR-ALL 0.736 0.921 0.474 0.395 0.331 0.189 

ND-SVR 0.869 1.264 0.570 0.539 0.388 0.251 

DC-SVR 0.796 1.021 0.504 0.485 0.374 0.232 

( )3t  

SVR-ALL 0.935 1.476 0.600 0.618 0.399 0.257 

ND-SVR 0.963 1.544 0.608 0.628 0.463 0.354 

DC-SVR 0.952 1.501 0.603 0.624 0.437 0.315 

6. 结论 

本文针对海量数据集提出了一种基于分而治之的平滑支持向量回归(DC-SVR)估计方法。我们的方法

解决了内存限制和计算时间的问题，其模拟研究也表明了该方法的优越性。本文我们还提出了 SVR 参数

的自适应学习过程，其中最优的参数 ( ),λ ε 是由每次数据自动选择的。选择 ( ),λ ε 的过程是实现 DC-SVR
的一个重要步骤，目前本文采用网格搜索和 k-折交叉验证相结合的方法来优化参数。然而，或许可以设

计一种更有效的方法，相关的研究需要进一步的工作。 
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