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摘  要 

本文考虑了一种受衰减噪声扰动的随机单种群模型，在一定的条件下，根据随机差分方程稳定性相关理

论，讨论了该模型2-周期解的存在性及渐进稳定性，利用MATLAB进行数值仿真，验证本文所得结论的

正确性。 
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Abstract 
In this paper, a random single population model disturbed by decaying noise is considered. Under 
certain conditions, according to the stability theory of stochastic difference equations, the exis-
tence and asymptotic stability of the 2-cycle solution of the model are discussed. Using MATLAB, 
numerical simulation is carried out to verify the correctness of the conclusions obtained in this 
paper. 
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1. 引言 

近些年来，越来越多的人开始注意到，事物的发展都受到不同形式、不同程度外界随机干扰因素的

影响。因此，在确定性模型的基础上，众多学者构建更符合实际动力学性态的随机模型进行研究，并得

到了许多研究结果。例如，Beatrice-Paternoster [1]等研究了一类分数阶随机差分方程的稳定性；Zairan Su 
[2]等研究了两个随机单种群模型，得到了系统平稳分布及平衡点渐进稳定的条件；J. Appleby [3]等研究

了一类具有非双曲平衡和衰减噪声扰动的非线性差分方程的局部稳定性，Leonid-Shaikhet [4]研究了一类

连续时间和受衰减噪声扰动的随机差分方程，得到了系统稳定性的条件。更多研究结果见参考文献[5] [6] 
[7] [8]。 

然而，现实生活中很多实际问题都符合周期行为的特征。比如，果树收成往往以两年为周期，“大

年”和“小年”轮换。一些大城市郊区的高速公路上，常见到以两星期为周期的交通堵塞。我国某些地

区的生猪产量，也有两年周期的起落。对于随机差分方程周期解的稳定性研究较少[9] [10] [11]，值得我

们更进一步的研究。因此，本文基于文献[10]，将确定性方程的循环行为与随机扰动相结合，研究了一类

受衰减噪声扰动的单种群模型 2-周期解的渐进稳定性。 

2. 预备知识 

著名的 Smith 提出密度制约的单种群 Logistic 模型[12] 

( ) ( ) ( )
1 1 1 ,

N t
N t N t r

k
  

+ = + −  
   

                                 (1) 

其中 r > 0 为种群的自然增长率，k > 0 为环境的最大容纳量。 

设 ( ), ,F PΩ 是完备概率空间，关于概率的一些概念和符号说明见文献[13]。 
本文需要下面的一些定义和引理。 

定义 2.1 对任意的 ( ),r a b∈ ， ( )rF x 是 R R→ 上连续可微的函数，定义： 

( ) ( )( )2 ,r r rF x F F x=                                       (2) 

且 ( )2
rF x 也是 R R→ 上连续可微的函数。 
定义 2.2 满足条件 ( )2

rF x x= 且 ( )rF x x≠ 的解称为方程 ( )1 ,n r nx F x n N+ = ∈ 的 2-周期解。 
引理 2.1 [14]假设方程 

( )1 , ,n r nx F x n N+ = ∈                                       (3) 

有 2-周期解： ( ) ( ){ }0 , 1r rx x ，当 ( ) ( ), ,r c d a b∈ ⊂ 时，满足条件 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 0 0 1 1,r r r r r r rF x F x F x k′ ′ ′= = <                            (4) 
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则方程的 2-周期解 ( ) ( ){ }0 , 1r rx x 在 ( ),r c d∈ 上是渐进稳定的。 
在本文中，含有参数的差分方程受衰减的随机噪声扰动，即 

当 n →∞时， 0nρ → 。                                    (5) 

引理 2.2 [15]当 n →∞时， 0nρ → 几乎确定，则对任意 ( )0,1γ ∈ ，存在 γΩ ⊆ Ω， ( )j γ 满足： 

( ) ( ) ( )sup , , 1 .t
n N

j Pγ γρ ω γ ω γ
∈

< ∈Ω Ω > −                               (6) 

引理 2.3 设 ( )1 0,1 , 0ik α∈ ≥ ，对每个 i N∈ 且 lim 0ii
α

→∞
= ，则当 n →∞时， 1

0
0

n
i

n i
i

k α −
=

→∑ 。 

证明： 0 0ε∀ > ，存在 1N N∈ 时，满足
1 1

1 0

11 2

N
ik

k
α ε+

<
−

。 

由 lim 0ii
α

→∞
= 可得，存在 2N N∈ ，当 2n N≥ 时，有

( )0 11
2n

kε
α

−
< 。 

那么，当 1 2n N N> + 时，有 

{ }
( )

1

1

1
1

2

1

1 1 1
0 0 1

1
1 1 1

0 0

0 1 1
1 0

1 1
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1 1 1 .
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k

k k
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ε
α ε

− − −
= = = +

∞
+

≥ = =

+

= +

≤ +

−
≤ + <

− −

∑ ∑ ∑

∑ ∑                            (7) 

所以，当 n →∞时， 1
0

0
n

i
n i

i
k α −

=

→∑ 。 

引理 2.4 [16]方程 ( ) 1 1r
xF x x r
k

  = + −    
有 1 20,x x k= = 两个平衡点。当 ( )0, 2r∈ 时，有稳定的平衡

点；当 ( )2,2.449r∈ 时，有稳定的 2-周期解；当 ( )2.449,2.544r∈ 时，有稳定的 4-周期解；当

( )2.544,2.570r∈ 时，出现倍周期分岔现象；当 r 大于 2.570 时，出现混沌现象。 

3. 二周期解的渐进稳定性 

本文根据 Smith 的密度制约单种群模型，提出下列离散模型： 

1 11 1 ,n
n n n n

X
X X r n N

k
εσ ξ+ +

  = + − + ∈  
  

                           (8) 

其中， ( ) 0.51n nσ −= + 是一个非随机非负系数序列， ( )~ 0,1n Nξ 是随机变量， 0ε > 是一个常数， ( ), 0r c d∈ > 。 
定理 3.1 对 ( ),r c d∈ ， ( )0,1γ ∈ ， γω ∈Ω ，任取 ( )0 , 0rε γ > ，存在 ( )1 0rδ > ， ( ) 1P γ γΩ > − ， γΩ ⊆ Ω，

当 0ε ε< 时，方程(8)有唯一的初值 ( ) ( )( )0 1 10 , 0r rX x xδ δ∈ − + ，则其解 ( )nX ω 满足 

( ) ( ) ( )( )2 1 10 , 0 ,k r rX x x k Nω δ δ∈ − + ∈                            (9) 

且 

( ) ( )2 2 1lim 0 , lim 1 .k r k rk k
X x X x+→∞ →∞

= =                             (10) 

即方程(8)存在渐进稳定的 2-周期解。 
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证明：令 ( ) 1 1 n
r n n

X
F X X r

k
  = + −  

  
， 1 ,n n n n Nρ σ ξ−= ∈ ， nρ 是满足条件(5)的随机变量，则方程(8)

可变为 

( )1 1,n r n nX F X n Nερ+ += + ∈                                (11) 

对连续可微的函数 ( ) ( )2 ˆ, ,rF x r r r∈ ，存在 ( ) ( )1 10,1 , ,1rk kδ ∈ ∈ ，且 ( ) ( )( )1 10 , 0r rx x xδ δ∈ − + ，使得 

( ) ( )2
1 1.r

'F x k< <                                    (12) 

设 0 1β< < ， 1β β≤ ， 2β β≤ ，ζ 介于 ( )rF x 和 ( ) 1rF x β+ 之间，由罗尔中值定理可得 

( )( ) ( )( ) ( )1 1r r r r rF F x F F x Fβ ζ β′+ − =                           (13) 

由 ( ) ( )( )2
r r rF x F F x= 可得： 

( )( ) ( ) ( )2
1 2 1 2r r r rF F x F x Fβ β ζ β β′+ + − = +                        (14) 

令
( )

( ) ( )( )
( ){ } ( )

( ) ( )( )
( ){ } ( )

( ) ( )( )
( ){ }

1 11 1 1 1

1 2 3

0 , 0 0 , 0 1, 1
min , max , max

r r r r r r
r r r r r rx x x x x x x T T

T F x T F x T F x
δ δ δ δ∈ − + ∈ − + ∈ − +

′= = = ，则 

( )( ) ( ) ( ) ( )32
1 2 1 2 1 .r r r r rF F x F x F Tβ β ζ β β β  ′+ + − ≤ + ≤ +                 (15) 

因为 ( ) ( ){ }0 , 1r rx x 是方程的 2-周期解，则 ( )( ) ( )2 0 0r r rF x x= 。 
因此，当 ( ) ( )( )0 1 10 , 0r rx x xδ δ∈ − + 时，有： 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
( )

2
1 2 1 2

2 2 2
1 2 0 0

3
1 0

3
1 1

0 0

0

1 0

1

r r r r r r r

r r r r r r

r r

r

F F x x F F x F x

F F x F x F x F x

T k x x

T k

β β β β

β β

β

β δ

+ + − = + + −

≤ + + − + −

 ≤ + + − 
 ≤ + + 

      (16) 

接下来，令
( )3

1 1 11rT kβ δ δ + + <  ，则 

( )
( )

1 1
3

1

1r

k
T
δ

β
−

<
+

                                     (17) 

根据引理 2.1，令 ( ) ( )1 1 2 2, , γβ ερ ω β ερ ω ω= = ∈Ω ，则 

( )
( )

1 1
3

1
.

1r

k
T j
δ

ε
γ

−
<
 + 

                                    (18) 

根据(16)得 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( )
2 0 1 2

0 1 2 1

0 0

0

r r r r

r r r

X x F F X x

F F X x

ω ω ερ ω ερ ω

ω θ θ δ

− = + + −

= + + − <
                 (19) 

因此 ( ) ( ) ( )( )2 1 10 , 0r rX x xω δ δ∈ − + 。 
由递推法可得 ( ) ( ) ( )( )2 1 10 , 0 ,k r rX x x k Nω δ δ∈ − + ∈ 。 
当 γω ∈Ω ， ( ) ( )( )1 10 , 0r rx x xδ δ∈ − + ， 1 2, 1β β < ， n N∈ 时，令 
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2
1 2 1 2 2 2 1 2 1, , : , , : , ,r r r n n nx F F x F x n Xϑ β β β β ϑ ω ϑ ω ερ ω ερ ω+ += + + − =  

由(15)可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3
2 1 22 1, :r n nnn Tϑ ω ερ ω ε ρ ω α+ +≤ + =                          (20) 

对任意 γω ∈Ω ， n N∈ ，存在一些 0α > ，当 n →∞时， 2nα α< ， 2 0nα → 。 
令 ( ) ( ) ( )2 0n n rX xω ω∆ = − 。 
根据 ( ) ( )( )20 0r r rx F x= 可得 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

1 2 1

2 2
2

2 2
2

1 2 2

1 2

0

0 ,

0 ,

0

( )

n rn

r n r r

r n r r

n r n

n n

X x

F X F x n

F X F x n

k X x

k

ω ω

ω ϑ ω

ω ϑ ω

ω α

ω α

+ +∆ = −

= − +

≤ − +

≤ − +

= ∆ +

                        (21) 

通过递推法可得 

( ) ( ) ( )
1

1 1 0 1 2
0

0
n

n i
n r n i

i
k x x kω α+

+ −
=

∆ ≤ − +∑                             (22) 

由引理 2.2 可得，当 ,nγω ∈Ω →∞时， ( ) ( )2 0n rX xω → 。 
同理可证，当 ,nγω ∈Ω →∞时， ( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 1 2 2 1 0 1n r n n r r rX F X F x xω ω ρ+ += + → = 。 

即方程(8)存在渐进稳定的 2-周期解。 

4. 数值模拟 

方程(8)的 2-周期解 ( ) ( ){ }0 , 1r rx x 为： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2

0 2 2 , 1 2 2
2 2 2 2r r

k r k rk kx r r x r r
r r r r
+ +

= + + − = − + −  

由引理 2.4 得，令 2.2, 1r k= = ，得到 ( )2.2 0 0.746x ≈ 。 
令 1 0.001δ = ，则 

[ ]
( ) ( )

[ ]
( )

( ) ( )

[ ]
( )

( )
[ ]

( )

( )
( ) ( )

3 2 2 3 3
22 2 3

30.745,0.747 0.745,0.747

2 3 3 2 3
2 2 3

30.745,0.7470.745,0.747

2 3 3 2 3
2 2 3

3

2 3 2 3 2 2 4max max 1

3 2 2 2 3 2 4max 1 min

3 2 2 2 3 2 41 0.747 0.745 0.745

0

rx x

xx

r r r r r r'F x r x x x
k k k

r r r r r rr x x x
k k k

r r r r r rr
k k k

∈ ∈

∈∈

+ + +
= + − + −

+ + +
= + + − +

+ + +
= + + × − × − ×

≈ .4268 0.43<

 

因此， 1 0.43k = 。 
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( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ){ }

1

0.745,0.747

2

0.745,0.747

3

0.1627802,2.162945

min 1 1 1.1627802

max 1 1 1.162945

max 2.4838

r x

r x

r rx

xT x r
k

xT x r
k

T F x

∈

∈

∈

   = + − =      
   = + − =      

′= ≈

 

由文献[10]得 ( ) 2j γ = 。 
由(18)得： 

( )
( )

( )
( )

1 1
3

1 0.001 1 0.43
0.000116.

2.4838 1 21r

k
T j
δ

ε
γ

− × −
< = ≈
  + ×+ 

 

通过数值仿真得到方程的二周期解的稳定性图像如图 1，为了作出对比，也得到了当 0.1ε = 时方程

解的图像，如图 2。由此可知， ε 的理论计算值影响 2-周期解的稳定性。 
 

 
Figure 1. 2.2, 0.000116r ε= =  
图 1. 2.2, 0.000116r ε= =  

 

 
Figure 2. 2.2, 0.1r ε= =  
图 2. 2.2, 0.1r ε= =  
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5. 结论 

本文考虑了一种受衰减噪声扰动的随机单种群模型。对于该模型，根据方程二周期解渐进稳定性定

理，证明该随机差分方程 2-周期解是渐进稳定的，结果表明，在衰减噪声扰动下系统的稳定性保持不变，

并通过 MATLAB 数值仿真充分验证了结果。 
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