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摘  要 

本文首先建立了一个具有感染意识和不具有感染意识、人口移徒的HIV/AIDS传染病模型。接着给出了基

本再生数的解析表达式，并证明了无病平衡点的全局渐近稳定性和疾病的一致持久性。然后根据四川省

2004~2018年实际的艾滋病人数量，利用MCMC算法确定模型的最佳参数值，并得到了基本再生数R0 = 
2.95 (95% CI: (0.85~5.25))。最后，数值模拟表明感染意识进展率和移徒对艾滋病传播有重要的影响。 
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Abstract 
First, this paper establishes an HIV/AIDS epidemic model considering migration, with and without 
infection awareness. Then, the expression of the basic regeneration number is given, and the 
global asymptotic stability of the disease-free equilibrium and the uniform persistence of the dis-
ease are proved. Next, according to the number of AIDS patients in Sichuan Province from 2004 to 
2018, the MCMC algorithm is used to determine the optimal parameter value of such model, and 
the basic regeneration number is R0 = 2.95 (95% CI: (0.85~5.25)). Finally, numerical simulations 
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show that the rate of infection awareness progression and migration has important effects on HIV 
transmission. 
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1. 引言 

艾滋病是由人类免疫缺陷病毒引起的导致免疫系统持续恶化的一种疾病，危害极强，一旦感染艾滋

病病毒就会造成免疫系统缺陷，进而引发机会性感染等各种疾病最后导致死亡[1]。根据世界卫生组织发

布的艾滋病自我监测指南，接近 40%的感染者对其病情一无所知。在部分南非地区，甚至 80%的人不知

晓自己的病情，超过 90%的人不清楚自己的伴侣是否感染[2]，这对预防艾滋病的蔓延是一项重大的挑战。

研究表明，增加艾滋病检测，从而增加感染意识的提高率，能有效减少艾滋病的传染率[3]。 
随着艾滋病愈演愈烈，许多数学工作者建立了大量的数学模型对艾滋病进行建模和分析，以寻求最

佳控制手段。一方面，许多研究工作都表明感染意识率对疾病的传播模式具有重要影响[4] [5] [6] [7]，对

其合理控制能有效降低传染率。Sharma 等[4]构建了一个具有时滞的非线性传染病模型，考虑了意识影响

感染个体行为发生改变，研究意识对疾病流行的影响。Roy 等[5]基于大多数感染者不知情下建立了一个

数学模型，得出个体意识能够促使易感染者与感染者之间的感染率降低。纳[6]和朱[7]在建立 HIV 模型时，

也都考虑了感染意识对疾病流行的动态。他们的结果都表明提高意识率，有助于加强感染者的治疗率和

改变个体自我行为，从而有效控制疾病的传播。另一方面，随着经济全球化的发展，交通工具的快速更

迭，加速了人群之间的相互流动，从而加速了疾病的快速传播。因此，在对传染病进行预警和控制过程

中，人口移民问题也应该加以分析。例如马来西亚最近发生的事件表明，该国的移徙问题有所增加，可

能造成疾病传播的高风险[8]。在过去的几十年里，马来西亚卫生专家表明移民一直是一个令人担忧的问

题，因为那些在马来西亚停留更长时间的人会对卫生保健系统造成严重影响[9]。Apenteng 等[10]建立了

一个具有人口移徒的数学模型，得到移民对艾滋病的流行具有关键作用。但是该模型并没有考虑到感染

意识在模型中的作用。 
为了更好地描述艾滋病的流行状况，应该结合实际，将感染意识和人口移民问题加以结合。因此，

在建立艾滋病毒/艾滋病模型时也应考虑到移民问题，特别是在马来西亚等亚洲国家。在全球范围内世界

各国因移民而相互联系，移民不仅对接受移民的国家产生经济影响。还对移民者离开的国家产生健康影

响。另一方面，移民者的保健需要得不到充分满足，这对艾滋病的发展起着一定的影响作用。因此，本

文通过建立具有感染意识和考虑移民对艾滋病传播的影响，并根据实际的病例数据采用 MCMC 算法估计

出模型的最佳参数，从而模拟感染意识率和移民数量的变化对疾病有何种影响，以此来提出有效地控制

策略。 

2. 模型构建 

本节建立具有感染意识和未具有感染意识的 HIV/AIDS 传染病数学模型，并考虑人口移徒对
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HIV/AIDS 传播的动力学行为。将人群分为 5 个仓室：S， uI ， aI ，A 和 M，其中 S 表示易感者， uI 表示为

具有感染意识的染病者(即不知道自己感染 HIV 病毒)， aI 表示具有感染意识的染病者，A 表示艾滋病患

者，M 表示移徒人口的数量。考虑到艾滋病患者已经病情严重，假设这类人群不与易感者接触，因此其不

具备传播能力。这样感染主要发生在具有感染意识和不具有感染意识的 HIV 感染者中，建立如下的模型： 
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,
d

d ,
d
d ( ) .
d
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在模型(1)中， Λ表示易感人群的招募率，d 表示个体的自然死亡率， µ 表示因病死亡率，δ 表示感

染意识的进展率， 1β 表示未具有感染意识传染易感人群的感染率， 2β 表示具有感染意识传染易感人群的

感染率， 1ε 和 2ε 分表表示未具有感染意识个体和具有感染意识个体发展成为艾滋病患者的进展率，

( )1,2,3,4i iθ = 表示移徒人口分别进入易感者、未具有感染意识的感染者、具有感染意识的染病者和艾滋

病患者的进展率，Π表示进入仓室 M 的输入率。 

3. 基本再生数 

定义 

( ) 5, , , , : 0 , , , ,u a u aS I I A M R S I I A M
d+

Λ +Π Ω = ∈ ≤ ≤ 
 

 

易知系统(1)的解是有界的并且Ω 是正向不变集。接下来，全文将在集合Ω 中证明系统(1)的动力学

性质。 

根据系统(1)，容易得到模型始终存在无病平衡点
( )

( )
1 1

0
1 1

,0,0,0,
d

E
d d d
θ θ

θ θ
 Λ + + Π Π
  + + 

。利用下一代矩阵

法和基本再生数的概念[11]，可以得到系统(1)的基本再生数 0R 。令 ( )T, , , ,u ax I S I A M= ，则系统(1)可以

写成如下形式： 
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在无病平衡点 0E 处可以得到 ( )F x 和 ( )V x 的雅克比矩阵： 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.116392


殷崇阳，孟新友 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.116392 3671 应用数学进展 
 

( )

1 2 2

0

0 0
0 0 0 0 0

,0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

S S

f DF E

β β θ 
 
 
 = =
 
 
  

 

( )

1

1 2 1

2 3

1 2 4

1 2 3 4

0 0 0 0
0

0 0 .
0

0 0 0 0

d
S d S

DV x d
d

d

ε δ
β β θ

υ δ ε θ
ε ε µ θ

θ θ θ θ

+ + 
 − 
 = = − + −
 

− − + − 
 + + + + 

 
从而，可以得到再生矩阵为： 
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其中
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，因此，模型(1)的基本再生数为： 
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4. 无病平衡点的全局渐近稳定性 

定理 4.1 当 0 1R < 时，模型(1)的无病平衡点是局部渐近稳定的；当 0 1R > 时，模型(1)的无病平衡点是

不稳定的。 
证明：模型(1)在无病平衡点处的特征方程为： 

( )( )( ) ( )1 1 2
1 2 3 4

2

0.
S d S

d d d
d

λ β ε δ β
λ θ θ θ θ λ µ λ

δ λ ε
− + + + −

+ + + + + + + + =
− + +

        (2) 

显然，方程(2)的 3 个特征值分别为： ( )1 1 2 3 4 dλ θ θ θ θ= − + + + + ， ( )2 dλ µ= − + 和 3 dλ = − ，其余的

特征值由下列方程给出： 
2

1 2 0,c cλ λ+ + =                                    (3) 

其中 ( )1 2 1 1 12c d a dε ε δ β ε δ= + + + − + + ， 2 01c R= − 。 
假设 0 1R < ，可得 ( )1 1 2 12a d dβ ε δ ε ε δ+ + < + + + 。此时 1 0c > ， 1 2 0c c > 。由 Routh-Hurwitz [12]判

据可知，当 0 1R < 时，无病平衡点 0E 是局部渐近稳定的；当 0 1R > 时，无病平衡点 0E 是不稳定的。 
定理 4.2 当 0 1R < 时，无病平衡点 0E 在Ω内是全局渐近稳定的。 
证明：令 
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可知模型在Ω中满足下列不等式： 

( )d
d
x X Y x
t
≤ −  

令 ( )1 20 0 0U S Sβ β= 。因为 ( ) ( )1 1
0R XY Y Xρ ρ− −= = ，由此容易发现， 1

0UY X R U− = 。 
接下来，构造 Lyapunov 函数： 1L UY x−= 。沿着模型(1)求全导数可得 
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d 0
d
L
t
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+
。从而当

d 0
d
L
t
= 时，系统(1)有唯一ω 不变集是单点集 0E 。根据 LaSalle 不变集原理[13]， 0E 在

Ω内全局渐近稳定。 
5. 疾病的一致持久性 

定理 5.1 当 0 1R > 时，对于模型(1)存在一个正常数ξ ，使得对初始值 ( )0 0S ≥ ， ( )0 0uI ≥ ， ( )0 0aI ≥ ，

( )0 0A ≥ ， ( )0 0M ≥ ，模型(1)的所有解满足 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )liminf , , , , , , .u at
I t I t A t M t ξ ξ ξ ξ
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≥

 
证明：令 
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下面，只需要证明模型(1)关于 ( )0 0,X X∂ 是一致持久的。 
首先，可以容易发现 X 和 0X 是正不变集， 0X∂ 在 X 中是闭的。同时模型(1)是点耗散的，因此，模

型(1)存在一个全局吸引子。令 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }0 00 , 0 , 0 , 0 , 0 : , , , , , 0 .u a u aM S I I A M X S t I t I t A t M t X t∂ = ∈∂ ∈∂ ∀ ≥  

现在，证明 

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }0 ,0,0,0, 0 | 0 0, 0 0 .M S M S M∂ = ≥ ≥  

显然， ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }0 ,0,0,0, 0 | 0 0, 0 0S M S M M ∂≥ ≥ ⊆ 。下面只需要证明 

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }0 ,0,0,0, 0 | 0 0, 0 0 .M S M S M∂ ⊆ ≥ ≥  

反证法，令 ( )tϕ 是模型(1)满足初值条件 ( )0ϕ 的一个解，因此，对任意的 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,u at S t I t I t A t M t Mϕ ∂= ∈  
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和 ( )t Mϕ ∂≠ ，此时，至少存在一个 ( ) ( ) ( ), ,u aI t I t A t 不为零。不失一般性，假设 ( ) 0uI t = ， ( ) 0aI t = ，

但 ( ) 0M t > 。对于模型(1)，对 0t∀ > ，有下列不等式成立： 
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这说明对 0t > ， ( ) 0t Xϕ ∉∂ 。这与假设矛盾，因此，可以得到 

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }0 ,0,0,0, 0 | 0 0, 0 0 .M S M S M∂ = ≥ ≥  

同时， M ∂ 仅有一个无病平衡点 0E 且对于 ( )0 Mϕ ∂∈ ， 0E 是紧的，孤立的不变集。 
显然在 M ∂ 内仅有一个平衡点 0E 。根据前面所述结论容易发现 0E 是 X 中的单点集， ( )0 0

sW E X φ∩ = ，

在 M ∂ 中每个轨道都趋向于 0E ， 0E 在 M ∂ 中是非循环的，其中 ( )0
sW E 是 0E 的稳定流行。根据文献[14]

中的定理 4.6 可知，模型(1)关于 ( )0 0,X X∂ 是一致持久的。 

6. 案例研究 

基于四川省 2004 年~2018 年的艾滋病数据，采用马尔科夫链蒙特卡洛算法(MCMC) [15]对模型的参

数进行估计，并以此估算基本再生数来判断四川省艾滋病的发展现状。模型(1)的部分参数和初值根据以

往的数据和经验得到(见表 1)。接下来，对系统(1)的所有参数和初值进行详细估计：1) 易感人群的招募

率(即Λ )：通过四川省统计年鉴可知四川省在 2003 年第底的出生率为千分之 9.18，总人口数为 8529.4 万

[16]。因此，可以计算出每年出生人口约为 782,999 人。2) 人口自然死亡率(即 d)：四川省人口平均预期

寿命是 72 岁[16]，所以该省人口的年自然死亡率约为 1 72d = 。3) 感染者的因病死亡率(即 µ )：艾滋病

每年的死亡率为 0.318 [17]。4) 艾滋病患者的初始值(即 A)：根据中国疾病预防控制中心发布的相关数据

[18]，容易得到 A 的初始值为 56。5) 系统(1)的其他参数和初值由 MCMC 算法估计，见表 1 所示，拟合

结果见图 1 和图 2。 
 

Table 1. Parameter values and initial values of model (1) 
表 1. 模型(1)的参数值和初值 

参数 均值 标准差 95%置信区间 来源 

Λ  782,999 - - [16] 

d 1/72 - - [16] 
µ  0.318 - - [17] 

Π  55565 16474 [23,276, 87,854] MCMC 

1β  7.1974 × 10−9 3.3706 × 10−9 [5.9102 × 10−10, 1.3804 × 10−8] MCMC 

2β  1.4465 × 10−9 9.5271 × 10−10 [0, 3.3138 × 10−9] MCMC 

1ε  0.018456 0.013096 [0.0072, 0.0441] MCMC 

2ε  0.070751 0.012866 [0.0455, 0.0960] MCMC 

δ  0.82093 0.1318 [0.5626, 1.0793] MCMC 

1θ  0.54411 0.27292 [0.0092, 1.0790] MCMC 

2θ  0.037243 0.0066901 [0.0241, 0.0504] MCMC 

3θ  0.0014571 0.0009588 [0, 0.0033] MCMC 
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Continued 

4θ  0.0014526 0.0012237 [0, 0.0039] MCMC 

( )0S  85,294,000 - - [16] 

( )0uI  347.94 160.28 [33.7912, 662.0888] MCMC 

( )0aI  778 - - [18] 

( )0A  56 - - [18] 

( )0M  25,604 11724 [2625, 48583] MCMC 
 

 
Figure 1. The number of newly infected persons in Sichuan Province from 2004 to 2018 
图 1. 四川省 2004~2018 年新增实际染病者数量 

 

 
Figure 2. Cumulative number of infected patients in Sichuan Province from 2004 to 2018 
图 2. 四川省 2004~2018 年累计感染病人数量 
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根据表 1 可知，未具有感染意识的感染者对易感者的传染率 9
1 7.1974 10β −= × ，具有感染意识的感染

者对易感者的传染率 9
2 1.4465 10β −= × 。由此可知 1β 大于 2β ，这表明未具有感染意识的感染者更具有传

染性。这与纳[6]和朱[7]的结果一致。 
从图 1 和图 2 可以看出，拟合效果较好。根据两个拟合结果图，可以发现四川省艾滋病患者呈逐年

上升趋势，形势严峻。利用 MCMC 算法得到了基本再生数 0R 的样本量和频率分布(见图 3)，并计算出基

本再生数 0 2.95R = (95% CI: (0.85~5.25))，这意味着四川省应该重视艾滋病问题。 
 

 
(a) 

 
(b) 

Figure 3. The basic regeneration number R0. (a) Sample size of the basic 
regeneration number, where blue point denotes the values of R0 in the 
confidence interval 95%, red point denotes the values of R0 out of the 
confidence interval 95%, and black line denotes upper and lower confi-
dence limits; (b) frequency distribution of the basic regeneration number, 
where the red line is the probability density curve function of R0 
图 3. 基本再生数 R0。(a) 基本再生数的样本量，蓝点表示 95%置信

区间内 R0值的大小，红点表示 95%置信区间外 R0值的大小，黑色直

线表示置信上限和置信下限；(b) 基本再生数 R0的频率分布，红色曲

线为 R0的概率密度曲线函数 
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选取表 1 中 MCMC 估计的参数值，模拟了减弱未具有感染意识到具有感染意识的进展率对艾滋病数

量变化的影响。 
如图 4 所示，当艾滋病感染者中意识转化率低于 30%时，艾滋病患者数量急剧增加。当艾滋病感染

者意识转化率达到 70%时，艾滋病患者数量随着时间的推移，缓慢增加。当艾滋病感染者中意识转化率

达到 90%时，艾滋病患者数量能够保持在较低水平。因此，感染意识的进展率对控制艾滋病疾病的蔓延

有显著影响。 
 

 
Figure 4. The effect of consciousness conversion rate on the number of AIDS patients 
图 4. 意识转化率对艾滋病患者数量的影响 

 
图 5 模拟了减少人口移徒对艾滋病患者数量的影响。可以发现，当人口移徒降低至 70%水平人口移

徒时，艾滋病患者数量能够得到极大的降低，因此，控制人口移徒对控制艾滋病传播也具有重大意义。 
 

 
Figure 5. The impact of population migration on the number of AIDS patients 
图 5. 人口移徒对艾滋病患者数量的影响 
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7. 结论 

由于艾滋病不能够治愈，也没有疫苗可以预防，已经发展成为全球重大公共卫生问题。利用数学模

型进行分析艾滋病动力学行为，对其进行预警和控制具有重大意义。本文考虑了具有感染意识和未具有

感染意识的艾滋病数学模型，并且考虑了人口移徒对艾滋病模型的影响。讨论了无病平衡点的局部渐近

稳定性，证明了疾病的一致持久性。基于四川省 2004~2018 年艾滋病患者数据进行 MCMC 参数估计，求

出了基本再生数的均值和置信区间 0 2.95R =  (95% CI: (0.85~5.25))。最后，发现提高感染意识的进展率和

控制人口移徒对预防艾滋病的蔓延具有积极作用。因此，倡导对于有高危行为的个体进行积极监测，能

够极大地降低艾滋病的发病人数。 
由于艾滋病的感染者经历的过程十分漫长，因此，在模型中可以考虑更符合实际情况的仓室进行建

模分析。再次，艾滋病病毒对于不同年龄段的人群，感染能力不同，并且不同年龄段发生的高危行为也

有差别，从而导致病毒传播动力学过程有区别。因此，对 HIV 模型进行年龄结构分析也是必不可少的，

这些因素将在接下来的工作中继续展开。 
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