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摘  要 

积分计算是高等数学的重要内容之一。在计算积分的过程中，若不能掌握正确的方法和技巧，往往会把

简单的问题复杂化。通过分析积分区域的对称性、被积函数的对称性及积分变量的轮换对称性，给出一

些重要的结论，并将其应用到积分计算中。 
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Abstract 
Integral is one of the important contents of advanced mathematics. In the process of calculating 
integrals, simple problems are often complicated if the correct methods and techniques are not 
mastered. By analyzing the symmetry of the integration region, the symmetry of the product func-
tion and the rotation symmetry of the integral variable, some important conclusions are given and 
applied to the integral calculation. 
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1. 引言 

在积分求解的过程中，利用对称性是一个非常重要的技巧。一元复杂函数和多元函数的积分计算及

证明往往十分繁琐，用换元法或分部积分法等方法解决并不容易，甚至十分困难。如果我们能够掌握积

分区域的对称性、被积函数的对称性以及积分变量的轮换对称性等重要结论，并合理地应用到实际问题

中，往往能够简化积分求解过程，甚至不用计算就可以直接判断出一些问题的结果。另外，并不是所有

问题都有对称性，如果某些问题没有明显的对称性，这就需要我们分析题目的特点，构造对称性，从而

达到化难为易的目的。本文分别给出了对称性在定积分[1]、重积分[2]、第一二型曲线积分和第一二型曲

面积分[3]中的相关理论及应用。 

2. 对称性在定积分计算中的应用 

定理 1 设函数 ( )f x 在区间 [ ],a a− 上可积： 
1) 如果 ( )f x 是奇函数，则 ( )d 0

a

a
f x x

−
=∫ ； 

2) 如果 ( )f x 是偶函数，则 ( ) ( )
0

d 2 d
a a

a
f x x f x x

−
=∫ ∫ 。 

证明：1) 因为 ( )f x 是奇函数，所以 ( ) ( )f x f x= − −  

( ) ( ) ( )
0

0
d d d

a a

a a
f x x f x x f x x

− −
= +∫ ∫ ∫  

在等号右边的第一个式子中令 x t= − ，则有 

( ) ( )( ) ( ) ( )
0

0

0

0
d d d d

a

a

a

a
f x x f t t f t t f x x

−
= − − = − = −∫ ∫ ∫ ∫  

所以 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

0
d d d d d 0

a a

a

a a

a
f x x f x x f x x f x x f x x

− −
= + = − + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

结论得证。 
2) 因为 ( )f x 是偶函数，所以 ( ) ( )f x f x= −  

( ) ( ) ( )
0

0
d d d

a a

a a
f x x f x x f x x

− −
= +∫ ∫ ∫  

在等号右边的第一个式子中令 x t= − ，则有 

( ) ( )( ) ( ) ( )0 0

0 0
d d d d

a

a

a

a
f x x f t t f t t f x x

−
= − − = − =∫ ∫ ∫ ∫  

所以 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

0 0 0 0
d d d d d 2 d

a a

a a a a a
f x x f x x f x x f x x f x x f x x

− −
= + = + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

结论得证。 
定理 2 设函数 ( )f x 在闭区间 [ ],a b 上可积，则有 

( ) ( )d d
b b

a a
f x x f a b x x= + −∫ ∫  
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若积分区间变为 [ ]0, a ，相应地，结论变为 

( ) ( )
0 0

d d
a a

f x x f a x x= −∫ ∫  

证明：令 a b x t+ − = ，则 x a= 时， t b= ； x b= 时， t a= 。 
于是 

( ) ( )( ) ( )d d d
a

b

b a

a b
f a b x x f t t f x x+ − = − =∫ ∫ ∫  

结论得证。 
定理 3 设函数 ( )f x 在闭区间 [ ]0,a 上可积，如果 ( ) ( )f x f a x= − ，即 ( )f x 是关于区间中点的偶函

数，则有 

( ) ( )2
0 0

d 2 d
a a

f x x f x x=∫ ∫  

证明： ( ) ( ) ( )2
0 0

2
d d d

a aa

af x x f x x f x x= +∫ ∫ ∫ ，在等号右边的第二个式子里，令 x a t= − ，则 

( ) ( )( ) ( ) ( )0
2 2

0 0
2 2

d d d d
a a

a a
a

f x x f a t t f a t t f a x x= − − = − = −∫ ∫ ∫ ∫  

所以 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 0 0

2
d d d 2 d

aa a

a
a

f x x f x x f x x f x x= + =∫ ∫ ∫ ∫  

结论得证。 
定理 4 设函数 ( )f x 在闭区间 [ ]0, a 上可积，如果 ( ) ( )f x f a x= − − ，即 ( )f x 是关于区间中点的奇函

数，则有 

( )
0

d 0
a

f x x =∫  

证明： ( ) ( ) ( )2
0 0

2
d d d

a aa

af x x f x x f x x= +∫ ∫ ∫ 在等号右边的第二个式子里，令 x a t= − ，则 

( ) ( )( ) ( ) ( )0
2 2

0 0
2 2

d d d d
a a a

a af x x f a t t f a t t f a x x= − − − = − − = − −∫ ∫ ∫ ∫  

所以 

( ) ( ) ( )2
0 0

2
d d d 0

aa a
af x x f x x f x x= + =∫ ∫ ∫  

结论得证。 
例 1 设函数 ( )f x 在区间 [ ]0, a 上连续，且 ( ) ( ) 0f x f a x+ − ≠ ，计算 

( )
( ) ( )0

d
a f x

I x
f x f a x

=
+ −∫  

解：令 x a t= − ，则有 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )0 0
d d d

a a a

a

f a t f a x f x
I t x x

f a t f t f a x f x f x f a x
− −

= − = =
− + − + + −∫ ∫ ∫  

https://doi.org/10.12677/aam.2022.117505


刘晓伟 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.117505 4809 应用数学进展 
 

于是 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )0 0 0

2 d d 1d
a a af a x f x

I x x x a
f a x f x f x f a x

−
= + = =

− + + −∫ ∫ ∫  

所以 

2
aI =  

例 2 计算 

( )1

20

ln 1
d

1
x

I x
x
+

=
+∫  

解：令 tanx t= ，则 0x = 时， 0t = ； 1x = 时，
4

t π
=  

于是 

( ) ( ) ( )1 24 4
2 20 0 0

ln 1 ln 1 tan
d sec d ln 1 tan d

1 sec
x t

I x t t t t
x t

π π+ +
= = = +

+∫ ∫ ∫  

而 

( ) ( )( )4 4
0 0

4
0

4 4 4
0 0 0

ln 1 tan d ln cos sin ln cos d

ln 2 cos ln cos d
4

ln 2d cos d ln cos d
4

t t t t t t

t t t

t t t t t

π π

π

π π π

+ = + −

 π  = − −  
  

π = + − − 
 

∫ ∫

∫

∫ ∫ ∫

 

由定理 1 可得 

4 4
0 0

cos d ln cos d
4

t t t t
π ππ − = 

 ∫ ∫  

综上， 

4
0

ln 2ln 2d
4

I t
π π

= =∫  

3. 对称性在二重积分计算中的应用 

定理 5 设二元函数 ( ),f x y 在有界闭区域 R 上连续， 
1) 当 R 关于 x 轴对称时 
a) 如果 ( ) ( ), ,f x y f x y= − ，则 

( ) ( )
1

, d 2 , d
R R

f x y x f x y x=∫∫ ∫∫  

其中 ( ){ }1 , | 0R x y R y= ∈ ≥ 。 
b) 如果 ( ) ( ), ,f x y f x y= − − ，则 

( ), d 0
R

f x y x =∫∫  
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2) 当 R 关于 y 轴对称时 
a) 如果 ( ) ( ), ,f x y f x y= − ，则 

( ) ( )
2

, d 2 , d
R R

f x y x f x y x=∫∫ ∫∫  

其中 ( ){ }2 , | 0R x y R x= ∈ ≥ 。 
b) 如果 ( ) ( ), ,f x y f x y= − − ，则 

( ), d 0
R

f x y x =∫∫  

定理 6 设二元函数 ( ),f x y 在有界闭区域 R 上连续，并且 R 关于原点对称： 
1) 如果 ( ) ( ), ,f x y f x y= − − ，则 

( ) ( ) ( )
1 2

, d 2 , d 2 , d
R R R

f x y x f x y x f x y x= =∫∫ ∫∫ ∫∫  

其中 ( ){ }1 , | 0R x y R y= ∈ ≥ ， ( ){ }2 , | 0R x y R x= ∈ ≥ 。 
2) 如果 ( ) ( ), ,f x y f x y= − − − ，则 

( ), d 0
R

f x y x =∫∫  

定理 7 设二元函数 ( ),f x y 在有界闭区域 R 上连续，并且 R 具有轮换对称性，则 

( ) ( ), d , d
R R

f x y f y xσ σ=∫∫ ∫∫  

例 3 证明当 ( ) ( ) ( ) ( ) 0z a x z b yϕ ϕ− + − = 时， ( )2 2 2 0x y c c+ = > 和 0z =  

围成立体的体积等于 ( )21
2

c a bπ + ，其中ϕ 为任意正的可积函数，且 0a > ， 0b > 。 

证明： ( ) ( ) ( ) ( ) 0z a x z b yϕ ϕ− + − = ，即
( ) ( )
( ) ( )

a x b y
z

x y
ϕ ϕ
ϕ ϕ

+
=

+
 

( ) ( )
( ) ( )

d d d d
R R

a x b y
V z x y x y

x y
ϕ ϕ
ϕ ϕ

+
= =

+∫∫ ∫∫  

其中 ( ){ }2 2 2, | , 0R x y x y c c= + = > 。 
显然区域 R 具有轮换对称性，所以 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

d d d d
R R

a x b y a y b x
V x y x y

x y x y
ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

+ +
= =

+ +∫∫ ∫∫  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )2

2 d d d d

d d d d

R R

R R

a x b y a y b x
V x y x y

x y x y

a b x y
x y a b x y c a b

x y

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
ϕ ϕ

+ +
= +

+ +

+ +
= = + = π +

+

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫
 

所以 

( )21
2

V c a b= π +  
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例 4 计算 

( )d
R

I x y σ= +∫∫  

其中 ( ){ }2 2, | 9R x y x y= + ≤ 。 
解： 

( ) ( )

( )

( )

1

22
0

3

0

2
0

d 4 d d

4 d sin cos d

36 sin cos d 72

R R

I x y x y x y

r r

σ

θ θ θ

θ θ θ

π

π

= + = +

= +

= + =

∫∫ ∫∫

∫ ∫

∫

 

例 5 计算 

( )2 3 5 2 d
D

I x x y σ= + − +∫∫  

其中 ( ){ }2 2, | 1R x y x y= + ≤ 。 
解： 

( ) ( )2 23 5 2 d d 3 5 d 2 d
D R R R

I x x y x x yσ σ σ σ= + − + = + − +∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫  

因为区域 R 关于原点对称，并且 ( ) ( )3 5 3 5x y x y− = − − − −  ，所以 

( )3 5 d 0
R

x y σ− =∫∫  

所以 

12 3 22
0 0

9d 2 d 4 d cos d 2
4R R

I x r rσ σ θ θ
π

= + = + π = π∫∫ ∫∫ ∫ ∫  

4. 对称性在三重积分计算中的应用 

定理 8 设三元函数 ( ), ,f x y z 在有界闭体 V 中连续，并且 V 关于 yoz 平面对称： 
1) 如果 ( ) ( ), , , ,f x y z f x y z= − ，则 

( ) ( )
1

, , d 2 , , d
V V

f x y z V f x y z V=∫∫∫ ∫∫∫  

其中 ( ){ }1 , , | 0V x y z V x= ∈ ≥ 。 
2) 如果 ( ) ( ), , , ,f x y z f x y z= − − ，则 

( ), , d 0
V

f x y z V =∫∫∫  

同理可得 V 关于 xoy(或 xoz)平面对称的情形。 
定理 9 设三元函数 ( ), ,f x y z 在有界闭体 V 中连续，并且 V 关于原点对称： 
1) 如果 ( ) ( ), , , ,f x y z f x y z= − − − ，则 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3

, , d 2 , , d 2 , , d 2 , , d
V V V V

f x y z V f x y z V f x y z V f x y z V= = =∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫  

其中 ( ){ }1 , , | 0V x y z V x= ∈ ≥ ， ( ){ }2 , , | 0V x y z V y= ∈ ≥ ， ( ){ }3 , , | 0V x y z V z= ∈ ≥ 。 
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2) 如果 ( ) ( ), , , ,f x y z f x y z= − − − − ，则 

( ), , d 0
V

f x y z V =∫∫∫  

定理 10 设三元函数 ( ), ,f x y z 在有界闭体 V 中连续，并且 V 具有轮换对称性，则 

( ) ( ) ( ), , d , , d , , df x y z V f y z x V f z x y V
Ω Ω Ω

= =∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫  

例 6 计算 

( )d
V

I x z V= +∫∫∫  

其中 V 是由 2 2z x y= + 与 2 21z x y= − − 所围成的区域。 
解： 

2 24
0 0 0

1
d d 0 d d d cos sin d

8V V V

I x V z V z V r r rθ ϕ ϕ ϕ
π

π π
= + = + = =∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫ ∫ ∫ ∫  

例 7 计算 

( )2 d
V

x y z V+ +∫∫∫  

其中 ( ){ }, , | 0 1,0 1,0 1V x y z x y z= ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ 。 
解： 

( ) ( )2 2 2 2 2

1 1 1 12
0 0 0 0 0 0

1 1

d 2 2 2 d 3 d 6 d

3 53 d d d 6 d d d 1
2 2

V V V V

x y z V x y z xy yz xz V x V xy V

z y x x z y xy x

+ + = + + + + + = +

= + = + =

∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

例 8 计算 

( )2 d
V

x z V+∫∫∫  

其中 ( ){ }2 2 2, , | 1, 0V x y z x y z z= + + ≤ ≥ 。 
解： 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
1

1

2 2 2 2 2 2 2

22 2 4
0 0

12
0

1d 2 d d d
2

1 1 4d d sin d d
3 3 15

V V V V

V

x z V x xz z V x z V x z V

x y z V r rθ ϕ ϕ
π π

+ = + + = + = +

= + + = = π

∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫

∫∫∫ ∫ ∫ ∫
 

其中 ( ){ }2 2 2
1 , , | 1V x y z x y z= + + ≤ 。 

5. 对称性在第一型曲线积分计算中的应用 

定理 11 [4]设二元函数 ( ),f x y 在光滑曲线段 L 上可积，并且 L 关于 x 轴对称： 
1) 如果 ( ) ( ), ,f x y f x y= − ，则 

( ) ( )
1

, d 2 , d
L L

f x y s f x y s=∫ ∫  

其中 ( ){ }1 , | 0L x y L y= ∈ ≥ 。 
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2) 如果 ( ) ( ), ,f x y f x y= − − ，则 

( ), d 0
L

f x y s =∫ . 

同理可得当曲线段 L 关于 y 轴对称的情形。 
定理 12 设二元函数 ( ),f x y 在光滑曲线段 L 上可积，并且 L 关于原点对称： 
1) 如果 ( ) ( ), ,f x y f x y= − − ，则 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3

, d 2 , d 2 , d 4 , d
L L L L

f x y s f x y s f x y s f x y s= = =∫ ∫ ∫ ∫  

其中 ( ){ }1 , | 0L x y L y= ∈ ≥ ， ( ){ }2 , | 0L x y L x= ∈ ≥ ， ( ){ }3 , | 0, 0L x y L x y= ∈ ≥ ≥ 。 
2) 如果 ( ) ( ), ,f x y f x y= − − − ，则 

( ), d 0
L

f x y s =∫ . 

定理 13 设二元函数 ( ),f x y 在光滑曲线段 L 上可积，并且 L 具有轮换对称性，则 

( ) ( ), d , d
L L

f x y s f y x s=∫ ∫  

例 9 计算 

( )2 3 d
L

I x y s= +∫  

其中 ( ){ }2 2 2, |L x y x y R= + = 。 
解：显然 L 关于原点对称，所以由定理 12 可得 

( )
1

2 3 2 3 2

2

2 3
0 2 2

d d d 4 d 0

4 1 d

L L L L

R

I x y s x s y s x s

xx x R
R x

= + = + = +

 −
= + = π  − 

∫ ∫ ∫ ∫

∫
 

例 10 计算 

( )2 2 23 4 5 d
L

x y xy s+ +∫  

其中 ( )
2 2

, | 1
4 3
x yL x y

 
= + = 
 

，周长为 a。 

解：显然 L 关于 y 轴对称，所以由定理 11 可得 

( ) ( )2 2 2 2 2 23 4 5 d 3 4 d 5 d 12 0 12
L L L

x y xy s x y s xy s a a+ + = + + = + =∫ ∫ ∫  

例 11 [5]计算 
2d

L

z s∫  

其中 L 为 2 2 2 2x y z a+ + = 被 0x y z+ + = 所截部分。 
解： 

( )
2

2 2 2 2 2 2 2 31 1 2d d d d d d
3 3 3 3L L L L L L

az s x s y s z s x y z s s a
 

= + + = + + = = π 
 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  
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6. 对称性在第二型曲线积分计算中的应用 

定理 14 设二元函数 ( ),P x y ， ( ),Q x y 在有向曲线段 L 上连续，并且 L 关于 x 轴对称： 
1) 如果 ( ) ( ), ,P x y P x y= − ，则 

( ), d 0
L

P x y x =∫  

2) 如果 ( ) ( ), ,P x y P x y= − − ，则 

( ) ( )
1

, d 2 , d
L L

P x y x P x y x=∫ ∫  

3) 如果 ( ) ( ), ,Q x y Q x y= − − ，则 

( ), d 0
L

Q x y y =∫  

4) 如果 ( ) ( ), ,Q x y Q x y= − ，则 

( ) ( )
1

, d 2 , d
L L

Q x y y Q x y y=∫ ∫  

其中 ( ){ }1 , | 0L x y L y= ∈ ≥ 。 
同理可得当 L 关于 y 轴对称的情形。 
定理 15 设二元函数 ( ),P x y ， ( ),Q x y 在有向曲线段 L 上连续，并且 L 关于原点对称： 
1) 如果 ( ) ( ), ,P x y P x y− − = 且 ( ) ( ) ( ), , , ,Q x y Q x y x y L− − = ∈ ，则 

( ) ( ), d , d 0
L

P x y x Q x y y+ =∫  

2) 如果 ( ) ( ), ,P x y P x y− − = − 且 ( ) ( ) ( ), , , ,Q x y Q x y x y L− − = − ∈ ，则 

( ) ( ) ( ) ( )
1

, d , d 2 , d , d
L L

P x y x Q x y y P x y x Q x y y+ = +∫ ∫  

其中 ( ){ }1 , | 0 0L x y L x y= ∈ ≥ ≥或 。 
定理 16 设二元函数 ( ),P x y ， ( ),Q x y 在有向曲线段 L 上连续，并且 L 具有轮换对称性，则 

( ) ( ), d , d
L L

P x y x P y x y=∫ ∫  

例 12 计算 
2 2d d

L

y x x y+∫  

其中 ( )
2 2

2, | 1
2

x yL x y
a

 
= + = 
 

，沿顺时针方向。 

解： ( ) ( )2 2, , ,P x y y Q x y x= = ，因为 L 关于原点对称，由定理 15 可得 
2 2d d 0

L

y x x y+ =∫  

例 13 计算 

2 2

d d
1L

x y
x y

+
+∫  

其中 ( ){ }, | 1L x y x y= + = ，沿逆时针方向。 
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解： 

2 2 2 2 2 2

d d d d
1 1 1L L L

x y x y
x y x y x y

+
= +

+ + +∫ ∫ ∫  

因为 L 关于 x 轴对称，且 2 2

1
x y

是关于 y 的偶函数，则由定理 1 知 

2 2

d 0
1L

x
x y

=
+∫  

又因为 L 具有轮换对称性，所以 

2 2 2 2

d d 0
1 1L L

x y
x y x y

= =
+ +∫ ∫  

综上 

2 2 2 2 2 2

d d d d 0
1 1 1L L L

x y x y
x y x y x y

+
= + =

+ + +∫ ∫ ∫  

7. 对称性在第一型曲面积分计算中的应用 

定理 17 设三元函数 ( ), ,f x y z 在光滑曲面 S 上可积，并且 S 关于 xoy 平面对称： 
1) 如果 ( ) ( ), , , ,f x y z f x y z= − ，则 

( ) ( )
1

, , d 2 , , d
S S

f x y z f x y zσ σ=∫∫ ∫∫  

其中 ( ){ }1 , , | 0S x y z S z= ∈ ≥ 。 
2) 如果 ( ) ( ), , , ,f x y z f x y z= − − ，则 

( ), , d 0
S

f x y z σ =∫∫  

同理可得当曲面 S 关于 xoz 平面(或 yoz 平面)对称时的结论。 
证明： 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ){ }

1 2

2 2

22

2 2

, , d , , d , , d

, , , 1 d d

, , , 1 d d

, , , , , , 1 d d

xy

xy

xy

S S S

x y
D

x y
D

x y
D

f x y z f x y z f x y z

f x y z x y z z x y

f x y z x y z z x y

f x y z x y f x y z x y z z x y

σ σ σ= +

= + +  

+ − + − + −  

= + − + +      

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

 

其中 ( ){ }1 , , | 0S x y z S z= ∈ ≥ ， ( ){ }2 , , | 0S x y z S z= ∈ ≤ ，所以 
1) 当 ( ) ( ), , , ,f x y z f x y z− = 时，有 

( ) ( )
1

, , d 2 , , d
S S

f x y z f x y zσ σ=∫∫ ∫∫  

2) 当 ( ) ( ), , , ,f x y z f x y z− = − 时，有 

( ), , d 0
S

f x y z σ =∫∫  
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定理 18 设三元函数 ( ), ,f x y z 在光滑曲面 S 上可积，并且 S 具有轮换对称性，则 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, , d , , d , , d

1 , , , , , , d
3

S S S

S

f x y z f y z x f z x y

f x y z f y z x f z x y

σ σ σ

σ

= =

= + +  

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫
 

例 13 计算 

( )d
S

xy yz zx σ+ +∫∫  

其中 S 为 2 2z x y= + 被 2 2 2x y ax+ = 所截部分。 
解： 

( ) 2 2

2 cos 32
0

2

4 5 42

2

d 0 0 d 2 d d

2 d cos d

644 2 cos d 2
15

xyD

a

xy yz zx s zx s x y x y

r r

a a

θ
θ θ

θ θ

∑ ∑

π

π
−

π

π
−

+ + = + + = +

=

= =

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫ ∫

∫

 

8. 对称性在第二型曲面积分中的应用 

定理 19 设三元函数 ( ), ,P x y z 在逐片光滑的曲面 S 上有定义，并且 S 关于 yoz 平面对称： 
1) 如果 ( ) ( ), , , ,P x y z P x y z= − ，则 

( ), , d d 0
S

P x y z y z =∫∫  

2) 如果 ( ) ( ), , , ,P x y z P x y z= − ，则 

( ) ( )
1

, , d d 2 , , d d
S S

P x y z y z P x y z y z=∫∫ ∫∫  

定理 20 设三元函数 ( ), ,P x y z 在逐片光滑的曲面 S 上有定义，并且 S 具有轮换对称性，则 

( ) ( ) ( ), , d d , , d d , , d d
S S S

f x y z y z f y z x z x f z x y x y= =∫∫ ∫∫ ∫∫  

例 14 计算 
2 2 2d d d d d dx y z y z x z x y

Σ

+ +∫∫  

其中Σ为 ( )2 2 2 0z x y z h= + ≤ ≤ 的下侧。 
解：因为Σ关于 xoz 和 yoz 平面对称，并且两侧方向相反，所以由定理 19 可得 

2 2d d d d 0x y z y z x
Σ

+ =∫∫  

所以 

( ) 22 2 2 2 2 2 3 4
0 0

d d d d d d d d d d d d
2

xy

h

D

x y z y z x z x y z x y x y x y r r hθ
π

Σ Σ

π
+ + = = − + = = −∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫ ∫ 

 

其中 ( ){ }2 2 2, |xyD x y x y h= + ≤ 。 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.117505


刘晓伟 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.117505 4817 应用数学进展 
 

9. 结论 

在积分计算过程中，常见的方法有换元法和分部积分法等。然而，当遇到复杂函数积分计算和证明时，

特别是涉及到三元或三元以上函数问题时，用常规方法解决往往十分困难。本文利用积分区域对称、被积

函数对称及轮换对称，系统、全面地给出了定积分、重积分、第一型曲线积分、第二型曲线积分、第一型

曲面积分、第二型曲面积分中的一些重要结论，并通过实例进行验证，得到如下结论： 
1) 充分而恰当地使用积分域对称性、被积函数对称性及轮换对称性的特点，能够有效地简化某些积

分计算，尤其对于第二类曲面积分来说，可以有效防止路径方向与曲面侧对解题者产生的干扰，使解题难

度有效降低，进而提升解题的全面性与准确性； 
2) 实际应用中遇到的并非全是对称性问题，这样的问题往往具有很大的难度，与前人研究相比，本

文为此类问题提供不同构造对称性的方法，进而转化为对称性问题求解。 
对称性在积分运算中占有重要地位，今后将加深对此类问题的研究。在理论上将得到更多重要结论，

在应用上将进一步考虑积分对称性在实际生产生活中的应用。 
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