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摘  要 

本文主要基于采样控制研究半马尔科夫跳变时滞忆阻神经网络的同步问题。首先，通过微分包含、集值

映射以及鲁棒分析方法将具有半马尔科夫跳变的时滞忆阻神经网络转化为带不确定参数的传统半马尔科

夫跳变神经网络。其次，基于采样控制器，构造一个包含采样信息更多的Lyapunov泛函，使得采样周期

更长，从而获得保守性更低的同步判据。最后，通过实例仿真来验证所得理论结果的有效性。 
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Abstract 
This paper investigates the problem of sampled-data synchronization for semi-Markovian jump 
delayed memristive neural networks. First, the semi-Markovian jump delayed memristive neural 
networks are converted into traditional semi-Markovian jump neural network with uncertain pa-
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rameters by differential inclusion, set-valued mapping and robust analysis. Next, based on the 
sampled-data controller, a Lyapunov functional with more sampling information is constructed to 
make the sampling period longer, so as to obtain a new synchronization standard with lower con-
servatism. Finally, a numerical example illustrates the feasibility and effectiveness of the obtained 
theory results. 
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1. 引言 

自从忆阻器被发现以来[1]，很多学者致力于忆阻器的研究。如在文献[2]中，Sah 等研究发现忆阻器

能够很好的模拟人类的大脑行为。文献[3]中，Prezioso 等首次研发出基于忆阻器的神经网络芯片。该芯

片的顺利研发，开启了忆阻神经网络的研究热潮。此后，忆阻神经网络的动力学行为的研究也受到了大

量的关注。 
近几十年，由于忆阻神经网络同步的重要性，时滞忆阻神经网络的同步问题引起了许多研究者的关

注。对于忆阻神经网络的指数同步问题，文献[4]利用李雅普诺夫泛函理论，结合不等式技术和牵制控制

方法得到了具有反应扩散项的时滞忆阻神经网络指数同步的充分条件。文献[5]将复值忆阻神经网络的驱

动–响应模型转化为两个实值忆阻神经网络，建立了时变时滞复值忆阻神经网络指数同步的一些充分条件。

而针对忆阻神经网络的反同步问题，文献[6]在驱动–响应系统的框架下，通过 Lyapunov 函数方法和一

些不等式技巧，给出了复值忆阻神经网络反同步的几个充分条件。文献[7]在 Filippov 意义下，结合不等

式技巧得到了随机忆阻神经网络的有限时间反同步准则。 
目前，学者们也提出了许多忆阻神经网络的同步控制方法。比如文献[8]建立了一种新颖的忆阻神经

网络的同步误差，根据同步误差设计相应的自适应控制器，从而得到了忆阻神经网络的同步充分条件。

文献[9]设计了一种具有反馈控制的自适应控制器，通过 Lyapunov 函数方法实现了一类具有混合时变时

滞的广义忆阻神经网络的指数同步。而文献[10]通过设计状态反馈控制器，研究了具有随机扰动和时变时

滞的忆阻递归神经网络的指数同步问题。文献[11]利用状态反馈控制方法，获得了耦合惯性忆阻神经网络

有限时间同步的充分条件。对比以上连续控制方法，在采样控制的过程中，仅需要将系统在采样点处的

信息传输到控制器中。因此采样控制方法具有以下优点：1) 有效的减少了信息传输量，从而节约了网络

的通讯资源；2) 成本较低，容易实现，具有较高的可靠性。然而，使用采样控制器研究忆阻神经网络同

步问题的结果还比较少；因此，使用采样控制研究忆阻神经网络的同步问题是本文的研究动机之一。 
另一方面，马尔科夫现象在实际情况中是普遍存在的，比如突然加剧的环境干扰、组件故障等情况。

因此，具有马尔科夫跳变的神经网络也吸引了许多研究者的关注。文献[12]实现了具有部分未知转移概率

的马尔科夫跳变忆阻神经网络的有限时间稳定。文献[13]研究了具有反应扩散项的马尔科夫跳变复值忆阻

神经网络的有限/固定时间的同步问题及其应用。文献[14]基于采样控制器，使用代数的方法获得了具有
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反应扩散项的马尔科夫跳变时滞忆阻神经网络同步的充分条件。然而，与马尔科夫过程不同，半马尔科

夫的逗留时间不再服从指数分布，而是服从更一般的概率分布，如拉普拉斯分布、韦伯分布等。因此，

研究具有半马尔科夫跳变的忆阻神经网络更具有一般性。所以，本文的另外一个研究动机是基于采样控

制研究具有半马尔科夫跳变的时滞忆阻神经网络的同步问题。 
根据上述分析，本文主要研究基于采样控制的半马尔科夫跳变时滞忆阻神经网络的同步问题。本文

内容组织如下：在第二节中，将具有半马尔科夫跳变的时滞忆阻神经网络模型通过微分包含理论、集值

映射理论以及鲁棒分析技巧转化为具有半马尔科夫跳变的带不确定参数的传统神经网络，并设计系统相

关的采样控制器以及给出必要的引理和定理。在第三节中，基于采样控制器，构建一个包含采样信息的

Lyapunov 泛函，得到具有半马尔科夫跳变的时滞忆阻神经网络同步的充分条件。在第四节中，给出实例

仿真来验证所得理论结果的可行性与有效性。最后，在第五节给出本文的一个总结。 
符号：∗表示对称矩阵中的对称块，R 是实数域， 0A > 表示 A 是正定矩阵， 0A < 表示矩阵 A 是负

定矩阵， nI 是 n 维单位矩阵， TA 表示矩阵 A 的转置， 1A− 表示矩阵 A 的逆， ⋅ 表示一个向量的 Euclid
范数或一个矩阵的诱导范数， { }diag  是块对角矩阵， { }Sym X 表示 TX X+ ， { }xε 表示随机变量 x 的 

数学期望。设 ( ) ( ) ( ){ }max ,ij t ij t ij ta r a r a r=  

， ( ) ( ) ( ){ }min ,ij t ij t ij ta r a r a r=  

， ( ) ( ) ( )( )1
2ij t ij t ij ta r a r a r+ = + ，

( ) ( ) ( )( )1
2ij t ij t ij ta r a r a r− = − ， ( ) ( ) ( ){ }max ,ij t ij t ij tb r b r b r=

 

， ( ) ( ) ( ){ }min ,ij t ij t ij tb r b r b r=
 

， 

( ) ( ) ( )( )1
2ij t ij t ij tb r b r b r+ = + ， ( ) ( ) ( )( )1

2ij t ij t ij tb r b r b r− = − 。 

2. 模型描述与预备知识 

2.1. 模型描述 

本文考虑以下具有半马尔科夫跳变的时滞忆阻神经网络 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ), ,t t tx t C r x t A x t r f x t B x t r f x t t Iτ= − + + − +               (1) 

其中， ( ) ( ) ( ) ( ) T
1 2, , , nx t x t x t x t=   

是神经状态向量， ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) T

1 1 2 2, , , n nf x f x f x f x ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅  表示

非线性神经激活函数； ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2, , , 0t t t n tC r diag c r c r c r= > 是一个对角矩阵， 

( )( ) ( )( )( ), ,t ij i t n n
A x t r a x t r

×
= 和 ( )( ) ( )( )( ), ,t ij i t n n

B x t r b x t r
×

= 分别是具有随机跳变过程 ( )r t 的非时滞和时

滞忆阻连接权矩阵，其中 ( )r t 是一个表示系统模态有限状态半马尔科夫过程，即 ( )r t 在一个给定的有限

集 { }1,2, , N℘ =  上取离散值。I 是一个外部输入向量， ( )tτ 是时变时滞且满足： ( )0 tτ τ≤ ≤ ， ( ) 1t vτ ≤ <  
(τ与 v 是常数)。为了后续描述的方便，令 ( )tC r ， ( )( ), tA x t r ， ( )( ), tB x t r 为Cλ ， ( )( )A x tλ ， ( )( )B x tλ ，

其中 λ ∈℘。 
令 ( ){ }, 0r t t ≥ 是概率空间 ( ), ,Ω Ψ  上右连续离散状态半马尔科夫过程，且在有限集 { }1,2, , N℘ = 

上取值，其转移概率与转移速率之间的关系有如下定义： 

( ) ( ){ } ( ) ( )
( ) ( )

,
Pr

1 ,
ij

ii

o i j
r t j r t i

o i j

π σ σ σ
σ

π σ σ σ

 + ≠+ = = = 
+ + =

, 

其中 0σ > ，
( )

0
lim 0

o
σ

σ
σ→

= ； ( )ijπ σ 表示当 i j≠ 时，由 t 时刻模态 i 跳跃到 t σ+ 时刻模态 j 的转移速率；

且每个模态 i 都有 ( ) ( )1,
N

ii ijj j iπ σ π σ
= ≠

= −∑ 。 

根据忆阻器的电流–电压特征，系统(1)的参数可以表示为： 
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( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

,
,

,
ij t i i

ij i t
ij t i i

a r x t T
a x t r

a r x t T

 ≤= 
>





, 

( )( )
( ) ( )
( ) ( )

,
,

,
ij t i i

ij i t
ij t i i

b r x t T
b x t r

b r x t T

 ≤= 
>




, 

其中 ( )ij ta r

， ( )ij ta r

， ( )ij tb r


， ( )ij tb r


( ), 1, 2, ,i j n=  都是常数。 
根据集值映射理论[15]和微分包含理论[16]，系统(1)可以转化为以下神经网络 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )( ) ( ) ( ){ } ( )( )( ), ,i i t ij t ij t ij t ij t ix t c r x t co a r a r f x t co b r b r f x t t Iτ∈ − + + − +
 

 

         (2) 

或等价的，对于 1,2, ,i n=  存在可测函数 ( ) ( ) ( ){ },ij t ij t ij ta r co a r a r∗ ∈  

， ( ) ( ) ( ){ },ij t ij t ij tb r co b r b r∗ ∈
 

使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )i i t ij t ij t ix t c r x t a r f x t b r f x t t Iτ∗ ∗= − + + − +                  (3) 

由[17]中的引理 2.1，系统(3)可以转化为如下神经网络： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 2x t C x t A Ma t Na f x t B Mb t Nb f x t t Iλ λ λ λ λ λ λ λ λ τ+ += − + + Θ + + Θ − +       (4) 

其中， 

( )( )ij t n n
A a rλ

+ +

×
= , ( )( )ij t n n

B b rλ
+ +

×
= , 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 211 1 1 1 1, , , , , ,t n t n t n nn t n
n n

Ma a r a r a r a rλ ς ς ς ς− − − −

×
=    , 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 2

T

11 1 1 1 1, , , , , ,t n t n t n nn t n
n n

Na a r a r a r a rλ ς ς ς ς− − − −

×
=    , 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 211 1 1 1 1, , , , , ,t n t n t n nn t n
n n

Mb b r b r b r b rλ ς ς ς ς− − − −

×
=    , 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 2

T

11 1 1 1 1, , , , , ,t n t n t n nn t n
n n

Nb b r b r b r b rλ ς ς ς ς− − − −

×
=    , 

n
i Rς ∈ 表示第 i 个元素为 1，其他元素为 0 的列向量；并且 ( ) ( )T

i it t Iλ λΘ Θ ≤ ， 1,2i = 。 
本文考虑(1)为主系统，对应的从系统如下： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ), ,t t ty t C r y t A y t r f y t B y t r f y t t I u tτ= − + + − + +            (5) 

其中，系统的参数表示为 

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

,
,

,
ij t i i

ij i t
ij t i i

a r y t T
a y t r

a r y t T

 ≤= 
>





, 

( )( )
( ) ( )
( ) ( )

,
,

,
ij t i i

ij i t
ij t i i

b r y t T
b y t r

b r y t T

 ≤= 
>




, 

其中， ( )ij ta r

， ( )ij ta r

， ( )ij tb r


， ( )ij tb r


，I 与系统(1)中的参数一致， ( )u t 是控制输入向量。 
经处理得： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )( ) ( )

3

4

y t C y t A Ma t Na f y t

B Mb t Nb f y t t I u t

λ λ λ λ λ

λ λ λ λ τ

+

+

= − + + Θ

           + + Θ − + +



                   (6) 
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其中 Aλ
+ ， Bλ

+ ， Maλ ， Naλ ， Mbλ ， Nbλ 与系统(4)一致， ( ) ( )T
i it t Iλ λΘ Θ ≤ ， 3,4i = 。 

定义误差信号为 ( ) ( ) ( )e t y t x t= − ，由(4)和(6)可表示误差系统如下： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )( ) ( )

3

4 1

e t C e t A Ma t Na g e t

B Mb t Nb g e t t u t G

λ λ λ λ λ

λ λ λ λ τ

+

+

= − + + Θ

          + + Θ − + +



                   (7) 

其中 ( )( ) ( )( ) ( )( )g e f y f x⋅ = ⋅ − ⋅ , 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )1 3 1 4 2G Ma t Na Ma t Na f x t Mb t Nb Mb t Nb f x t tλ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ τ= Θ − Θ + Θ − Θ − . 

假设系统的控制信号由零阶保持器生成，保持时间的序列为 0 1 20 kt t t t= < < < < < 。本文拟采用

的采样控制器设计为： 

( ) ( ) ( ) ( )( )ku t Ke t sign e t e tγ= − − Ω +  , 1k kt t t +≤ ≤                        (8) 

其中 K 为采样反馈控制器的增益矩阵， γ 是可谐调的参数， ( ) ( ) ( ){ }1 2, , , ndiag v t v t v tΩ =  ，且有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 ,i i i i i i i i
i

i

x t T y t T x t T y t T
v t

r

 ≤ ≤ > >= 


且 或 且

其它
, 

( )ke t 是 ( )e t 在采样瞬间 kt 时刻的离散测量值，且有 lim kx
t

→∞
= +∞ 。假设对任意整数 0k ≥ 有 1k k kt t h h+ − = ≤ ，

其中 h 是最大的采样区间。 
将控制器(8)代入(7)式可得 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

3 4

1

e t C e t A Ma t Na g e t B Mb t Nb g e t t

G Ke t h t sign e t e t

λ λ λ λ λ λ λ λ λ τ

γ

+ += − + + Θ + + Θ −

          + − − − Ω +





        (9) 

其中 1k kt t t +≤ ≤ ， ( ) kh t t t= − ， ( )0 h t h≤ ≤ ，并且对于所有的 kt t≠ ， ( ) 1h t = 。 
注 1：受到文献[18]的启发，本文引入具有符号函数项的控制器(8)。本文控制器中的符号函数项在误

差系统的参数匹配时取 0，在误差系统的参数不匹配时取 ir ，从而便于系统的处理。 

2.2. 预备知识 

为了方便推导具有半马尔科夫跳变的时滞忆阻神经网络采样同步的充分条件，本文给出以下定义、

假设和引理。 
定义 1 [19]对于定义在区间 { }max , ,0hτ−   上的初值条件 ( ) ( )e t tψ= 和 ( )0r N∈ ，如果满足以下条

件 

( ) ( ) ( )( ){ }2

0
lim d , 0

T

x
e s s t eε ψ

→∞
< ∞∫                           (10) 

则误差系统(9)随机稳定，即主系统(1)与从系统(5)随机同步。 
假设 1 假设系统(1)的神经激活函数 ( )if ⋅ ( )1,2, ,i n=  满足下列条件：对任意的 1 2,x x R∈ ，有 

( ) ( )1 2

1 2

i i
i i

f x f x
x x

β β− +−
≤ ≤

−
, 1 2x x≠ , 1, 2, ,j n=  ,  

( )i if F⋅ ≤ , 

其中， iβ − ， iβ + ， 0iT > 是已知常数。 
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引理 2 [20]对于矩阵 U、 J和对称矩阵ℜ ，若 T 1 Tє є 0−ℜ + + <UU J J ，则当且仅当以下不等式成立 

( )T 0ℜ + + <UFJ UFJ , 

其中 є 0> ， T I<F F 。 
引理 3 [20]对于给定的矩阵 1∆ , 2∆ , 3∆ ，且满足 T

1 1∆ = ∆ ， T
2 20 < ∆ = ∆ ，若 

T
1 3

3 2

0
 ∆ ∆

< 
∆ −∆ 

或 2 3
T
3 1

0
−∆ ∆ 

< ∆ ∆ 
, 

当且仅当 T 1
1 3 2 3 0−∆ + ∆ ∆ ∆ < 。 

引理 4 [21]对于矩阵 0 n nT R ×< ∈ 和任意可微函数 [ ]1 2: , nRσ β β → ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1

TT T T
2 1 2 1 2 1 1 1d 3T T T

β

β
β β σ θ σ θ θ σ β σ β σ β σ β− − ≤ − − − − Ω Ω      ∫    

其中 ( ) ( ) ( )2

1
1 2 1

2 1

2 d
β

β
σ β σ β σ θ θ

β β
Ω = + −

− ∫ 。 

3. 主要内容 

本节在定理 3.1 中给出具有半马尔科夫跳变的时滞忆阻神经网络采样同步的充分条件。推导出该条

件的 Lyapunov 函数由包含半马尔科夫跳变的二次函数和包含采样信息的积分项组成。 
为了方便表达，我们定义块矩阵 ( ) ( ), 1 , 110 0i nn i n n i nI I− −

 =   ( )1,2, ,11i =  ，部分向量和矩阵定义如下： 

( )1 1 2, , , ndiagβ β β β− − −=  , ( )2 1 2, , , ndiagβ β β β+ + +=  , 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

T

T T
1

2 d
t

t t
t e t e t t e s s

t τ
τ

τ −

 
Λ = + − − 

  
∫ , 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
T

T T
2

2 d
t t

t
t e t t e t e s s

t
τ

τ
τ τ

τ τ
−

−

 
Λ = − + − − 

−  
∫ , 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

T

T T
3

2 d
t

t h t
t e t e t h t e s s

h t −

 
Λ = + − − 

  
∫ , 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
T

T T
4

2 d
t h t

t h
t e t h t e t h e s s

h h t
−

−

 
Λ = − + − − 

−  
∫ , 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

T T T T
1

T

T T T T

2, d ,

2, d ,

t

t t

t t

t

t e t e t t e t e t t e s s
t

e t t e t e t t e t e s s
t

τ

τ

τ

η τ τ
τ

τ τ τ τ
τ τ

−

−

−


= − − + − −




             − − − − + − − − 

∫

∫
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

T T T T
2

T

T T T T

2, d ,

2, d ,

t

t h t

t h t

t h

t e t e t h t e t e t h t e s s
h t

e t h t e t h e t h t e t h e s s
h h t

η
−

−

−


= − − + − −




              − − − − + − − − 

∫

∫
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

T T T T T T

T T

2, , , , , , d ,

2 2 2d , d , d , , .

t

t t

t t t t h t

t t h t t h

t e t e t t e t e t h t e t h e t e s s
t

e s s e s s e s s g e t g e t t
t h t h h t

τ

τ

τ

ξ τ τ
τ

τ
τ τ

−

− −

− − −


= − − − −




            − − − 

∫

∫ ∫ ∫



 

定理 3.1 假设 1 成立，对给定参数 γ ，τ ， µ ，具有半马尔科夫跳变的时滞忆阻神经网络(1)和(5)
是随机同步的，如果存在对称正定矩阵 1Q 、 2Q 、 3Q 、 1R 、 2R 、Pλ ( )λ ∈℘ ，正定对角矩阵 W、 1M 、 2M ，

任意合适维数的矩阵 R、 1mX 、 2mX 、 3mX ( )1,2m = 和正参数 ks ( )1,2,3,4k = ，使得下列线性矩阵不等式

成立 

1 2
T

2 3

0
* 3

0
* * 0
* * * 3

m m m

m m m
m

m

m

R X X
R X X

R
R

R

 
 
 = >
 
 
 

, ( 1, 2m = )                         (11) 

1

2

3

4

* 0 0 0
0* * 0 0

* * * 0
* * * *

i i i i i

i

WMa WMb WMa WMb
s I

s I
s I

s I

γ γ Ω
 

− 
 Π = <−
 

− 
 − 

                      (12) 

其中， 

{ } ( ) ( )

( ) ( )

( )

T T T T T T
1 6 1 1 1 1 2 3 1 2 1 2 3 2 3 5 3 5

1

T 2 2 T T T T
6 1 2 6 1 1 1 2 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 11

T T T
11 1 11 2 1 2 2 2 2 1 2

1

1
2

1
2

N

i i ij j
j

Sym I PI I P I I Q Q Q I I Q I I Q I I Q I

I R h R I R R I M Sym I M I

I M I I M Sym I M

π µ

τ ς ς ς ς β β β β

β β β β

=

Ω = + + + + − − − −

           + + − − − + +  
  

          − − + +


∑

{ }
{ }

( ) ( )

T
12 12 2 12

T T T T T
1 6 1 1 1 11 1 12 1 4

T T T T T
6 6 6 1 6 11 6 12 6 4

T T T T
11 1 3 11 12 2 4 12

i i i

i i i

i i i i

I I M I

Sym I WI I WC I I WA I I WB I I LI

Sym I WI I WC I I WA I I WB I I LI

I s s Na Na I I s s Nb Nb I

γ γ γ γ γ

γ γ

+ +

+ +

 
− 

 

         + − − + + −

         + − − + + −

         + ∗ + + ∗ +

 

且， 

[ ]T
1 1 2 1 2 7 2 3 2 3 8, , ,I I I I I I I I I Iς = − + − − + − , 

[ ]T
2 1 4 1 4 9 4 5 4 5 10, , ,I I I I I I I I I Iς = − + − − + − . 

设计的采样控制器(8)式中的参数有如下限制： 

( )
1

n

i ij ij ij ij j
j

r a a b b F
=

= − + −∑ ,                             (13) 

并且控制增益矩阵为 1K W L−= 。 
证明：对于误差系统(9)，选取如下 Lyapunov 泛函 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
3

1
, ,l

l
V e t r t V e t r t

=

= ∑                              (14) 
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其中， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )T
1 ,V e t r t e t P r t e t= , 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T
2 1 2 3, d d d

t t t

t t t t h
V e t r t e s Q e s s e s Q e s s e s Q e s s

τ τ− − −
= + +∫ ∫ ∫ , 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T
3 1 2, d d d d

t t t t

t t h
V e t r t e s R e s s h e s R e s s

τ θ θ
τ θ θ

− −
= +∫ ∫ ∫ ∫    . 

半马尔科夫跳变过程的若无穷小算子为： 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ){ } ( ) ( )( )

0

, , ,
, lim

E V x t r t x t r t V x t r t
V e t r t

∆→

+ ∆ + ∆ −
=

∆
 ,            (15) 

其中 ∆ 是一个很小的正数。令 ( )r t i= ，应用全概率公式和条件概率公式，且根据文献[22]的计算公式，

可得： 

( ) ( )( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

T
1 1,0

T T

T

0 1,

1, lim Pr

Pr

1lim
1

N
jj j i

i i

N
ij i i

j
j j i i

V e t r t r t j r t i e t P e t

r t i r t i e t Pe t e t Pe t

q G G
e t P e t

G
σ σ

σ

= ≠∆→

∆→ = ≠

= + ∆ = = + ∆ + ∆∆

                           + + ∆ = = + ∆ + ∆ − 

 + ∆ −
                         = + ∆ + ∆

∆ −

             

∑

∑



( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T1

1
i

i i
i

G
e t Pe t e t Pe t

G
σ

σ
− + ∆

              + + ∆ + ∆ − − 

          (16) 

其中σ 表示系统从最后一次跳跃开始保持在模态 i 时逗留的时间， ( )iG t 是系统保持在模态 i 时逗留时间

的概率分布函数， ijq 是系统从模态 i 跳跃到模态 j 的概率密度。给定的∆ 很小， ( )e t + ∆ 的一阶近似为 

( ) ( ) ( ) ( )e t e t e t ο+ ∆ = + ∆ + ∆                              (17) 

因此，将(17)式带入(16)式且由于
( )

0
lim 0

o
σ →

∆
=

∆
，所以有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

T T
1 0 1,

T T T

1, lim
1

1
1

N
ij i i

j
j j i i

i
i i

i

q G G
V e t r t e t e t P e t e t

G

G
e t e t P e t e t e t Pe t

G

σ σ
σ

σ
σ

∆→ = ≠

 + ∆ −
= + ∆ + ∆

∆ −
− + ∆

                             + + ∆ + ∆ − 
− 

∑  

 



      (18) 

根据概率分布函数的性质，有如下式子成立 

( ) ( )( )
( )( ) ( )

0
lim

1
ij i i

i
i

q G G
G

σ σ
π σ

σ∆→

+ ∆ −
=

− ∆
, 

( )
( )0

1
lim 1

1
i

i

G
G

σ
σ∆→

− + ∆
=

−
, 

( ) ( )( )
( )0

lim 0
1

ij i i

i

q G G
G

σ σ
σ∆→

+ ∆ −
=

−
 

其中 ( )iπ σ 表示系统从模态 i 跳跃的转移速率。定义 ( ) ( )ij ij iqπ σ π σ ( )i j≠ ，且满足 

( ) ( )
1,

N

ii ij
j j i

π σ π σ
= ≠

− ∑ 。 

综上，可得 
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( ) ( )( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )

( ) { } ( ) ( )

T T
1

1

T T T
1 6 1 1

1

,
N

i ij j
j

N

i ij j
j

V e t r t Sym e t Pe t e t P e t

t Sym I PI I P I t

π σ

ξ π σ ξ

=

=

 
= +  

 
 

                          = + 
 

∑

∑



                (19) 

此外， 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

T T
2 1 2 3 1

T T
2 3

T T T T T
1 1 2 3 1 2 1 2 3 2 3 5 3 5

, 1

1

V e t r t e t Q Q Q e t e t t Q e t t

e t Q e t e t h Q e t h

t I Q Q Q I I Q I I Q I I Q I t

µ τ τ

τ τ

ξ µ ξ

= + + − − − −

                            − − − − − −

                          = + + − − − −



        (20) 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 T 2 T T T
3 1 2 1 2, d d

t t

t t h
V e t r t e t R e t h e t R e t e s R e s s h e s R e s s

τ
τ τ

− −
= + − −∫ ∫            (21) 

因为 ( )0 1,2mR m> = ，利用引理 4 和文献[23]中的互凸技术，可以得到 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )

T
1

T T
1 1 1 1

T T
1 2 1 2

T
1 1 1

d

( 3

3

,

t

t
e s R e s s

e t e t t R e t e t t t R t
t

e t t e t R e t t e t t R t
t

t R t

τ
τ

τ τ τ
τ

τ τ τ τ τ
τ τ

η η

−
−

   ≤ − − − − − + Λ Λ   

      − − − − − − − + Λ Λ   −

≤ −

∫  

         (22) 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )

T
2

T T
2 3 2 3

T T
2 4 2 4

T
2 2 2

d

3

3

.

t

t h
h e s R e s s

h e t e t h t R e t e t h t t R t
h t

h e t h t e t h R e t h t e t h t R t
h h t

t R tη η

−
−

   ≤ − − − − − + Λ Λ   

      − − − − − − − + Λ Λ   −

≤ −

∫  

        (23) 

所以， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )T T 2 2 T T
3 6 1 2 6 1 1 1 2 1 2, ,V e t r t t t I R h R I R R tξ τ ς ς ς ς ξ≤ + − −               (24) 

下面考虑激活函数的信息，并且利用系统的信息，根据假设 1 和对角矩阵 1 0M > ， 2 0M > ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )T T T
1 1 2 1 1 2 1 0e t M e t e t M g e t g e t M g e tβ β β β− + + ≤              (25) 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( )( )( ) ( )( )( )

T T
1 2 2 2 1 2

T
2 0

e t t M e t t e t t M g e t t

g e t t M g e t t

τ β β τ τ β β τ

τ τ

− − − − + −

+ − − ≤
             (26) 

根据(25)式和(26)式，有： 

( ) ( )

( ) ( )

T T T T T
1 1 1 2 1 1 1 2 11 11 1 11 2 1 2 2

T T
2 2 1 2 12 12 2 12

10
2

1
2

t I M sym I M I I M I I M

sym I M I I M I t

ξ β β β β β β

β β ξ

   ≤ − + + − −   
  

        + + −   
   

          (27) 

根据系统(9)，对于任意合适维数的对角矩阵 W 和正标量 γ 有 
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( ) ( )( ) [ ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

T T
3

4 1 2

0 2 e t e t W e t C e t A Ma t Na g e t

B Mb t Nb g e t t G G Ke t h t sign e t e t

λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

γ

τ γ

+

+

= + − − + + Θ

      + + Θ − + + − − − Ω + 

 



      (28) 

其中， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1

3 1

4 2

1 1

2

2

2

0.

n n

i i i ij ij ij ij j i
i j

e t e t W G sign e t e t

e t e t W Ma t Na Ma t Na f x t

Mb t Nb Mb t Nb f x t t sign e t e t

e t e t w a a b b F r

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

γ γ

γ

τ γ

γ
= =

 + − Ω +   
= + Θ − Θ

   + Θ − Θ × − − Ω + 
 

≤ + − + − − 
 

=

∑ ∑

 







           (29) 

对任意参数 1 0s > ，利用引理 2 可得 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

T
3

T T 1 T T
1 1

2

.

e t WMa t Na g e t

s g e t Na Na g e t s e t WMa Ma We t
λ λ λ

λ λ λ λ

γ

γ γ −

Θ

≤ +
                 (30) 

同理 

( ) ( ) ( )( )( )
( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )

T
4

T T 1 T T T
2 2

2

.b

e t WMb t Nb g e t t

s g e t t Nb Nb g e t t s e t WMb M W e t

λ λ λ

λ λ λ λ

γ τ

γ τ τ γ −

Θ −

≤ − − +
             (31) 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

T
3

T T 1 T T
3 3

2

.

e t WMa t Na g e t

s g e t Na Na g e t s e t WMa Ma We t
λ λ λ

λ λ λ λ
−

Θ

≤ +



 

                   (32) 

( ) ( ) ( )( )( )
( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )

T
4

T T 1 T T T
4 4

2

.b b

e t WMb t Nb g e t t

s g e t t Nb Nb g e t t s e t WM M W e t

λ λ λ

λ λ

τ

τ τ −

Θ −

≤ − − +



 

               (33) 

令 L WK= ，整理可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )( )

T T T T

T T T T

T T T T
1

1 T T T T
1 2

0 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

e t We t e t WC e t e t WA g e t e t WB g e t t

e t WKe t h t e t We t e t WC e t e t WA g e t

e t WB g e t t e t WKe t h t s g e t Na Na g e t

s e t WMa Ma We t s g e t t Nb N

λ λ λ

λ λ

λ λ λ

λ λ λ

γ γ γ γ τ

γ

τ γ

γ γ τ

+ +

+

+

−

≤ − − + + −

      − − − − +

      + − − − +

      + + −



   

 

( )( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )

1 T T T T T 1 T T
2 3 3

T T 1 T T T
4 4 .

b

b b

b g e t t

s e t WMb M W e t s g e t Na Na g e t s e t WMa Ma We t

s g e t t Nb Nb g e t t s e t WM M W e t

λ

λ λ λ λ λ λ

λ λ

τ

γ

τ τ

− −

−

−

      + + +

      + − − +

 

 

      (34) 

根据(34)式，有 

( ) { }(
{ }

( ) ( ) ) ( )

T T T T T T
1 6 1 1 1 11 1 12 1 4

T T T T T
6 6 6 1 6 11 6 12 6 4

T T T T
11 1 3 11 12 2 4 12

1 T T T 1
1 1 1 2 1

0 i i i

i i i

i i i i

t Sym I WI I WC I I WA I I WB I I LI

Sym I WI I WC I I WA I I WB I I LI

I s s Na Na I I s s Nb Nb I t

s I WMa Ma W I s Iλ λ

ξ γ γ γ γ γ

γ γ ξ

γ γ

+ +

+ +

− −

≤ − − + + −

      + − − + + −

      + ∗ + + ∗ +

      + + T T T
1

1 T T T 1 T T T
3 6 6 4 6 6.

b

b b

WMb M W I

s I WMa Ma W I s I WM M W I
λ λ

λ λ
− −      + +

            (35) 
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将(27)式和(35)式加到 ( ) ( )( ), ,V e t r t t 中，对于任意的 i N∈ ，并对(12)式运用引理 3，可得到 

( ) ( )( ) ( ) ( )T, , ( )iV e t r t t t tξ ξ≤ Π                             (36) 

由定理 3.1 的条件可知，必存在常数 0c > ，使得 

( ) ( )( ) ( ) 2
, ,V e t r t t c e t≤ −                               (37) 

然后，使用 Dynkin 公式，对于所有的 0t > ，都有 

( ) ( )( ){ } ( ) ( )( ){ } ( ) 2
0

0

, , , 0 , d
t

V e t r t t V t r t c e s sε ε ψ ε
 

− < −  
 
∫                 (38) 

得 

( ) ( ) ( )( ){ }2 1
0

0

d , 0 ,
t

e s s c V t r tε ε ψ− 
≤ 

 
∫                         (39) 

因此，(10)式成立。根据定义 1，可得主系统(1)和从系统(5)是随机同步的；证明完成。 
注 2：因为网络的通讯资源有限，所以减少具有时滞的忆阻神经网络的信息传输量是十分关键的。

而采样控制器仅将系统在采样点的信息传输到控制器中，所以能有效的节约网络通讯资源。因此，本文

设计了采样控制器来研究具有半马尔科夫跳变的时滞忆阻神经网络，该采样控制器有效的减少了系统的

信息传输量。 
注 3：当处理 ( ) ( )T

2 d
t

t h
h e s R e s s

−
− ∫   时，利用引理 4 和文献[23]中的互凸技术，能够充分利用采样区间

上的信息。 

4. 仿真算例 

为了验证本文给出的定理 3.1 的可行性和有效性，本节将使用一个仿真算例来进行说明。 
例 4.1 考虑一个含有两个神经元的半马尔科夫跳变的时滞忆阻神经网络(1)，所含参数如下： 

1

1 0
0 1

C  
=  

 
, 2

0.9 0
0 1

C  
=  

 
, 

( ) 1
11 1

1

1.75, 3
2.1, 3

x
a x

x
 ≤′ =  >

, ( ) 1
12 1

1

0.1, 3
0.12, 3

x
a x

x
− ≤′ = − >

, 

( ) 2
21 2

2

4.7, 3
5.1, 3

x
a x

x
− ≤′ = − >

, ( ) 2
22 2

2

2.85, 3
3.2, 3

x
a x

x
 ≤′ =  >

, 

( ) 1
11 1

1

1.7, 3
1.6, 3

x
b x

x
− ≤′ = − >

, ( ) 1
12 1

1

0.08, 3
0.11, 3

x
b x

x
− ≤′ = − >

, 

( ) 2
21 2

2

0.3, 3
0.2, 3

x
b x

x
− ≤′ = − >

, ( ) 2
22 2

2

2.5, 3
2.38, 3

x
b x

x
− ≤′ = − >

, 

( ) 1
11 1

1

1.7854, 3
2.0472, 3

x
a x

x
 ≤′′ =  >

, ( ) 1
12 1

1

0.8, 3
1.2, 3

x
a x

x
 ≤′′ =  >

, 

( ) 2
21 2

2

0.2, 3
0.4, 3

x
a x

x
− ≤′′ =  >

, ( ) 2
22 2

2

1.5236, 3
1.6283, 3

x
a x

x
 ≤′′ =  >

, 
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( ) 1
11 1

1

2.2214, 3
1.3329, 3

x
b x

x
− ≤′′ = − >

, ( ) 1
12 1

1

0.1, 3
0.3, 3

x
b x

x
− ≤′′ =  >

, 

( ) 2
21 2

2

0.5, 3
0.7, 3

x
b x

x
− ≤′′ =  >

, ( ) 2
22 2

2

1.9252, 3
1.6661, 3

x
b x

x
− ≤′′ = − >

, 

根据以上参数，计算如下： 

1

0.175 0.01 0 0

0 0 0.2 0.175
Ma

 
=   

 
, 

T

1

0.175 0 0.2 0

0 0.01 0 0.175
Na

 
=   

 
, 

1

0.05 0.015 0 0

0 0 0.05 0.06
Mb

 
=   

 
, 

T

1

0.05 0 0.05 0

0 0.015 0 0.06
Nb

 
=   

 
, 

2

0.131 0.2 0 0

0 0 0.3 0.05235
Ma

 
=   

 
, 

T

2

0.131 0 0.3 0

0 0.2 0 0.05235
Na

 
=   

 
, 

2

0.44425 0.2 0 0

0 0 0.6 0.12955
Mb

 
=   

 
, 

T

2

0.44425 0 0.6 0

0 0.2 0 0.12955
Nb

 
=   

 
. 

假设 ( ) e
1 e

t

ttτ =
+

，则有 1τ = ， 0.25v = 。激活函数为 ( ) ( )0.6 tanhf s s= ∗ 。显然，激活函数满足假设 

1，且 1 2 0.6β β− −= = − ， 1 2 0.6β β+ += = 。 ( )r t 是右连续的半马尔科夫过程，转移速率矩阵取为

( ) [ ]12 2.4, 2.6π σ ∈ ， ( ) [ ]21 2.2, 2.8π σ ∈ 。根据文献[24]可知 

( ) ,
1

N

ij k ij k
k

π σ ξ π
=

∑ , 
1

1
N

k
k

ξ
=

=∑ , 0kξ > , 1, 2, ,k N=  , 

且有
( )

( )
,

1 , ,
1

1 , ,
1

ij ij
ij

ij k
ij ij

ij

k i j j N
N

k i j j N
N

π π
π

π
π π

π

+ −
+

+ −
−

 −
− − ≠ ∈

 −= 
− + − = ∈ −

。 

所以，当 2N = 时，可得 12,1 2.6π = ， 12,2 2.4π = ， 21,1 2.8π = ， 21,2 2.2π = 。 
现在，本文在控制器(8)下验证定理 3.1 的有效性。当初值条件为 ( ) [ ]T0.5 0.3x t = − ， 

( ) [ ]T0.9 0.5y t = 时，取 2γ = ，利用定理 3.1 可得主从系统实现同步的最大采样周期为 0.11h = ，并且可

以得到(8)中的增益矩阵为： 
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5.2725 0.0049
0.0347 5.1649

K  
=  − 

. 

图 1 表示当控制输入为 0 时，误差系统的状态轨迹；由图 1 可知，两个系统均为不稳定的忆阻系统。

图 2 表示由定理 3.1 获得的控制增益下，误差系统的状态轨迹；图 2 验证了定理 3.1 的有效性。图 3 表示

控制输入的轨迹。图 4 表示具有半马尔科夫跳变的系统模态轨迹。 
 

 
Figure 1. State trajectory of error system without control 
图 1. 误差系统在没有控制下的状态轨迹 

 

 
Figure 2. The state trajectory of error system under sampling control 
图 2. 误差系统在采样控制下的状态轨迹 
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Figure 3. Sampling control input 
图 3. 采样控制输入 

 

 

Figure 4. Semi-Markov jump process ( ){ }r t  

图 4. 半马尔科夫跳变过程 ( ){ }r t  

5. 结论 

本文通过采样控制器，研究了具有半马尔科夫跳变的时滞忆阻神经网络的同步问题。该方法有效的

减少了网络通讯资源的浪费。本文首先通过微分包含、集值映射以及鲁棒分析方法将具有半马尔科夫跳

变的时滞忆阻神经网络转化为带不确定参数的传统半马尔科夫跳变神经网络。然后，基于 Lyapunov 稳定
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性理论，构造了一个包含采样信息的 Lyapunov 泛函，得到了保守性更低的同步判据，从而设计出了有效

的采样控制器。最后，通过实例仿真来验证了所得理论结果的有效性。 
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