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摘  要 

在本文中，我们针对流体力学中的Burgers方程以及浅水波方程，构造了高精度熵稳定格式。我们首先

以熵守恒数值通量为基础，通过添加适当的数值熵粘性的方式，构造了熵稳定数值通量，实现了熵不等

式，最终建立了熵稳定数值格式。广泛的数值结果均验证了本格式保持高分辨率和无伪振荡的良好特性。

我们相信该格式在流体力学领域会有着相当广泛的应用前景。 
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Abstract 
In this article, we aim at building high-order entropy stable scheme for the Burgers equation and 
shallow water equation in fluid mechanics. Based on the entropy conservative numerical flux, we 
first construct the entropy stable numerical flux by adding appropriate numerical entropy viscos-
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ity, then achieve the entropy inequality, and achieve the entropy stable finite difference scheme 
eventually. Extensive numerical results illustrate that the resulting scheme keeps high resolution 
and is free of spurious oscillations. We believe that this scheme will have a wide application pros-
pect in the field of fluid mechanics. 

 
Keywords 
Entropy Conservation, Entropy Stable, Entropy Inequality, Shallow Water Equation,  
Burgers Equation 

 
 

Copyright © 2022 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

在本文中，我们主要通过高精度数值格式来求解拟线性双曲型守恒律方程/方程组的初值问题 

( ) ( ) ( )00, ,0 , , 0.t xu f u u x u x x t+ = = ∈ℜ >                         (1.1) 

该初值问题具有以下特点，即使给出了充分光滑的初始条件 ( )0u x ，相应的解 ( ),u x t 也会出现间断，

这就导致了无法得到古典解。因此，必须从弱解的意义上来考虑该初值问题的解，也就是说要允许存在

更为一般的弱解类。但是，弱解类又过于宽泛，这就导致了该初值问题的弱解可能不唯一。因此，我们

需要增加额外的条件，来筛选出物理相关的解[1]。此处增加的条件就被称为熵条件，而据此条件选择出

来的物理相关的解也被称为熵解。熵解 u 可以看作是具有某种耗散的解 uε 的极限，即 0limu uε
ε→= ，其

中 uε 是下列方程的解 

( ) ( ) ( ), 0,0 1.t xx x
u f u u u uε ε ε ε εε β β ε + = > < <                       (1.2) 

浅水波方程是用来描述浅水环境下各种类型流体运动规律的重要数学模型。它可以用于刻画湖泊、

河流、灌溉渠和沿海地区的流体流动。在处理垂直运动尺度明显小于水平运动尺度这样的近似浅水环境

下，通过简化流体动力学中的 Navier-Stokes 方程，可以得到浅水流体的平均深度的连续性方程和动量方

程[2] [3]。本文研究的目的在于设计一个有效的熵稳定格式，用于求解一维浅水波方程 

2 2 0,1
2

huh
hut x hu gh

  ∂ ∂  + =   ∂ ∂ +   

                             (1.3) 

这里， ( )h h x= 表示流体的高度，u 表示速度，g 表示重力加速度。该方程的一般紧致向量形式为 

( ) 0,t xU F U+ =                                    (1.4) 

其中， [ ]T,U h hu= 是质量和动量的守恒变量， ( )
T

2 21,
2

F U hu hu gh = +  
是流通量。 

为了实现熵稳定性，Tadmor 引入了熵变量和熵势的概念，设计了一类二阶精度的熵守恒格式[4]，并

为格式是否熵稳定提供了一个判别准则，即：如果三点格式比熵守恒格式包含更多粘性，则它们是熵稳定

的[5] [6]。根据该准则，可以通过向熵守恒格式添加合适的扩散算子来设计熵稳定的格式。我们通过利用

物理粘性和热传导的耗散通量将这一思想应用于欧拉方程。然而，只有在非常精细的网格上，才会有比较

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2022.118596
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


张志壮 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.118596 5650 应用数学进展 
 

满意的结果。此外，守恒定律系统的熵守恒通量的计算复杂且代价高昂。为了克服这一障碍，Ismail 和

Roe 为欧拉方程提出了一种简单且计算高效的熵守恒通量[7]。Fjordholm 等人提出了一种构造高阶格式的

方法[8]。该方法将高阶熵守恒通量和适当的数值扩散算子相结合，涉及满足符号特性的重构[9] [10] [11]。 
此外，在过去几十年中，浅水波方程的其他数值格式也得到了很好的发展，例如加权基本无振荡格

式，间断伽辽金格式，变分迭代法，和无网格方法等等[12]-[20]。在各种数值方法中，加权基本无振荡格

式和间断伽辽金格式已被研究并得到广泛普及。从成功的基本无振荡格式发展而来，加权基本无振荡格

式使用非线性权重在解的平滑区域自动实现高阶精度，并在不连续处实现基本无振荡分辨率[21]。近年来

设计了许多加权基本无振荡格式类型方法[22] [23] [24] [25] [26]，构造了不同的限制器以抑制冲击附近的

振荡。但是这些方法的具有严格稳定性的结果仍远未完成，尤其是非线性问题。 
本文针对浅水波方程的空间导数离散过程，提出了一种具有高分辨的熵稳定数值通量表达式；并将

该格式分别应用于一维浅水波方程的数值算例中，数值结果表明该格式具有高分辨率和基本无震荡的良

好特点，是模拟浅水波方程的理想格式。 

本文的其余部分结构如下。在第 2 节中，我们简要概述了双曲型守恒定律的相关理论。第 3 节描述

了用于求解 Burgers 方程和浅水波方程的熵稳定格式的详细设计过程。第 4 节介绍了我们所做的数值实验

及结果，旨在评估该格式在实践中的表现。最后的第 5 节则是结论。 

2. 熵条件 

首先以标量守恒律方程( 1m = )为例，介绍一般形式的熵条件。如果标量函数对 ( ) ( )( ),u q uη 满足相容

条件 

( ) ( ) ( ) ,q u u f uη′ ′ ′=                                  (2.1) 

则 ( ) ( ),u q uη 分别被称为熵函数和熵通量，同时函数对 ( ) ( )( ),u q uη 被称为熵对，其中 ( )uη 是 u 的凸函

数。当解 u 光滑的时候，该熵对满足以下等式 

( ) ( ) 0,t xu q uη + =                                   (2.2) 

如果解 u 间断，那么就会在弱意义下满足以下不等式 

( ) ( ) 0.t xu q uη + ≤                                   (2.3) 

式(2.2)与(2.3)又分别被称为熵等式和熵不等式，或者通称熵条件。对于标量守恒律方程( 1m = )，可以找

到无穷多的标量函数对 ( ) ( )( ),u q uη ，使之满足条件 ( ) ( ) ( )q u u f uη′ ′ ′= 。即使取定了 ( )uη 之后，也可以

找到相当一部分能够使 ( ) ( ) ( )q u u f uη′ ′ ′= 成立的 ( )q u ，并且这些 ( )q u 之间仅仅相差了一个与 u 没有关

系的“常数”。 

3. 数值格式 

3.1. 熵守恒格式 

现在对初值问题(1.1)进行守恒型空间离散。考虑 1m = 和均匀的空间网格 jx jh= ，其中 j∈Ζ，h 是

空间网格步长，那么半离散格式为 

1 1
2 2

d 1 ˆ ˆ ,
d j j j

u f f
t h + −

 
= − −  

 
                            (3.1.1) 

其中数值通量 1
2

ˆ
j

f
+
为物理通量 ( )f u 的一个适当的近似，并且满足相容性条件。例如，当 1

2

ˆ
j

f
+
是两点通量，
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也就是当 ( )1 1 1
2 2

ˆ ˆ
j jj j

f f u u +
+ +

= + 时，满足相容性，即 ( ) ( )1
2

ˆ ,
j

f u u f u
+

= ，此时该格式也被称为三点格式。 

下面将说明上述的半离散格式满足熵等式时的条件，或者说熵守恒充分条件。取定熵对 ( ) ( )( ),u q uη 。

定义熵变量 ( )v uη′= ，熵势 ( )vu uφ η= − ，和熵通量势 ( ) ( )vf u q uψ = − ，再用 ( )j jv v u= 左乘式(3.1.1)， 

将 jv 分裂为 ( ) ( )1 1
1 1
2 2j j j j jv v v v v+ −= + + + ，则半离散格式的解满足下式 

( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1
2 2

1 1 1 1
2 2

1 1 1 1
2 2

d d 1 ˆ ˆ
d d

1 1 1ˆ ˆ
2 2

1 1 1ˆ ˆ .
2 2

j j j j j j

j j j jj j

j j j jj j

v u u v f f
t t h

v v f v v f
h

v v f v v f
h

η
+ −

+ +
+ +

− −
− −

 
= = − −  

 
 

= − + + −  
 
 

+ + + −  
 

                (3.1.2) 

由此可知，如果 1
2

ˆ
j

f
+
满足 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1
2

ˆ ,j j j jj
v u v u f u uψ ψ+ +

+
− = −                      (3.1.3) 

这实际上是 Tadmor 的熵守恒通量的充分条件[4]，则格式是熵守恒的，或者满足下面的半离散熵等

式 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

1 1 1
2

1 1 1
2

1 1 1
2

1 1 1
2

1 1
2 2

d 1 1 1ˆ
d 2 2

1 1 1ˆ
2 2

1 1 1ˆ
2 2

1 1 1ˆ
2 2

1 ˆ ˆ: ,

j j j j jj

j j j jj

j j j jj

j j j jj

j j

u v v f u u
t h

v v f u u
h

v v f u u
h

v v f u u
h

q q
h

η ψ ψ

ψ ψ

ψ ψ

ψ ψ

+ +
+

− −
−

+ +
+

− −
−

+ −

 
= − + + −  

 
 

+ + + −  
 
 

= − + − +  
 
 

+ + − +  
 
 

= − −  
 

              (3.1.4) 

其中数值熵通量 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 1
2 2

1 1ˆˆ ,
2 2j j j jj j

q u u f u uη η ψ ψ+ +
+ +

′ ′= + − +               (3.1.5) 

是与 ( )q u 相容的。事实上，令 1j ju u u+= = ，并利用 ( ) ( )1
2

ˆ ,
j

f u u f u
+

= 和 ( )uψ 的定义，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
2

ˆ , .
j

q u u u f u u q uη ψ
+

′= − =                      (3.1.6) 

3.2. 熵稳定格式  

如果半离散格式(3.1.1)中数值熵通量的
1
2

ˆ
j

f
+
满足 
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( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1
2

ˆ ,j j j jj
u u f u uη η ψ ψ+ +

+
′ ′− ≤ −                    (3.2.1) 

其中η为 u 的凸函数，则该格式满足以下半离散的熵不等式 

( ) 1 1
2 2

d 1 ˆ ˆ ,
d j j j

q q
t h
η µ

+ −

 
≤ − −  

 
                         (3.2.2) 

并称此时的半离散格式(3.1.1)是熵稳定的。 

目前构造熵稳定格式的最简单的做法，是在之前的熵守恒格式上添加一个合适的熵耗散项。为了方 
便区分，将满足熵守恒充分条件的数值通量记为 ( )1 1

2

ˆ ˆ ,EC EC
j jj

f f u u +
+

= ，相应的数值熵通量记为 1
2

ˆEC

j
q

+
，例如

式(3.1.4)中的 1
2

ˆ
j

q
+
。如果取 

( )1 1 1 1
2 2 2

1ˆ ˆ ,
2

ES EC
j jj j j

f f d v v+
+ + +

= − −                         (3.2.3) 

其中 1
2

0
j

d
+

≥ ，但是不同时取 0 (否则就会退化为熵守恒格式)，那么半离散格式就可以写成以下形式 

1 1
2 2

d 1 ˆ ˆ .
d

ES ES
j j j

u f f
t h + −

 
= − −  

 
                          (3.2.4) 

类似于前面的做法，有 

( ) ( )

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1
2 2

1 1
2 2

d 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ
d

1
2

1 ˆ ˆ ,

ES ES EC EC
j j j jj j j j

j j j j jj j

EC EC
jj j

v u v f f v f f
t h h

v d v v d v v
h

q q S
h

+ − + −

+ −
+ −

+ −

   
= − − = − −      

   
 

+ − − −  
 

 
= − − +  

 

               (3.2.5) 

并由加一项和减一项技巧有 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1
2 2

1 1 1 1 1 1
2 2

1 1 1 1 1 1
2 2

1 1 1 1 1 1
2 2

1
2

1
4

1
4

1 .
4

j j j j j j jj j

j j j j j j j jj j

j j j j j j j jj j

j j j j j j j jj j

S v d v v v d v v
h

v v d v v v v d v v
h

v v d v v v v d v v
h

v v d v v v v d v v
h

+ −
+ −

+ + − −
+ −

+ + − −
+ −

+ + − −
+ −

 
= − − −  

 
 

= − − − − −  
 
 

+ + − − + −  
 

 
≤ + − − + −  

 

          (3.2.6) 

由此可得，该格式满足半离散的熵不等式，其中 

( ) ( )1 1 1 1 1
2 2 2

1ˆ ˆ .
4

EC
j j j jj j j

q q v v d v v+ +
+ + +

= − + −                      (3.2.7) 

以上给出了一种半离散的熵稳定格式的构造方式。上述
1
2

j
d

+

可以取为
1
2

j
f

+
′ 等。 
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3.3. Burgers 方程 

一维情况下，Burgers 方程为 21 0
2t

x

u u + = 
 

，如果取熵函数为 21
2

uη = ，则可根据充分条件(3.1.3)，

得到一维 Burgers 方程的熵守恒数值通量为 

( )2 2
1 1 1
2

1ˆ .
6 j j j jj

F u u u u+ +
+

= + +                             (3.3.1) 

在(3.3.1)的基础上添加粘性项后，有 

( ) ( )2 2
1 1 1 1
2

1 1 .
6 2j j j j j j jj

F u u u u u u u+ + +
+

= + + − −                     (3.3.2) 

类似地，二维情况下，控制方程为 2 21 1 0
2 2t

x y

u u u   + + =   
   

，取熵函数为 21
2

uη = ，根据充分条件(3.1.3) 

可得到二维 Burgers 方程的熵守恒数值通量如下 

( )2 2
1 1, , 1, ,,
2

1ˆ ,
6 i j i j i j i ji j

F u u u u+ +
+

= + +                         (3.3.3) 

( )2 2
1 , 1 , , 1 ,,
2

1ˆ .
6 i j i j i j i ji j

G u u u u+ +
+

= + +                         (3.3.4) 

在(3.3.3)和(3.3.4)的基础上添加粘性项后，有 

( ) ( )2 2
1 1, , 1, , , 1, ,,
2

1 1 ,
6 2i j i j i j i j i j i j i ji j

F u u u u u u u+ + +
+

= + + − −                 (3.3.5) 

( ) ( )2 2
1 , 1 , , 1 , , , 1 ,,
2

1 1 .
6 2i j i j i j i j i j i j i ji j

G u u u u u u u+ + +
+

= + + − −                 (3.3.6) 

其半离散格式为 

, 1 1 1 1, , , ,
2 2 2 2

d 1 1 .
d d di j i j i j i j i j

u f f g g
t x y+ − + −

   
= − − − −      

   
 

                   (3.3.7) 

3.4. 浅水波方程  

对于一维的浅水波方程(1.3)，先确定函数对 ( ) ( )( ),U q Uη 。首先，取定熵函数 ( ) 2 21 1
2 2

U hu ghη = + ，

由一般形式的熵条件
( )T T F U

q
U

η
∂

∇ = ∇
∂

，其中 

( )

T T2

, , ,
2

ugh u
h hu
η ηη

   ∂ ∂
∇ = = −    ∂ ∂   

                       (3.4.1) 

( )

( ) ( )
( )

( )

22 2 2 2

0 1
.1 1 2

2 2

hu hu
h hu

F U
gh u uU hu gh hu gh

h hu

 ∂ ∂ 
 

∂ ∂ ∂   = =       −∂ ∂ + ∂ +     
    
 ∂ ∂ 

           (3.4.2) 
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经过计算可知，
T

3 23,
2

q ghu u gh u ∇ = − + 
 

，则可取 ( ) 3 21
2

q U hu gh u= + ，并且易知熵变量 

T
21 ,

2
V gh u uη  = ∇ = − 

 
，则可根据熵变量计算出熵势 ( )T 21

2
V U U ghϕ η= − = ，熵通量势 

( ) ( )T 2 3 2 2
2 2

1 1 1, 12 2 2
2

hu
V F U q U gh u u hu gh u gh u

hu gh
ψ

 
    = − = − − + =    +    

 

， 

充分条件为 

( ) ( )T
1 1 1

2

ˆ ,j j j jj
V V F ψ ψ+ +

+
− = −                            (3.4.3) 

即 

( )

( )

1
1
22 2 2 2

1 1 1 1 12
1
2

ˆ
1 1 1 1, .

ˆ2 2 2 2

j

j j j j j j j j j j

j

F
gh u gh u u u gh u gh u

F

+

+ + + + +

+

 
     − − − − = −     

      
 

        (3.4.4) 

通过计算，得到如下熵守恒数值通量 

1 1
2 2

21
22

1 1 1
2 2 2

,
1
2

j j

EC

j

j j j

h u

F
gh h u

+ +

+

+ + +

 
 
 =   

+      

                          (3.4.5) 

其中 ( )1 1
2

1
2 j jj

u u u +
+

= + 。 

熵稳定数值通量为 

( )1 1 1 1
2 2 2

1ˆ ,
2

ES
j jj j j

F F D V V+
+ + +

= − −                           (3.4.6) 

其中 T
1 1 1 1
2 2 2 2

j j j j
D R R

+ + + +
= Λ ， ( )1 2,diag λ λΛ = ， 1 u cλ = − ， 2 u cλ = + 为矩阵

( )F U
U

∂
∂

的特征值，其中

c gh= ， ( )1 2,R R R= ， 1 2,R R 为分别对应于特征值 1 2,λ λ 的右特征向量， ( )T
1 1,R u c= − ， ( )T

2 1,R u c= + ，

另外，以上均使用半点处 1
2

j
x

+
的信息， 

( )1 1
1 1 1
2 21

1, , .
2

j j j j
j jj j

j j

h u h u
u h h h

h h
+ +

+
+ +

+

+
= =

+
                    (3.4.7) 

4. 数值结果 

在本节中，我们将通过多个算例来测试所提出的熵稳定格式的良好性能。在整个计算过程中，我们

取重力加速度 g 为 9.812，为了保持数值稳定性取 0.18CFL = 。关于时间离散，我们采用经典的三阶

Runge-Kutta 方法： 
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U U t U

U U U t U

U U U t U

τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ
+

= + ∆

= + + ∆

= + + ∆







 

4.1. 一维 Burgers 方程 

初始条件为 

( ) ( )

21 0,
2

,0 0.5 sin ,

t
x

u u

u x x

 + = 
 

= + π
 

计算区域为 [ ]0,1 ，将该算例计算至
1.5t =
π

，数值结果见图 1。 

 

 

Figure 1. Numerical results of the example in Section 4.1 
图 1. 在 4.1 节例子的数值结果 

4.2. 二维 Burgers 方程 

初始条件为 

( )

2 21 1 0,
2 2

, ,0 0.5 sin ,
2

t
x y

u u u

x yu x y

   + + =   
   

+ = + π 
 

 

计算区域为 [ ] [ ]2,2 2,2− × − ，将该算例计算至
1.5t =
π

，数值结果见图 2。 

通过 Burgers 方程的图像可以看出，熵稳定格式的数值结果对间断解保持陡峭的间断过渡，而且所得

到的数值解与精确解拟合的比较好。 
接下来，我们分别考虑浅水波方程的不同的 Riemann 问题。 
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Figure 2. Numerical results of the example in Section 4.2. 3D view (left), sectional view at x = y (right) 
图 2. 在 4.2 节例子的数值结果。3D 图(左)，沿着 x = y 的截面图(右) 

4.3. 一维浅水波方程：Riemann 问题 1 

初始条件为   

( )( )
( )
( )
1,2.5 10,

, ,0
0.1,0 else,

x
h u x

≤= 


 

其中计算区域为 [ ]0,50 ，将该算例计算至 7t = ，数值结果见图 3。 
 

   
Figure 3. Numerical results of the example in Section 4.3. The depth of the water (left), the velocity of the water (right) 
图 3. 在 4.3 节例子的数值结果。水体深度(左)，水体速度(右) 

4.4. 一维浅水波方程：Riemann 问题 2 

初始条件为 

( )( )
( )
( )
1,0 10,

, ,0
0.5,0 else,

x
h u x

≤= 
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计算区域为 [ ]0,2000 ，将该算例计算至 240t = ，数值结果见图 4。 
 

   
Figure 4. Numerical results of the example in Section 4.4. The depth of the water (left), the velocity of the water (right) 
图 4. 在 4.4 节例子的数值结果。水体深度(左)，水体速度(右) 

4.5. 一维浅水波方程：Riemann 问题 3 

初始条件为 

( )( )
( )
( )
1,0 0,

, ,0
0.5,0 else,

x
h u x

≤= 


 

计算区域为 [ ]1000,1000− ，将该算例计算至 240t = ，数值结果见图 5。 
 

   
Figure 5. Numerical results of the example in Section 4.5. The depth of the water (left), the velocity of the water (right) 
图 5. 在 4.5 节例子的数值结果。水体深度(左)，水体速度(右) 

4.6. 一维浅水波方程：Riemann 问题 4 

初始条件为 
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( )( )
( )
( )
1, 5 25,

, ,0
1, 1 else,

x
h u x

− ≤= 
−

 

计算区域为 [ ]0,50 ，将该算例计算至 2.5t = ，数值结果见图 6。 
 

    
Figure 6. Numerical results of the example in Section 4.6. The depth of the water (left), the velocity of the water (right) 
图 6. 在 4.6 节例子的数值结果。水体深度(左)，水体速度(右) 
 

通过上述四个算例的数值结果，可以清楚地发现熵稳定格式的数值结果能够很好地保持高分辨率，

数值结果均与精确解很好地匹配，且不存在伪震荡。 

5. 结论 

本文针对 Burgers 方程和浅水波方程，通过在熵守恒格式的基础上通过添加适当的数值熵粘性的方法

构造了熵稳定格式，并将熵稳定格式运用在算例上来检验其特性。数值结果显示，该格式应用于一维和

二维 Burgers 方程计算得到的数值解能够与精确解很好地拟合。一维浅水波方程的多个算例的数值结果表

明，数值结果能够保持高分辨率，避免伪振荡的发生，并且对于间断解保持陡峭的间断过渡。 
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