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摘  要 

针对非线性模型误差分布的拟合优度检验问题，不同于文献中利用最小二乘残差(OLS)作为构造检验的

样本的作法，这里采用了Theil的BLUS残差作为新的构造检验的样本，解决了经典的残差的奇异非同分

布问题。同时利用样本分位点与来自于原假设分布的拟样本分位点间的随机距离来构造新的检验统计量，

得到了一类新的拟合优度检验，并将之应用到非线性模型误差分布的检验中。模拟结果显示，在某些备

择假设下，新的检验的功效高于原有的基于经验分布函数的检验的功效。 
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Abstract 
Aiming at the problem of goodness of fit test for error distribution of nonlinear model, it is differ-
ent from the method of using the least square residuals (OLS) as the sample of constructing test in 
the literature, in this paper, the BLUS (best linear unbiased scale) residuals of Theil are used as 
the samples of the new structural test, and the problem of the singular non-identical distribution 
of the classical residuals is solved. At the same time, a new kind of goodness of fit test is obtained 
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by using the random distance between the sample quantiles and the quasi-sample quantiles from 
the original hypothesis distribution, it is applied to the test of error distribution of nonlinear 
model. The simulation results show that under some alternatives, the efficiency of the new test is 
higher than that of the original test based on the empirical distribution function. 
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1. 引言 

非参数回归模型被广泛地应用到诸如生物学、化学和经济学等学科领域中。其一般形式往往写成 

( )= +Y m x ε ，                                      (1) 

其中 m 是回归函数，误差 ε 满足 ( )E 0=ε ， ( )2E 0>ε ，x 是解释变量，总假设对应不同观测值的误差是

独立同分布的。 
对于误差的分布，若有附加的信息能改善统计分析的有效性。例如，在正态误差的假定下，精确或

最优的检验在很多情形下可以得到。一个典型的例子是误差分布在正态分布的假设下，考虑回归函数 m
的拟合优度检验问题(见文献[1] [2] [3])。因此，误差分布的正态性检验，即检验(2)是重要的。近期的有

Jurečková, Picek & Sen (2003) [4]，Sen, Jurečková & Picek (2003) [5]，这两篇文章是基于 Shapiro & Wilk 
(1965) [6]检验统计量的思想用残差构造检验。Jurečková, Picek (2007) [7]进一步利用 Shapiro & Wilk (1965) 
[6]检验统计量的思想，通过标准化的残差构造了检验统计量。而 Natalie & Holger (2006) [8]利用最小二乘

残差的经验过程，以 Kolmogorov-Smirnov (KS)检验统计量为基础，结合 Bootstrap 方法研究了误差分布

的拟合优度检验。Marie & Simos G (2007) [9]用最小二乘残差构造经验特征函数，以 L2-型距离研究了误

差分布的拟合优度检验。Christensen & Sun (2010) [10]，Christensen & Lin (2015) [11]和 Hattab & Chris-
tensen (2018) [12]利用残差的部分和构造检验统计量。 

本文要研究的问题是 

( )2: ~ 0,H Nε σ .                                      (2) 

关于检验(2)涉及到两个重要的量，一是样本；二是检验统计量。上述文献中，都是利用模型的最小

二乘残差(OLS)来构造检验，这是一类重要的方法。但是存在着如下问题，即在正态原假设下，易知 OLS
残差向量有奇异的正态分布，并且向量的分量之间不再是独立同分布的。显然，用 OLS 残差来构造检验，

特别是利用残差作为新的样本，用已有的如 Shapiro-Wilk 检验来构造检验时略显得不自然，因为像

Shapiro-Wilk 等检验原来构造的基础是来自于同一个分布的独立样本。其次，利用的检验统计量大多是基

于 EDF 的检验统计量，具体见下节。 
为解决第一个问题，Theil [13]提出了一种最优线性无偏尺度残差(BLUS)，证明了在正态原假设下，

BLUS 残差向量不同于 OLS 残差，有非奇异的正态分布，并且向量的分量之间是独立同分布的。 
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关于检验统计量，Zhao (2009) [14]利用样本分位点和来自于原假设分布的随机样本分位点的距离构

造了一种新的检验，在简单假设和复合假设下，模拟结果显示，构造的检验统计量有较好的检验功效。 
鉴于上面的分析，下面以 Zhao (2009, 2014) [14] [15]的检验统计量为基础，以 BLUS 残差作为新样本，

构造非线性模型误差分布的拟合优度检验统计量。 

2. BLUS 残差 

对于线性模型(3)， 
T 2,E 0,E= + = =Y X Iβ ε ε εε σ ，                             (3) 

回归系数的最小二乘估计为 ( ) 1T Tˆ −
= X X X yβ ，用 e 表示与误差向量 ε有关的 OLS 残差，则有 

( )( )1T Tˆ −
= − = − = =e y X I X X X X y My Mβ ε .                        (4) 

由此可得， E 0=e ， T 2E =ee Mσ 。 
按照 Theil (1968) [13]，BLUS 残差是由下面步骤得到的： 
首先，选择矩阵 M 的主对角元素中最小的 k 个元素，按照这 k 个元素所在行的位置重新排列观测值

y，不妨将它们放在开始的前 k 个位置(Ramsey (1969) [16])。这样便将原模型分块得到 

0 0 0

1 1 1

     
= +     

     

y X
y X

ε
β

ε
，                                 (5) 

( ) ( )
( ) ( )

1 1T T T T
0 0 0 1

1 1T T T T
1 0 1 1

− −

− −

 − − =  
− −  

I X X X X X X X X
M

X X X X I X X X X
，                      (6) 

其中(6)式中左上角的 I 是 k × k 单位矩阵，右下角的 I 是 ( ) ( )− × −n k n k 单位矩阵。 
其次，计算矩阵 ( ) 1T T

0 0

−
X X X X 的特征根 2 2

1 , , kd d 和相应的特征向量 1, , kq q 。 

最后，计算 BLUS 残差 1 T
1 1 0 01

ˆ
1

−
=

 
= −  + 

∑k i
i ii

i

d
e X X q q e

d
ε ，这里的 0 1,e e 是对应(5)式中的误差项的分块

残差向量。 
此时在原假设(2)下，BLUS 残差向量 ( )2ˆ ~ 0, −n kN Iε σ 。下一节的检验都是以此为新的样本来构造检

验的。记 ( ) ( )1ˆ ˆ, , mε ε 为 BLUS 残差的次序统计量， = −m n k ，F0(x)是标准正态分布。 

3. 检验统计量 

选择的检验统计量基于经验分布函数的有 KS 统计量 

( ) ( )0 01

1ˆ max ,
≤ ≤

 − 
= − − 

 
 m i m

i iD m F F
m m

ε ε ，                       (7) 

和 AD 统计量 

( ) ( ) ( ) ( )( )2
0 0

1

1ˆ 2 1 log 2 1 2 log 1
=

 = − − + + − − − ∑  

m

m
i

A i F m i F m
m

ε ε ，             (8) 

其中 ( )
2ˆ= mi Sε ε ，考虑到原假设的均值为 0，误差方差的参数估计选择 2 2

1
ˆ1

=
= ∑m

m iiS m ε 。 

基于样本次序统计量或样本分位点的检验统计量有 Shapiro & Wilk 检验统计量 
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( )( )2

1

2

ˆ
=

=
∑m

i ii

m

a
W
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ε
，                                    (9) 

其中 ( )
1

T
1 T 1 1

E, ,
E E

−

− −
= =





 

m
V Wa a a

W V V W
， ( ) ( )E= = − 

ijV v Var W W ， ( ) ( )( )1 , ,=  

 mW W W 是来自 ( )0 ⋅F 的样

本次序统计量。 
基于 de Wet and Venter [17]思想构造的统计量 

( )
2

1
2 0

1

ˆ
ˆ

ˆ 1
−

=

  = −   +  
∑
m i

i

iT F
m

ε

θ
，                            (10) 

其中 ( ) ( ){ }1
0 0inf :− = ≥F u x F x u ， 2ˆ = mSθ 是标准误差方差的估计。 

del Barrio, Couesta-Albertos, Matrán, Rodríguez-Rodríguez (1999) [18]提出的基于 L2-Wasserstein 距离

构造的统计量 



( ) ( )( )

2
1

1
1

2

ˆ d
1

−

−
=

 Φ 
 = −
∑ ∫
m i m

i i m
i

m

t t
BCMR

S

ε
，                       (11) 

Zhao (2009) [14]模拟结果显示，以样本随机距离方法构造的检验，两种不同的参数估计方法得到的

检验，其功效相差不大，故而此处仅选择基于最小距离的参数估计方法构造的检验作为研究的新检验。

即选择检验统计量为： 



( )
( ) ( )( )

( )

2

12
2 2

1 1

ˆ

ˆ
=

=
=

= +
∑

∑
∑

m
m i ii

i m
i ii

Z
ZR Z

ε

ε
，                          (12) 

其中 ( ) ( )1 , , mZ Z 是来自于标准正态分布的容量为 m 的样本所对应的次序统计量。

2ZR 是尺度不变的。同

样的理由，可以取

2ZR 的 q 分位点和期望作为检验统计量。这里我们仅选取 q = 0.05, q = 0.50, q = 0.95 作

为分位点统计量

2,qZR 。利用 BLUS 残差求解各个检验统计量的临界值算法详见 Zhao (2014) [15]中的算

法，此处略去。 

4. 数值模拟 

假设回归函数足够的光滑，则总可以在某个点 x0 处将未知的回归函数展开成泰勒级数。选择上节给

出的检验统计量构造检验，检验水平为 5%。根据假设，回归函数可以在某个点 x0 处展开成 

( ) ( ) ( )0 1 0 0= + − + + − +

k
k km x x x x x rβ β β ， 

其中 rk 是余项。本节的 x0 = 0.2，k 取 1，4。考虑的非线性模型为 

( )20.5 , 1,2, ,= − + = i i iy x i nε ，                           (13) 

e , 1,2, ,= + = 

ix
i iy i nε ，                              (14) 

( )sin 2 , 1,2, ,+ =π= i i iy x i nε ，                           (15) 

Xi 与 iε 相互独立，并来自于均匀分布，对给定的样本容量，这些值为常数。误差变量 ε 按照下述设定的

备择分布抽取。 
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当 k = 1 时，取备择分布 
第一组：误差服从非正态分布，有自由度为 3 的卡方分布 χ2 (3)，形状参数为 1.5 的 Gamma 分布函

数 Gamma(1.5)，双指数分布 Laplace(0, 1)，Cauchy(0, 1)。 
第二组：异方差，此时考虑的模型是 

( )20.5 , 1,2, ,= − + = i i i iy x i nσ ε ，                           (16) 

e , 1,2, ,= + = 

ix
i i iy i nσ ε ，                              (17) 

( )sin 2 , 1,2, ,+π= = i i i iy x i nσ ε ，                            (18) 

这里的 iσ 服从均匀分布 U(0, 50)， 1,2, ,= i n 。同时，误差变量 ε分别服从 Logistic(0, 1)，Cauchy(0, 1)，
N(0, 1)和 Laplace(0, 1)。 

当 k = 4 时，取备择分布 
上述第一组和下面的第三组：回归误差具有非零均值的离群点，有 

( ) ( )~ 8,1 , 1,2,3, ~ 0,1 , 4, ,= = i iN i N i nε ε ， 

( ) ( )~ 8,1 , 1, ,5, ~ 0,1 , 6, ,= = i iN i N i nε ε  

和高杠杆离群点，即 

( ) ( )11 12 13 14~ 8,1 , 1,2,3, 2, ~ 0,1 , 4, ,= = = = = = i iN i x x x x N i nε ε ， 

( ) ( )11 12 13 14~ 8,1 , 1, ,5, 2, ~ 0,1 , 6, ,= = = = = = i iN i x x x x N i nε ε . 

在这一小节中，样本容量取 n = 20, 50，经验的检验功效是 10,000 次模拟得到的。模拟结果分别放在

表 1~4 中。 
当 k = 1 时，如表 1，表 2 所示： 

 
Table 1. The level is 5%, the sample size is 20, three models, the regression function is approximated by first order poly-
nomial, the error distribution is normal distribution 
表 1. 水平为 5%，样本容量为 20，三个模型，回归函数一阶多项式近似，误差分布为正态分布假设下的检验功效 

备择分布 F1(x)a F2(x)a F3(x)a F4(x)a χ2(3) G(1.5)b Laplace Cauchy N(0, 1) 

    ( )20.5= − +y x ε      



2, 0.05=qZR  0.8246 0.475 0.3424 0.2574 0.3641 0.3572 0.2346 0.8008 0.0498 



2, 0.50=qZR  0.692 0.2615 0.1821 0.1339 0.2021 0.1993 0.1279 0.675 0.0487 



2,ZR µ  0.6546 0.2231 0.1597 0.1196 0.1706 0.167 0.1107 0.6336 0.0487 



2, 0.95=qZR  0.4671 0.1129 0.0977 0.0874 0.0912 0.0879 0.0799 0.4491 0.0493 

Dn 0.5137 0.1639 0.1318 0.1182 0.1273 0.1266 0.1026 0.4873 0.0492 

2
nA  0.4939 0.1154 0.0992 0.0891 0.1118 0.1091 0.0818 0.4684 0.0491 

BCMR 0.618 0.1912 0.1376 0.1074 0.1579 0.1553 0.099 0.5977 0.049 

T2 0.6757 0.2473 0.1734 0.1299 0.1781 0.1771 0.121 0.6567 0.0493 

W 0.6026 0.1802 0.1312 0.104 0.1531 0.1521 0.0964 0.5837 0.0493 
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Continued 

    e= +xy ε      



2, 0.05=qZR  0.8263 0.4768 0.3295 0.2537 0.3143 0.2679 0.1805 0.7801 0.0516 



2, 0.50=qZR  0.6841 0.2398 0.1594 0.1168 0.1631 0.14 0.0944 0.6456 0.0506 



2,ZR µ  0.6455 0.2054 0.1379 0.1026 0.1385 0.1212 0.0872 0.6071 0.0503 



2, 0.95=qZR  0.4554 0.1049 0.0846 0.0749 0.0881 0.0856 0.0687 0.4249 0.0508 

Dn 0.4893 0.1537 0.1162 0.1002 0.1309 0.1299 0.0809 0.4499 0.0519 
2
nA  0.4658 0.1057 0.0837 0.076 0.1104 0.1115 0.0692 0.427 0.0528 

BCMR 0.6155 0.1753 0.1206 0.0921 0.128 0.1138 0.0796 0.5724 0.0502 

T2 0.6659 0.2249 0.1505 0.1117 0.1442 0.1267 0.0924 0.6274 0.0514 

W 0.6018 0.165 0.1152 0.0878 0.1247 0.1105 0.0776 0.5603 0.0504 

    sin 2= π +y x ε      



2, 0.05=qZR  0.8484 0.538 0.3964 0.3092 0.3281 0.1991 0.1737 0.7851 0.0484 



2, 0.50=qZR  0.7603 0.3545 0.2468 0.1877 0.2293 0.1341 0.1134 0.6978 0.0508 



2,ZR µ  0.7242 0.3051 0.2184 0.1643 0.1946 0.1165 0.1025 0.6628 0.0515 



2, 0.95=qZR  0.5537 0.1683 0.1322 0.1156 0.1169 0.0853 0.0792 0.5107 0.0532 

Dn 0.5969 0.2242 0.183 0.1548 0.158 0.1191 0.0866 0.5296 0.051 

2
nA  0.5936 0.1829 0.1433 0.1237 0.1428 0.1043 0.0785 0.5329 0.0532 

BCMR 0.6891 0.2689 0.1897 0.1452 0.18 0.1091 0.0938 0.6331 0.0512 

T2 0.7444 0.3311 0.2343 0.1795 0.2035 0.1248 0.1093 0.6818 0.0509 

W 0.6759 0.2566 0.18 0.1383 0.174 0.1058 0.0905 0.6212 0.0511 

a 误差 ε，F1(x)：ε服从 Cauchy 分布；F2(x)：ε服从 Laplace 分布；F3(x)：ε服从 Logistic 分布，F4(x)：ε服从标准正

态分布；σ~U(0, 50)。 
bG(1.5)：形状参数为 1.5 的 Gamma 分布。 
 
Table 2. The level is 5%, the sample size is 50, three models, the regression function is approximated by first order poly-
nomial, the error distribution is normal distribution 
表 2. 水平为 5%，样本容量为 50，三个模型，回归函数一阶多项式近似，误差分布为正态分布假设下的检验功效 

备择分布 F1(x)a F2(x)a F3(x)a F4(x)a χ2(3) G(1.5)b Laplace Cauchy N(0, 1) 

    ( )20.5= − +y x ε      



2, 0.05=qZR  0.991 0.8755 0.7005 0.547 0.8543 0.8482 0.4814 0.9893 0.0498 



2, 0.50=qZR  0.9862 0.7247 0.4932 0.3247 0.747 0.7363 0.3051 0.9819 0.0508 



2,ZR µ  0.9835 0.6765 0.441 0.2847 0.6985 0.6831 0.2669 0.9781 0.0506 
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Continued 



2, 0.95=qZR  0.956 0.4219 0.2402 0.1468 0.4543 0.4416 0.1511 0.9402 0.0521 

Dn 0.9366 0.4494 0.2742 0.2052 0.2696 0.2588 0.1567 0.9094 0.0517 

2
nA  0.9548 0.4256 0.2215 0.1456 0.3183 0.2987 0.1225 0.9305 0.0539 

BCMR 0.9802 0.6218 0.3882 0.2412 0.7025 0.69 0.2321 0.9727 0.0508 

T2 0.986 0.722 0.4917 0.324 0.69 0.6753 0.306 0.9818 0.0505 

W 0.9695 0.5226 0.3026 0.1803 0.7076 0.6885 0.1757 0.9569 0.0507 

    e= +xy ε      



2, 0.05=qZR  0.9945 0.8954 0.7487 0.6022 0.8004 0.595 0.3878 0.9877 0.0502 



2, 0.50=qZR  0.9904 0.7661 0.5566 0.3962 0.7 0.4714 0.2541 0.9783 0.0477 



2,ZR µ  0.9869 0.7198 0.5022 0.3453 0.6458 0.4161 0.2211 0.973 0.0469 



2, 0.95=qZR  0.9637 0.4733 0.289 0.1833 0.4236 0.2424 0.1285 0.9398 0.0473 

Dn 0.9548 0.4924 0.3202 0.2413 0.291 0.2127 0.1116 0.9133 0.0478 

2
nA  0.9654 0.4853 0.2727 0.1808 0.3287 0.2106 0.0997 0.93 0.0471 

BCMR 0.9838 0.6684 0.4484 0.2959 0.6463 0.4041 0.1895 0.9666 0.0475 

T2 0.9895 0.764 0.5517 0.3934 0.6439 0.423 0.2527 0.977 0.0462 

W 0.976 0.5699 0.3573 0.2206 0.6343 0.3844 0.1412 0.9549 0.0468 

    sin 2= π +y x ε      



2, 0.05=qZR  0.9973 0.938 0.822 0.7031 0.7768 0.4393 0.3493 0.99 0.057 



2, 0.50=qZR  0.9955 0.8643 0.6947 0.544 0.7201 0.3619 0.2569 0.9833 0.0558 



2,ZR µ  0.9941 0.8227 0.6381 0.4842 0.6715 0.3196 0.2253 0.9795 0.0542 



2, 0.95=qZR  0.9812 0.6095 0.4167 0.286 0.4794 0.1863 0.1382 0.9554 0.0536 

Dn 0.9691 0.6023 0.4109 0.3259 0.2458 0.0969 0.0978 0.9194 0.0541 

2
nA  0.9815 0.6326 0.4146 0.2901 0.3169 0.1041 0.1062 0.945 0.0515 

BCMR 0.9915 0.7783 0.5756 0.4234 0.6636 0.3044 0.1908 0.9744 0.0545 

T2 0.9953 0.8659 0.6984 0.5482 0.6809 0.3354 0.2597 0.9839 0.0544 

W 0.985 0.6745 0.4646 0.3217 0.634 0.2679 0.1416 0.9624 0.0555 

a 误差 =ε σε ，F1(x)： ε 服从 Cauchy 分布；F2(x)： ε 服从 Laplace 分布；F3(x)： ε 服从 Logistic 分布；F4(x)：ε 服

从标准正态分布；σ~U(0, 50)。 
bG(1.5)：形状参数为 1.5 的 Gamma 分布。 
 

1) 对于这三个非线性模型，当备择分布是非正态分布函数时，

2, 0.05=qZR 的检验功效显著地比其它的
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检验高；

2,ZR µ 与 T2 在容量为 20 时，两者的检验功效相差不大，但在容量为 50 时，对非对称备择分布，

BCMR，T2，W 和

2,ZR µ 相差不大，对于对称备择分布，T2 最好，次之为

2,ZR µ 。总之在新检验的对手中，

T2 最好，次之为 BCMR，Shapiro-Wilk 检验好于另外两个经典统计量。 
2) 对于备择分布为 N(0, 1)，此时的检验功效即为第一类错误的概率，从表 1，表 2 中可知，在不同

的非线性模型中，所有的检验在不同的样本容量下，基本充分的利用了 5%的检验水平。 
3) 对第二组的备择分布，即异方差的情形，

2, 0.05=qZR 的检验功效显著地比其它的检验高，其它的结

果类似于(1)中的结果。 
当 k = 4 时，从表 3，表 4 中不难发现模拟结果有所变化，具体是： 

 
Table 3. The level is 5%, the sample size is 20, three models, the regression function is approximated by fourth-order poly-
nomial, the error distribution is normal distribution 
表 3. 水平为 5%，样本容量为 20，三个模型，回归函数四阶多项式近似，误差分布为正态分布假设下的检验功效 

备择分布 χ2(3) G(1.5)a Laplace Cauchy N(0,1) F1(x)b F2(x)b F3(x)b F4(x)b 

    ( )20.5= − +y x ε      



2, 0.05=qZR  0.2002 0.1985 0.1491 0.6192 0.0498 0.7659 1 0.3815 0.6979 



2, 0.50=qZR  0.1146 0.1128 0.0884 0.4715 0.0514 0.9201 1 0.3751 0.894 



2,ZR µ  0.1014 0.1 0.0817 0.4278 0.0505 0.9222 1 0.3691 0.898 



2, 0.95=qZR  0.0745 0.0748 0.0697 0.2158 0.0521 0.9285 1 0.3347 0.9101 

Dn 0.086 0.0814 0.0743 0.2635 0.0517 0.711 1 0.1827 0.5735 

2
nA  0.0783 0.0727 0.0689 0.2099 0.0527 0.8732 1 0.2055 0.8542 

BCMR 0.0944 0.0944 0.0771 0.3955 0.0515 0.9245 1 0.3706 0.9097 

T2 0.1057 0.1041 0.0861 0.4464 0.0507 0.921 1 0.372 0.8904 

W 0.092 0.0925 0.0761 0.3853 0.0511 0.9254 1 0.3708 0.9138 

    e= +xy ε      



2, 0.05=qZR  0.1461 0.1346 0.0988 0.5673 0.0489 0.0342 0.5308 0.0678 0.3134 



2, 0.50=qZR  0.0598 0.074 0.0572 0.3697 0.0494 0.0355 0.2106 0.0732 0.1032 



2,ZR µ  0.0548 0.0701 0.0547 0.3242 0.0495 0.0357 0.1888 0.0721 0.0927 



2, 0.95=qZR  0.0433 0.0614 0.0506 0.1378 0.0505 0.0371 0.1005 0.0714 0.0499 

Dn 0.0706 0.088 0.0592 0.1738 0.0492 0.0379 0.0648 0.063 0.0301 

2
nA  0.0563 0.0763 0.0516 0.1377 0.0514 0.0361 0.0331 0.068 0.0137 

BCMR 0.0514 0.0677 0.0526 0.287 0.0489 0.036 0.1508 0.0705 0.0746 

T2 0.0566 0.0726 0.0573 0.3441 0.0508 0.0355 0.2139 0.0721 0.1053 

W 0.0498 0.0674 0.0517 0.2754 0.0496 0.0361 0.1388 0.0704 0.0686 
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    sin 2= π +y x ε      



2, 0.05=qZR  0.2257 0.1287 0.1276 0.637 0.0458 0.7702 0.0334 0.3599 0.041 



2, 0.50=qZR  0.1601 0.0924 0.0913 0.5271 0.0512 0.9512 0.0717 0.7048 0.0952 



2,ZR µ  0.1409 0.0861 0.0848 0.4876 0.0512 0.9555 0.0747 0.7195 0.0993 



2, 0.95=qZR  0.1007 0.0733 0.0703 0.327 0.0515 0.9635 0.081 0.7488 0.1087 

Dn 0.0927 0.0751 0.0703 0.3279 0.0484 0.8088 0.0329 0.296 0.0764 

2
nA  0.0953 0.0724 0.0721 0.3352 0.051 0.9639 0.0618 0.7012 0.1159 

BCMR 0.1321 0.0825 0.0788 0.4609 0.0502 0.962 0.0816 0.754 0.1127 

T2 0.1464 0.0894 0.0877 0.5034 0.0519 0.9493 0.0697 0.6904 0.0909 

W 0.1291 0.0807 0.0761 0.4491 0.0504 0.9642 0.0849 0.7646 0.1187 

aG(1.5)：形状参数为 1.5 的 Gamma 分布。 
bF1(x)：εi~N(8, 1), i = 1, 2, 3 且 x11 = x12 = x13 = x14 = 2；F2(x)：εi~N(8, 1), i = 1, …, 5 且 x11 = x12 = x13 = x14 = 2；F3(x)：εi~N(8, 
1), i = 1, 2, 3 且 εj~N(0, 1), i = 4, …, n；F4(x)：εi~N(8, 1), i = 1, …, 5 且 εj~N(0, 1), i = 6, …, n。 
 
Table 4. The level is 5% , the sample size is 50, three models, the regression function is approximated by fourth-order poly-
nomial, the error distribution is normal distribution 
表 4. 水平为 5%，样本容量为 50，三个模型，回归函数四阶多项式近似，误差分布为正态分布假设下的检验功效 

备择分布 χ2(3) G(1.5)a Laplace Cauchy N(0,1) F1(x)b F2(x)b F3(x)b F4(x)b 

    ( )20.5= − +y x ε      



2, 0.05=qZR  0.7358 0.7321 0.4177 0.9778 0.0513 0.5853 0.8135 0.0529 0.6192 



2, 0.50=qZR  0.5883 0.5812 0.2504 0.9556 0.0493 0.5236 0.85 0.0209 0.6877 



2,ZR µ  0.5344 0.5266 0.2162 0.9466 0.0497 0.5052 0.8449 0.0174 0.6874 



2, 0.95=qZR  0.3229 0.3112 0.1212 0.8879 0.0493 0.4175 0.8038 0.0123 0.6588 

Dn 0.2305 0.2242 0.1357 0.8483 0.0518 0.1322 0.267 0.0146 0.2777 

2
nA  0.2356 0.2275 0.1064 0.8634 0.0502 0.2057 0.5505 0.0095 0.4488 

BCMR 0.5277 0.5196 0.1834 0.937 0.0493 0.4968 0.8569 0.0151 0.6878 

T2 0.5394 0.5328 0.2514 0.954 0.0492 0.5189 0.8303 0.0216 0.6853 

W 0.6003 0.5938 0.1575 0.9165 0.0498 0.5477 0.8883 0.0303 0.764 

    e= +xy ε      



2, 0.05=qZR  0.6535 0.4784 0.3293 0.9752 0.0453 0.9912 0.8896 0.4527 0.2689 



2, 0.50=qZR  0.5646 0.3925 0.2247 0.9585 0.0456 0.9993 0.981 0.715 0.4016 



2,ZR µ  0.5174 0.3478 0.2011 0.952 0.0465 0.9993 0.9838 0.7317 0.4089 
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2, 0.95=qZR  0.3344 0.2026 0.1201 0.9069 0.0476 0.9995 0.989 0.7669 0.4083 

Dn 0.2368 0.1505 0.1067 0.8394 0.0475 0.9866 0.8526 0.4814 0.1022 

2
nA  0.2626 0.1584 0.0977 0.8768 0.0471 0.9995 0.9831 0.7089 0.2362 

BCMR 0.5085 0.3372 0.1729 0.9427 0.0478 0.9993 0.9867 0.7443 0.419 

T2 0.5209 0.3558 0.2249 0.959 0.0445 0.9991 0.9799 0.7169 0.3908 

W 0.5587 0.3709 0.1284 0.9185 0.0458 0.9997 0.9938 0.8384 0.4775 

    sin 2= π +y x ε      



2, 0.05=qZR  0.5433 0.2333 0.2262 0.9704 0.0487 0.1199 0.14 0.1898 0.0689 



2, 0.50=qZR  0.3309 0.1158 0.1095 0.9307 0.0492 0.1568 0.1269 0.1411 0.0823 



2,ZR µ  0.285 0.1042 0.1017 0.9196 0.0496 0.1599 0.1269 0.1373 0.0832 



2, 0.95=qZR  0.1514 0.0708 0.0668 0.8397 0.0499 0.1634 0.1228 0.1138 0.0842 

Dn 0.2157 0.0769 0.0689 0.7798 0.0531 0.1271 0.0734 0.0206 0.059 

2
nA  0.1626 0.0629 0.0585 0.788 0.0491 0.145 0.0832 0.0406 0.0692 

BCMR 0.2707 0.0894 0.0869 0.9035 0.0502 0.1597 0.1227 0.1405 0.0845 

T2 0.3043 0.1231 0.1139 0.932 0.0491 0.161 0.1342 0.1352 0.0817 

W 0.241 0.0681 0.0689 0.8358 0.05 0.1605 0.1118 0.0901 0.0873 

aG(1.5)：形状参数为 1.5 的 Gamma 分布。 
bF1(x)：εi~N(8, 1), i = 1, 2, 3 且 x11 = x12 = x13 = x14 =2；F2(x)：εi~N(8, 1), i = 1, …, 5 且 x11 = x12 = x13 = x14 =2；F3(x)：εi~N(8, 
1), i = 1, 2, 3 且 εj~N(0, 1), i = 4, …, n；F4(x)：εi~N(8, 1), i = 1, …, 5 且 εj~N(0, 1), i = 6, …, n。 
 

4) 对于模型(13, 14, 15)，当样本容量为 20 时，对于非正态备择分布，

2, 0.05=qZR 的检验功效显著地比

其它的检验高；

2,ZR µ 与 T2 在容量为 20 时，两者的检验功效相差不大，但在容量为 50 时，对非对称备

择分布，BCMR，T2，W 和

2,ZR µ 相差不大，但对于对称备择分布，T2 最好，次之为

2,ZR µ 。总之在新检

验的对手中，T2 最好，次之为 BCMR，Shapiro-Wilk 检验好于另外两个经典统计量。 
5) 对于备择分布为 N(0, 1)，结果类似于(2)。 
6) 对第三组中的备择分布 ( ) ( )1 : ~ 8,1 , 1,2,3=iF x N iε 且 11 12 13 14 2= = = =x x x x ，在样本容量为 20 

时，新的检验中

2, 0.95=qZR 表现最好，但与

2, 0.50=qZR ，

2,ZR µ 相差不大。与比较的检验相比，差别也不大，

其中 BCMR 和 W 稍好。而

2, 0.05=qZR 表现差一些。但在样本容量为 50 时，除了模型(13)中，

2, 0.05=qZR 的检

验功效最好外，其它两个模型的检验的功效规律不变，但模型(13, 15)的所有检验的功效在减少。备择分

布为 ( ) ( )4 : ~ 8,1 , 1, ,5= iF x N iε 且 ( )~ 0,1 , 6, ,= j N i nε 时，结果类似。对于另外两种备择，各个检验

在样本容量不同时，检验功效变化比较大。这说明在有离群点的备择分布下，如果回归函数展开的项数

越多，检验的规律越不清楚。 
7) 比较同一个模型下，备择分布为非正态分布时，各个检验的功效都随着回归函数展开的项数增加

而减少。这说明回归函数估计的精度影响到了检验的功效，但各个检验的功效的大小关系没有因为回归

函数展开的项数变化而变化。 
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5. 结束语 

基于 BLUS 残差，利用残差顺序统计量和伪随机样本顺序统计量之间的差异，构造了分位数类型统

计量和条件期望类型检验统计量，用于检验非线性模型的误差分布正态性。仿真结果表明，本文提供的

检验方法有较好的检验功效。当然，如何在众多的检验中选择出更优的检验，分位点类型检验有没有恰

当的选择标准？对于非线性模型中误差分布的拟合优度检验问题，回归函数的局部多项式展开项数有无

合适的判断准则？都是值得进一步研究的问题。 
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