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摘  要 

相比于特殊的三阶微分算式，本文研究了一类具有一般性的三阶微分算式，同时给出一组耦合型边界条

件，在此基础上定义了一个新的算子L，进而证明了当边界条件的系数满足一定的条件时，算子L是耗散

算子，且该算子没有实的特征值。 
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Abstract 
Compared with the special third-order differential equation, in this paper, a class of general 
third-order differential equations are studied, and a set of coupled boundary conditions are given. 
On this basis, a new operator is defined. It is proved that when the coefficients of the boundary 
conditions satisfy certain conditions, the operator is a dissipative operator, and the operator has 
no real eigenvalue. 
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1. 引言 

耗散算子是算子理论中非常重要的一类非自共轭算子，有着极强的应用背景。例如偏微分方程中的

电报员方程可以转化为耗散微分算子的研究。通过查阅文献，了解了对于偶数阶(主要是二阶及四阶)耗散

微分算子的研究已经有了很多重要结果，但是发现对于奇数阶耗散微分算子的相关研究还很少见，这是

由于奇数阶问题存在特殊性与不对称性，而这些特性与偶数阶问题有着本质的区别，那么对于奇数阶问

题的研究就显得尤为重要。基于数学理论本身的发展需要，同时可以为其它科技领域的发展提供理论基

础，越来越多的人们开始关注并研究这类问题。 
边界条件的非自共轭性是导致算子耗散的重要原因之一。国内外众多学者针对这一原因进行了大量

的研究并取得了相应的成果： 

2011 年，Bairamov 和 Ugurlu 研究了由具有分离边界条件及转移条件的二阶对称微分算式生成的微

分算子，并证明该算子是耗散 S L− 算子[1]。 
2012 年，Wang 和 Wu 研究了具有非自共轭边界条件的二阶 S L− 算子，给出了可以生成耗散算子的

所有非自共轭边界条件，并且说明这些边界条件既有耦合型的，又有分离型的[2]。 
同年，Hao，Sun 和 Zettl 给出了四阶微分算子自伴边界条件的标准型，包括正则情形[3]和奇异情形

[4]。 
2018 年，李昆将[1]的结果进行了推广，得到了更一般的情形，他将转移条件换成耦合意义下的，并

证明生成的算子是耗散 S L− 算子[5]。 
2019 年，牛天在其硕士论文中通过对自伴边界条件的分类，得到了三阶微分算子自伴边界条件标准

型，与偶数阶不同，三阶情况不存在严格分离型自伴边界条件[6]。 

2020 年，Wang 和 Ao 在[3]和[4]的基础上，利用边界条件对四阶耗散微分算子进行分类。确定了产

生四阶微分算子耗散的非自伴边界条件，并证明了这些耗散算子没有实本征值[7]。 

相比于特殊的三阶微分算式，本文研究了一类更具有一般性的三阶微分算式，定义了一个新的算子

L，并证明了算子 L 是耗散的且没有实的特征值。 

2. 算子的耗散性 

在 [ ], ,J a b a b= −∞ < < < ∞上考虑如下三阶微分方程： 

( ) ( )( )0 1 0 0: ,l y i p py b y a y ib y a y wyλ
′ ′′ ′ ′= − − − + + =  

                         (1) 

其中 ( )1 1 1 2
0 1 1 0, , , ,p b p b p a p a L J− − − − ∈  ，且 ,p w 在 J 上几乎处处大于零。 

我们利用文献[8]中的方法来定义 y 的拟导数， 
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( )2
wL I 表示由所有满足

2 d
b

a
y w x < ∞∫ 的函数 y 所构成的 Hilbert 空间，它的内积是 

( ), d ,
b

a
y v yvw x= ∫                                       (3) 

令 

( ) [ ] [ ] ( ) ( ) ( ){ }1 22 2: , , , .locy L I y y y AC I L y L Iω ωΩ = ∈ ∈ ∈  

对任意的 ,y v∈Ω，有 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]2 2 1 1, : .y v yv y v iy v= − +                                (4) 

考虑如下边值问题： 

( )( )0 1 0 0 ,i p py b y a y ib y a y wyλ
′ ′′ ′ ′− − − + + =  

                         (5) 

( ) ( ) [ ] ( ) [ ] ( )2 1
1 3 ,l y y a y a ry bγ= − +                              (6) 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( )1 2 1
2 2e e e ,i i il y y a i y a r y b r y bϕ ϕ ϕγ− − −= − − −                      (7) 

( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( ) [ ] ( )2 1 2
3 2 1 2 ,l y r y a y b i y b y bγ γ γ= − − + +                        (8) 

其中 λ 是一个复值参数， r∈且 ( ]1, 0, , , 1, 2,3jr jϕ γ ∈ =π≤ ∈  且满足
2

3 1 22 1, 2γ γ γ− ℑ ≥ − ℑ ≥ 。 
在 ( )2

wL I 中，我们定义算子 L，其定义域记为 ( )D L ，其中 

( ) ( ){ }: 0, 1, 2,3 ,jD L y l y j= ∈Ω = =  

定理 1 由方程(5)和边值条件(6)~(8)构成的线性算子 L 在空间 ( )2
wL I 上是耗散的。 

证明 对于 ( )y D L∈ ，有 

( ) ( ) ( ) [ ]( ) [ ]( )2 , , , , , ,i Ly y Ly y y Ly y y b y y aℑ = − = −                        (9) 

运用(4)式，则有 
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适当整理边界条件(6)~(8)，可得 

( ) [ ] ( ) [ ] ( )2 1
3 ,y a y a ry bγ= −                                 (11) 
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将边界条件(11)~(13)代入(10)并适当整理，可得 
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将上述等式写成矩阵形式，即有 

( ) ( ) ( )

[ ] ( ) ( ) [ ] ( )( ) ( )
( ) ( )

[ ] ( )
( )

[ ] ( )

2
3 3

2 1 2 2
1 1 2 2 2

12 2
2

2 , , ,

0 0

, , 0 1 ,

0 1 1

i Ly y Ly y y Ly

i y a
y a y b y b ir i r y b

y bi r i r

γ γ

γ γ γ γ γ

γ

ℑ = −

  − − −   = − − −      − −   

            (15) 

则 

( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( )( )
[ ] ( )
( )

[ ] ( )

2

2 1

1

0 0
2 , , , 0 ,

0

s y a
Ly y y a y b y b c f y b

f d y b

    ℑ =   
     

                    (16) 

其中 

( ) ( )22 2 2
3 1 2 21 2 ,    2 ,    1 ,    1 .s c r f r d rγ γ γ γ= − − ℑ = − ℑ − = − = −                    (17) 

注意到(15)中的 3 3× 矩阵是 Hermitian 矩阵，它的三个特征值分别是 

( ) 22 4
,    

2
c d c d f

s
+ ± − +

 

它们非负的充要条件是 

20,   0,   .s c d cd f≥ + ≥ ≥   

由于 

2
3 1 21,    2 1,    2r γ γ γ≤ − ℑ ≥ − ℑ ≥  

综上可知 

( ) ( ), 0, .Ly y y D Lℑ ≥ ∀ ∈  

故线性算子 L 是 ( )2
wL I 中的耗散算子。 

定理 2 如果 31, 2 1r γ< − ℑ > 且
2

1 22 γ γ− ℑ > ，那么算子 L 没有实的特征值。 

证明 反证法：假设 0λ 是算子 L 的一个实特征值，令 ( ) ( )0 0, 0x xφ φ λ= ≠ 是其对应的特征函数，则有 

( ) ( )2
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的全部特征值均大于零，因此矩阵是正定的，则可知 [ ] ( ) ( ) [ ] ( )2 1
0 0 00, 0, 0ba bφ φ φ= = = ，再由边界条件(6)~(8)

可知 [ ] ( ) ( ) [ ] ( )2 1
0 0 00, 0, 0b a aφ φ φ= = = 。 

令 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0, , ,x x x xφ φ λ τ τ λ= = 和 ( ) ( )0 0,x xσ σ λ= 是方程 ( ) 0l y yλ= 的 3 个线性无关的解。由

Wronskian 矩阵可得 
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                            (18) 

而解 ( ) ( ) ( )0 0 0, ,x x xφ τ σ 的 Wronskian 行列式值不为零，与假设矛盾，定理得证。 
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