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摘  要 

图G的分数完美匹配是一个函数 f，为每条边从 [0, 1]中赋值，使得对于任意的 ( )v V G∈ 均有

( )( )∑e v f e 1τ∈ = ，其中 ( )vτ 是邻接于顶点v的所有边的集合。近年来，许多研究关注谱理论和匹配理论

之间的联系，并利用无符号拉普拉斯谱半径给出了完美匹配存在的充分条件。作为这一结果的延伸，本

文研究了无符号拉普拉斯谱的下界，以确保图 G 中存在分数完美匹配。令 ( )r n 为方程

( ) ( )x n x n n x n n3 2 2 25 3 2 5 2 10 12 0+ − + − − + − = 的最大根，对于 n 4≥ ，当 ( ) ( )q G r n1 > 时，图G具有分

数完美匹配，其中 ( )q G1 表示图G的无符号拉普拉斯谱半径。 
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Abstract 
A fractional perfect matching of a graph G is a function f giving each edges a number [0, 1], so that 

( )( )∑e v f e 1τ∈ =  for each ( )v V G∈ , where ( )vτ  is the set of edges incident to v. In recent years, 

 

 

*通讯作者。 

http://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2022.119709
https://doi.org/10.12677/aam.2022.119709
http://www.hanspub.org


李振，章超 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.119709 6695 应用数学进展 
 

many studies have focused on the connection between spectral theory and matching theory, and 
have given sufficient conditions for the existence of perfect matching using signless Laplacian 
spectral radius. As an extension of this result, in this paper, we study the lower bound on signless 
Laplacian spectrum to ensure the existence of a fractional perfect matching in graphs. Let ( )r n  

be the largest root of equation ( ) ( )x n x n n x n n3 2 2 25 3 2 5 2 10 12 0+ − + − − + − = . For n 4≥ , if 

( ) ( )q G r n1 > , then G has a fractional perfect matching, where ( )q G1  is the signless Laplacian 
spectral radius of the graph G. 
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1. 引言 

本文涉及到的符号及术语均参考文献[1]。本文我们仅考虑具有顶点集 ( )V G 和边集 ( )E G 的有限简单

无向图，使得 ( )V G n= 且 ( ) ( )E G e G= 。顶点 ( )v V G∈ 的度用 ( )d v 表示， ( )Gδ 表示 G 的顶点的最小

度数。对于子集 ( )S V G⊆ ， [ ]G S 表示图 G 的由集合 S 导出的子图。G S− 表示图 G 删去顶点集合 S 后

的子图。对于两个顶点不相交的图 G 和 H，G H 表示 G 和 H 的并，G H∨ 表示 G 和 H 的连接，连接

是指在G H 的基础上在G和H之间添加所有可能的边获得。团 [ ]G C 是一个以集合C为顶点的完全图。 
图 G 的邻接矩阵表示为 ( ) ( )ij n n

A G a
×

= ，当顶点 iv 与 jv 邻接时， 1ija = ；否则 0ija = 。 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2, , , nD G d v d v d v=  表 示 图 G 的 度 对 角 矩 阵 。 图 G 的 无 符 号 拉 普 拉 斯 矩 阵

( ) ( ) ( )Q G D G A G= + 。 ( )Q G 最大的特征根用 ( )1q G 表示，这也被称为图 G 的无符号拉普拉斯谱半径。 
图中的匹配是一组没有公共顶点的边；图 G 匹配数是所有匹配中最大的边数，记为 ( )Gα′ 。G 中的

完美匹配是覆盖所有顶点的匹配。图 G 的分数完美匹配是一个函数 f，给每条边从[0, 1]中赋值，使得对

于任意的 ( )v V G∈ 均有 ( )( ) 1e v f eτ∈ =∑ ，其中 ( )vτ 邻接于顶点 v 的所有边的集合。图 G 的分数匹配数，

记作 ( )f Gα′ ，是所有分数匹配 f 中 ( )( )e E G f e
∈∑ 的最大值。 

对于任意图 G 中分数完全匹配的存在性，Tutte 首先提供了关于奇连通分支的充分必要条件[2]。受

Tutte 1-因子定理的启发，许多研究人员开始研究特征值与图中是否存在完美匹配之间的关系。例如，

Chang 在 2003 年分别研究了具有完美匹配的树和单环图的最大特征值[3] [4]。不久之后，Brouwer 和

Haemers 根据拉普拉斯矩阵的特征值发现了图中存在完美匹配的充分条件[5]。2005 年，Cioabă [6]改进了

Brouwer 和 Haemers 的结果。此外，Cioabă等人给出了第三大特征值的上限[7]，以确保图 G 在 n 为偶数

时存在完美匹配，在 n 为奇数时存在一个大小为 1n − 的匹配，其中 G 是连通的 r-正则图。2016 年，O 研

究了图中的谱半径和分数匹配之间的关系[8]。最近，O建立了谱半径和一般图中的匹配数之间的联系[9]。
Pan 等人在 2020 年进一步研究了图中的分数匹配[10]。Liu 等人结合文献[9]，建立了无符号拉普拉斯谱

半径和完美匹配之间的一些性质[11]。作为上述这些结果的延伸，本文我们研究了无符号拉普拉斯谱的下

界，以确保图 G 中存在分数完美匹配。 
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图的分数完美匹配理论广泛应用于网络设计、组合拓扑、设计决策列表等多个研究领域。例如，在

通信网络中，如果我们允许将大数据进行拆分成多个小数据包在网络上传输，这些小数据包将通过不同

的路径传输到不同的目标节点。那么这种方法将有效地提高传输效率。这种有效可行的数据包分配问题

就是找到满足某些特殊条件的部分完美匹配。 

2. 预备知识 

定义 1 [12]令 M 为 n n× 阶的实对称矩阵，其行和列由{ }1 2, , , mY Y Y 所表示，其中{ }1 2, , , mY Y Y 是关

于顶点{ }1, 2, , n 的一个划分。 

1,1 1,2 1,

2,1 2,2 2,

,1 ,2 ,

m

m

m m m m

M M M

M M M

M M M

 
 
 
 
 
 
 





   



 

其行和列被划分为{ }1 2, , , mY Y Y 。商矩阵R是 m m× 阶矩阵，其各位置元素是M的块 ijM 的平均行和。

如果 M 的每个块 ijM 具有恒定的行总和，则划分是公平的，此时称 R 为等商矩阵。 
引理 1 [13]图G 包含一个分数完美匹配当且仅当对于任意顶点子集 ( )S V G⊆ ，有 ( )i G S S− ≤ 成立，

其中 ( )i G S− 表示图G S− 中孤立点的数目。 
引理 2 [14]令 R 为对应于给定划分的对称矩阵 M 的商矩阵。则 R 的特征值与 M 的特征值交错。如果

交错紧密，则划分是公平的。 
引理 3 [15]令 M 为划分公平矩阵，R 为其等商矩阵。那么商矩阵 R 的特征值就是 M 的特征值。另外，

如果 M 是一个非负矩阵，那么商矩阵 R 的谱半径等于 M 的谱半径。 
令 ( )ij n n

A a
×

= ， ( )ij n n
B b

×
= ，定义 A B≤ ，如果对于任意的 ,i j 有 ij ija b≤ ；A B< ，如果对于任意的 ,i j  

有 ij ija b< 。 
引理 4 [16]令 ( )ij n n

A a
×

= ， ( )ij n n
B b

×
= 是两个谱半径分别为 ( )1 Aλ 、 ( )1 Bλ 的矩阵。如果 0 A B≤ ≤ ， 

则 ( ) ( )1 1A Bλ λ≤ 。更进一步，如果 0 A B≤ < ，则 ( ) ( )1 1A Bλ λ< 。 
定 理 1 令 G 为 n 顶 点 连 通 图 。 对 于 4n ≥ ， 如 果 ( ) ( )1q G r n> ， 其 中 ( )r n 为 方 程

( ) ( )3 2 2 25 3 2 5 2 10 12 0x n x n n x n n+ − + − − + − = 的最大根，则 G 具有分数完美匹配。 
定理 2 如果 G 是一个 n 顶点连通图，当 ( ) ( )2 4 23E G n n> − + 时，图 G 包含一个分数完美匹配。 

3. 定理 1 的证明 

在本节中，我们将使用商矩阵的相关性质和分数 Tutte 1-因子定理来证明定理 1。 
证明假设图 G 不含有分数完美匹配，根据引理 1，存在一个顶点子集 ( )S V G⊆ ，使得 ( )i G S S− > 。

令 ( )k i G S= − ，则 1k S≥ + 。 
第一步，我们通过以下步骤在图 G 的基础上构造图G′：1) 在 S 的所有分支中添加边，使得 [ ]G S 成

为一个团；2) 分别将G S− 和 S 中每个分支中的所有孤立顶点做连接。需要指出的是，我们将孤立顶点

也视为一个分支。 
令 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1, , , , ,k kS V G V G V G V G + 为顶 ( )V G 的划分，且 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1k kV G V G V G V G +≥ = = = = 。因此 1 2 1 1 2 11,k k k kn n n n n s n n n n+ +≥ = = = = = + + + + +  。

其中 s S= ， ( )i in V G= 。由引理 4 知 ( ) ( )1 1q G q G′≤ 。 ( )Q G′ 对应的商矩阵 1C 为 
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1

1

2 1 1
2 2 0 0

0 0
0 0

n s n s k
s n s

C
s s
s s

+ − − − 
 + − 
 =
 
 
 
 





    





 

通过计算，我们可以得到 1C 的特征多项式，即： 

( ) ( )( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

1 1

1
1 1

1 1
1

2 2 2

2 2 1 2 2

1 2 2

k k

k i k

k k

f x x n s x n s x s s n s k x s

s x n s x s s x n s x s

s x n s x s

−

+ −

= − − + − − + − − − − −

+ − − + − + − − − + −

+ + − − − + −

 

结合引理 2，有 ( )1fr q G′= ，其中 fr 是方程 ( )1 0f x = 的最大根。 
第二步，我们考虑一个新的图G′′，它是通过以下方式从G′得到的：1) 删除 1G 中的一个顶点，并在

1kG + 中添加一个顶点，然后我们得到两个新的分支 1G′和 1kG +′ ；2) 添加边使得 1kG +′ 变成团；3) 连接 1kG +′ 和

S。 
显然， ( )1 1 1 1k k kn V G n+ + +′ ′= = + ， ( )1 1 1 1n V G n′ ′ = −= 。需要指出G S′′ − 和 [ ]G S 均为团。利用新的划

分 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1, , , , ,k kS V G V G V G V G +′ ′
 ，得到关于 ( )Q G′′ 的商矩阵 2C ： 

1

1

2

2 1 1 2
2 4 0 0

0 0
0 0 2

n s n
s n s

C
s s
s s

+ − − 
 + − 
 =
 
 
 + 





    





 

通过计算，我们可以得到 2C 的特征多项式，即： 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1 1
2 1 1

1 1
1 1

1 1
1

2 2 4 2 1 2

2 4 2 1 2 4 2

1 2 4 2

k k

k i k

k k

f x x n s x n s x s x s s n x s x s

s x n s x s x s s x n s x s x s

s x n s x s x s

− −

− −

+ −

= − − + − − − − − − − − − − −

+ − − + − − − + − − − + − − −

+ + − − − + − − −

 

将 fr 的值代入 ( )2f x ，由于 ( )1 0ff r = ，那么我们有 ( )2 0ff r < ，这意味着 f fr r′< ，其中 fr′是 ( )2 0f x =

的最大根。由于 2C 是G′′的等商矩阵，因此 ( ) ( )1 1q G q G′ ′′< 。 
根据上述过程，我们可以得知当 1n n s k= − − ， 1,2 1in i k= ≤ ≤ + 时，图G′存在最大的谱半径。由此，

利用图G′中新的划分 ( ) ( ) ( ){ }1 1, ,V G S V G S V G− − ，得到关于 ( )Q G′ 的商矩阵 3C ： 

1

3 1

2 2 0
2

0

n s s
C n n s k

s s

+ − 
 = + − 
 
 

 

通过计算，我们可以很容易得到 3C 的特征多项式为: 

( ) ( ) ( )( ) ( )3 1 12 2 2f x x n s x n s x s sk n s x s= − − + − − + − − − −   。 

接下来，我们通过以下方式从G′中构造一个新图G′′′：1) 删除一个分支 kG ，并在 1G 中添加一个顶

点，然后我们到一个新分支G′′；2) 添加边以使 1G′′成为团；3) 连接 1G′′和 S。这里G S′′′ − 以及 [ ]G S 是

团，且G S′′′ − 只有 k 个分支。类似的， ( )Q G′′′ 的商矩阵 4C ： 
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1

4 1

2 2 0
2 1

0

n s s
C n n s k

s s

+ − 
 = + − − 
 
 

 

其特征多项式为： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

4 1 1

1 1

1

3 1

2 2 2 1 1

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

f x x n s x n s x s s k n s x s

x n s x n s x s sk n s x s s x s

x n s x s sk s s x n

f x s x s x n s x s sk s s x n

= − − + − − + − − − − + −  
= − − + − − + − − − − − −  
− − − + − − + + − +  

= − − − − − + − − + + − +  

 

令
3f

r 是 ( )3 0f x = 的最大根。因此 

( ) ( ) ( )( ) ( )3 3 3 3 34 12 2 2 2 0f f f f ff r s r s r n s r s sk s s r n = − − − − − + − − + + − + <  。 

这意味着
3 4f fr r< ，其中

4f
r 是 ( )4 0f x = 的最大根。易知 ( ) ( )1 1q G q G′ ′′′< 。 

根据上述过程，我们可以得知当 1k s= + 时图G′存在最大的谱半径。由此，利用图G′中新的划分

( ) ( ) ( ){ }1 1, ,V G S V G S V G− − ，得到关于 ( )Q G′ 的商矩阵 5C ： 

1

5 1

2 2 0
1 2

0

n s s
C n n s s

s s

+ − 
 = + + − 
 
 

 

通过计算，我们可以很容易得到 5C 的特征多项式为： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
4 1 1

3 2 2 2

2 2 3 2

2 2 2 1

3 6 2 8 4 4 8

2 4 8 2 6 8

f x x n s x n s x s s n s x s

x n s x n ns n s s x

n ns ns s s s

 = − − + − − + − − − + − 

= + − + + + + − − − +

− + + − − −

 

类似于 Zhao 等人在文献[17]中的方法可知当 1s = 时便有我们的定理 1 成立。 

4. 定理 2 的证明 

根据定理 1 的证明过程，我们可以使用极值图 ( )1 2 1nK K K−∨  来保证就图的边数而言的分数完美匹

配的存在性。 
证明假设图 G 不含有分数完美匹配，根据引理 1，存在一个顶点子集 ( )S V G⊆ ，使得 ( )i G S S− > 。

令 ( )k i G S= − ，则 1k S≥ + 。 
为了找到最大的无符号拉普拉斯谱半径，我们在图 G 的基础上通过如下步骤构造图G′：1) 在 S 的

所有分支中添加边，使得 [ ]G S 成为一个团；2) 分别将G S− 和 S 中每个分支中的所有孤立顶点做连接。

因此有 ( ) ( )E G E G′≤ 。 
令 1 2 1, , , ,k kG G G G + 为G S′ − 的分支，使得 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1k kV G V G V G V G +≥ = = = = 。我们通过

在G′的基础上删除 1G 中的一个顶点，在 1kG + 中增加一个顶点，并与分支 1kG + 和 S 做连接，使得G S′′ − 和

[ ]G S 是团。然后我们有 

( ) ( ) ( ) ( )1E G E G E G E G′′ ′ ′= + > ≥  

这意味着当 1k s= +  (或者 ( )1 2 1V G n s= − − )时，G′有最大的边数。 
需要指出 12 1n s n≥ + + ，其中 1 1n ≥ 。我们将G′与 ( )1 2 1n nH K K K−= ∨  中的边数作对比，即有： 
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( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

2

2

2

2 1
1

2 2

2 3 2 1 1 2
2 2

2 2 3 3
2

n

n n s
E H E G n s

n n n n s n s
s

ns s s

− − −   ′− = + − − −   
   

− − + − − − − −
= − −

+ − −
=

 

当 22 2 3 3 0ns s s+ − − ≥ 时，有 ( ) ( )nE H E G′≥ ，因此结论得证。 
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