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摘  要 

幻方在中国起源很早，最初是与河图与洛书相关联，后来古人称为九宫算或纵横图，它是最早发现的著

名组合算题。在杨辉口诀法的基础上，通过对构造出的具体的奇数阶幻方的构造规律进行探寻，结合幻

方矩阵化的思路及分块矩阵这个工具给出奇数阶幻方构造的通法，并且将杨辉口诀法进行推广应用于全

体奇数阶幻方的构造上。 
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Abstract 
Magic square has a very early origin in China. It was originally associated with river diagrams and 
Luoshu, and later it was called Jiugong calculation or vertical and horizontal diagram in ancient 
people. It is the earliest discovery of the famous combinatorial problem. On the basis of Yang Hui 
Formula method, this paper explores the construction law of odd order magic squares, combines 
the idea of magic square matrix and the tool of block matrix to give the general method of the con-
struction of odd order magic squares, and generalizes Yang Hui Formula method to the construc-
tion of all odd order magic squares. 
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1. 引言 

幻方起源于《周易》之河图、洛书与八卦，古称九宫算，是我国先祖最早发现的一个著名组合算题，

是将从 1 到 n2 的自然数排成纵横各为 n 个数的正方形，使在同一行、同一列和同一对角线上的几个数的

和都相等，文献[1]-[8]是关于幻方的研究成果。十三世纪，中国南宋数学家杨辉在世界上首先开展了对

纵横图的系统研究，欧洲十四世纪也开始了对幻方的工作。如今，幻方仍然是组合数学的研究课题之一，

经过一代代数学家与数学爱好者的共同努力，幻方与它的变体所蕴含的各种神奇的科学性质正逐步得到

揭示，文献[9] [10] [11]系统地介绍了现代矩阵理论与应用的基本内容。 
将矩阵和幻方结合起来，主要研究奇数阶幻方的构造规律，将杨辉口诀从 3 阶幻方推广到了所有奇

数阶幻方上，通过推广的杨辉口诀法给出一种矩阵化方法构造幻方，利用矩阵的各类运算解决幻方难题，

不仅可以对矩阵的知识有更加深入的了解和学习，还能让更多的人对数学研究产生浓厚的兴趣。 

2. 预备知识 

定义 1 [1]设F是数域，矩阵 ( )ij m n
A a

×
= ， ( ) m n

ij m n
B B F ×

×
= ∈ ，称矩阵 ( ) ( ) m n

ij ij ijm n m n
C c a b F ×
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= = ∈ 为

数域 F 上矩阵 A 与矩阵 B 的 Hadamard 积，记为C A B=  。 
定义 2 [2]设 F 是数域，矩阵 ( ) m m
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则称矩阵 A 为数域 F 上的 m 阶和幻方，并称 S 为 m 阶和幻方 A 的幻和。 
定义 3 [2]设 F 是数域，若矩阵 ( ) { }21, 2, ,

m m

ij m m
A a m

×

×
= ∈  满足 
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④ 当 i j≠ 或 k l≠ 时， , , , 1, 2, ,i j k l m∀ =  ，均有 ij kla a≠  
则称矩阵 A 为数域 F 上的 m 阶始元和幻方，并称 S 为 m 阶始元和幻方 A 的幻和。 

定义 4 [2]设 F 是数域，若矩阵 ( ) { }21, 2, , ,
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④ 当 i j≠ 或 k l≠ 时， , , , 1, 2, ,i j k l m∀ =  ，均有 ij kla a≠  
则称矩阵 A 为数域 F 上的 m 阶连元和幻方，并称 S 为 m 阶连元和幻方 A 的幻和。 
定义 5 [2]设 F 是数域，矩阵 ( )ij m m
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④ 当 i j≠ 或 k l≠ 时， , , , 1, 2, ,i j k l m∀ =  ，均有 ij kla a≠  
则称矩阵 A 为数域 F 上的 m 阶异元和幻方，并称 S 为 m 阶异元和幻方 A 的幻和。 

3. 推广的杨辉口诀法 

我国南宋时期的数学教育家杨辉构造三阶幻方时，有杨辉口诀： 
“九子斜排，上下对易，左右相更，四维挺进。”即在 3 阶自然方阵上，只移动上下、左右 4 个数

就变成了一幅 3 阶幻方。 
将杨辉口诀法推广到所有奇数阶幻方上，则幻方构造规律的分块矩阵化可以用杨辉口诀法描述为： 
从 1 至 ( )22 1n + 共有 ( )22 1n + ，依等分分为 2 1n + 段，每段数组均斜排，或从上中到右中，或从右中

到下中，或从下中到左中，或从左中到上中，或从上中到左中，或从左中到下中，或从下中到右中，或

从右中到上中；数字排完分九块，先从上下再左右，数 n n× 无， ( )2 1n n× + 有， n n× 无， ( )2 1n n+ × 、

( ) ( )2 1 2 1n n+ × + 、 ( )2 1n n+ × 皆有数，数 n n× 无， ( )2 1n n× + 有， n n× 无(见表 1)，数块运行按方向，

左块向右右块左，上块向下下块上，各块均行 2 1n + 格，块运行完成幻方。 
 

Table 1. Block matrix of magic squares of odd order 
表 1. 奇数阶幻方的分块矩阵 

n n×  ( )2 1n n× +  n n×  

( )2 1n n+ ×  ( ) ( )2 1 2 1n n+ × +  ( )2 1n n+ ×  

n n×  ( )2 1n n× +  n n×  

 
可以简化为变形的杨辉口诀： 

( )22 1n + 个数斜排，或上中右中，或右中下中，或下中左中，或左中上中，或上中左中，或左中下

中，或下中右中，或右中上中，块上下对易，块左右相更，各平移 2 1n + 格，运行成幻方。 
进而得到同于杨辉口诀的口诀，即推广的杨辉口诀法： 

( )22 1n + 个数斜排，块上下对易，块左右相更，各平移 2 1n + 格，运行成幻方。 

4. 主要结果 

将推广的杨辉口诀法用矩阵化方法表示出来，利用矩阵的运算解决奇数阶幻方问题。 
定理 1 首先构造 4 1n + 阶矩阵 ( )( ) ( )

( )
4 1 4 1

, 1, 2, , 4 1ij n n
M m i j n

+ × +
= = + ，其中 
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其次将矩阵 M 分块为 
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再次根据 M 中的子矩阵 T，利用分块矩阵的加法得矩阵 H， 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1 2 1
2 1 1 2 1 1

1 2 1

0
0 0 0

n n
n n n n

n n

D
H T B C

A
+ × +

+ × + + × +
+ × +

   
   = + + + +             

 

则矩阵 H 为通过矩阵化方法构造得出的 2 1n + 阶始元和幻方。 
证明：为证明构造好的矩阵 H 每行元素相加之和相等，即证明调整元素前的矩阵 M 的 Mi 行和

2 1 Mn i+ + 行的每个元素相加之和相等 ( )1,2, , 2 1i n= + ，矩阵 M 与矩阵 H 对应行元素关系如下( Mi 为矩

阵 M 的第 i 行的标号， Hi 为矩阵 H 的第 i 行的标号)： 
当 , 1M H Mi n i i n≤ = + + ， 
当 2 ,M H Mn i n i i n< ≤ = − ， 
当 2 1, 1M Hi n i n= + = + ； 
为证明构造好的矩阵H每列元素相加之和相等，即证明调整元素前的矩阵M的 Mj 列和 2 1 Mn j+ + 列

的每个元素相加之和相等( 1, 2, , 2 1j n= + )，矩阵 M 与矩阵 H 对应列元素关系如下( Mj 为矩阵 M 的第 j
行的标号， Hj 为矩阵 H 的第 j 行的标号)： 

当 , 1M H Mj n j j n≤ = + + ， 
当 2 ,M H Mn j n j j n< ≤ = − ， 
当 2 1, 1M Hj n j n= + = + 。 
以下计算同一行、同一列和同一对角线上的几个数的和： 
可以看出，矩阵 M 每行、每列元素都为等差数列。 
1) 行和 
每行元素的公差 1 2 2d n= + ， 
第 Mi ( )1,2, , 2 1Mi n= + 行元素规律：通过观察得矩阵 M 中第 Mi 行含有 Mi 个数字，即每一行项数

1 Mx i= ，每一行首项 1 2 2 Ma n i= + − ， 

所以第 Mi 行和为
( )1 1 2

1 1 1

1
2 M M M

x x
s x a d ni ni i

−
= + = + + 。 

第 ( )2 1 1,2, ,2M Mn i i n+ + =  行元素规律：通过观察得矩阵M第 2 1 Mn i+ + 行含有 2 1 Mn i+ − 个数字，

即项数 1 2 1 Miy n= + − ，每一行首项 ( )1 2 1 1Ma n i′ = + + ， 

所以第 2 1Mi n+ + 行和为
( )1 1 3 2 2

1 1 1

1
4 6 4 1

2 M M M

y y
s y a d n n n ni ni i

−
′ ′= + = + + + − − − 。 

将调整元素前的矩阵 M 的 Mi 行和 2 1Mi n+ + 行的每个元素相加，其和即为造好的矩阵 H 第 Hi 行元素

之和 rS ： 
3 24 6 4 1rS s s n n n′= + = + + +  
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2) 列和 
每列元素的公差 2 2d n=  
第 ( )1,2, ,2 1M Mj j n= + 列元素规律：通过观察得矩阵 M 第 Mj 列含有 Mj 个数字，即项数 2 Mx j= ，

每一列首项 2 Ma j= ， 

所以第 Mj 列和为
( )2 2 2

2 2 2

1
2 M M M

x x
s x a d nj nj j

−
= + = − + ； 

第 ( )2 1 1,2, ,2M Mn j j n+ + =  列元素规律：通过观察得矩阵 M 第 2 1 Mn j+ + 列含有 2 1 Mn j+ − 个数字，

即项数 2 2 1 My n j= + − ，每一列首项 ( )( )2 2 1 1Ma n j′ = + + ，所以第 2 1Mj n+ + 列和为 
( )2 2 3 2 2 2

2 2 2

1
4 6 4 1

2 M M M

y y
s y a d n n n nj nj j

−
′ = + = + + + − + − 。 

将调整元素前的矩阵 M 的 Mj 行和 2 1Mj n+ + 行的每个元素相加其和即为造好的矩阵 H 第 Hj 列元素

之和 cS ： 
3 24 6 4 1cS s s n n n′= + = + + + 。 

3) 主对角线 
主对角线上元素的公差 3 2 1d n= + ，项数 3 2 1x n= + 项，首项 3 1a n= + ，所以主对角线元素和为 

( )3 3 3 2
3 3 3

1
4 6 4 1

2md

x x
S x a d n n n

−
= + = + + + 。 

4) 副对角线 
副对角线上元素的公差 4 1d = ，项数 4 2 1x n= + 项，首项 2

4 2 1a n n= + + ，所以副对角线元素和为 
( )4 4 3 2

4 4 4

1
4 6 4 1

2cd

x x
S x a d n n n

−
= + = + + + 。 

5) r c md cdS S S S= = =  
即得证矩阵 H 为 2 1n + 阶(奇数阶)始元幻方， 3 24 6 4 1n n n+ + + 为幻和。 
根据矩阵性质可知，有以下推论成立。 
推论 1 如果一个 2 1n + 阶矩阵 H 是一个始元和幻方，则 TH 也是一个始元和幻方。 
证明：矩阵 H 的第 i 行第 j 列元素就是 TH 的第 j 行第 i 列元素，即有 [ ] T

ij ji
H H =   ，通过矩阵的转

置未改变幻方中的元素，所以幻方 TH 中的元素必然是 ( )21 ~ 2 1n + 中的两两互不相同的数。由于矩阵的

转置只是做了元素交换，未改变原有幻方的每一行及每一列的和，只是把行和列进行了交换，所以 TH
中的元素必然有 r c md cdS S S S= = = ，所以 TH 也是一个始元和幻方，幻和为 3 24 6 4 1n n n+ + + 。 

推论 2 如果一个 2 1n + 阶矩阵 H 是一个始元和幻方， ( )( ) ( )
*

2 1 2 1 ,n nA a a N
+ × +

= ∈ ，则 A H+ 是一个连元

和幻方。 
证明：由于 H 是一个始元和幻方，则 H 中元素两两互不相等，所以 A H+ 中的元素必然两两互不相

等；又由于 A H+ 只是给矩阵中每个元素加一个数 a，所以 A H+ 的每一行及每一列的和都比原有幻方

的大 ( )2 1a n + ， A H+ 中的元素必然有 ( )3 24 6 4 1 2 1r c md cdS n n nS a nS S= = + += += + + ，所以 A H+ 是

一个连元和幻方，幻和为 ( )3 24 6 4 1 2 1n n n a n+ + + + + 。 
推论 3 如果一个 2 1n + 阶矩阵 H 是一个始元和幻方，则 aH 是一个异元和幻方 ( )*a N∈ 。 
证明：由于 H 是一个始元和幻方，则 H 中元素两两互不相等，所以 aH 中的元素必然两两互不相等；

又由于 aH 只是给矩阵中每个元素乘以一个数 a，所以 aH 的每一行及每一列的和都是原有幻方的 a 倍，

aH 中的元素必然有 ( )3 24 6 4 1r c md cdS S S n nS a n= = = = + + + ，所以 aH 是一个异元和幻方，幻和为

( )3 24 6 4 1a n n n+ + + 。 
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5. 小结 

文章给出了奇数阶( 2 1n + 阶)幻方的构造方法，通过利用矩阵将推广的杨辉口诀法用数学符号表示

出来，首先按照一定的规律将 ( )21 ~ 2 1n + 填入到 4 1n + 阶矩阵中，然后将矩阵进行分块，最后通过矩阵

基本运算得出幻方结果。不仅将矩阵的应用扩充到幻方领域，还能让更多的人对中国古代数学研究产生

浓厚的兴趣，其研究价值和意义较为深远。有关于杨辉口诀法是否可以推广于单偶数阶和双偶数阶幻方

的构造规律中，还有待于日后做进一步探索研究。 
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