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摘  要 

在对随机环境中加权分枝过程( nY )的研究基础上，考虑其规范化过程 nW 的方差 ( )nVar Wξ 及其收敛性，

并予以了详细的证明，其中规范化过程为 n n nW Y= Π ， nΠ 是规范化序列，是随机环境分枝过程相关结

论的拓展；并且建立了一个关于统计量 n n nY Y
0 0

log + 的Fuk-Nagaev型不等式。 
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Abstract 
On the basis of the research on the weighted branching process ( nY ) in random environments, the 
variance ( )nVar Wξ  and convergence of its normalization process nW  are considered, and the 
detailed proof is provided. The normalization process is n n nW Y= Π , and nΠ  is the normalized 
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sequence, which is an extension of the conclusions related to the branching process in random en-
vironments. Besides, we establish a Fuk-Nagaev type inequality for n n nY Y

0 0
log + . 
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1. 引言 

1992 年，Rösler [1]引入加权分枝过程(WBP)，其描述了一组粒子在随机时间点分裂和繁殖，并赋予

每个粒子一个随机的权重。这个过程是有许多实际应用的，比如生物学、物理学、统计学等领域中都有对

其的应用。随着对加权分枝过程的研究不断深化，人们不仅探索了其基本性质和结构，还研究了其在随

机环境下的一些问题。此外，对加权分枝过程的研究与乘法级联[2]以及分枝随机游动[3]拉普拉斯泛函的

分析密切相关，这一发现不仅激发了许多概率学家的兴趣，而且也为数学家们带来了许多新的、具有重要

意义的理论发现。2002 年，Rösler 等人[4]研究了稳定加权分枝过程的鞅 Wn到其极限 W 的收敛速率。2004
年 Kuhlbusch [5]给出了随机环境ξ 中加权分枝过程 Zn的模型的定义，并且研究了非负鞅 n n nW Z E Zξ= 以

及它的几乎必然极限 W，进一步给出了一个关于环境极限随机变量 W 的非退化性质的充要条件，该条件

适用于平稳遍历的情形下。此外，当环境是独立同分布的特殊情形时， logZ Z+ 这个条件变得尤为重要。

2017 年，Liang X 和 Liu Q [6]研究了随机环境中 Mandelbrot’s 鞅的极限随机变量退火矩和加权矩存在的

充要条件。2019 年，Wang Y [7]等人讨论了随机环境中分枝随机游动的渐进性质，在文章中研究了随机

环境下的 Mandelbrot’s 鞅的极限随机变量的淬火矩以及淬火加权矩存在性的条件；同年，Li Y，Liu Q 和

Peng X [8]找到了随机环境下的 Mandelbrot 鞅的极限随机变量调和矩存在的临界值，建立了自由能的大偏

差和中偏差原理，并且作为应用给出了随机环境中分枝随机游动的相应的极限定理。2021 年，彭点江等

[9]给出了随机环境加权分枝过程中其规范化序列(Wn)的 pL 收敛的充要条件和充分条件，以及在独立同分

布环境下，4 个判别准则是等价的。2022 年，徐乐群等[10]引入了随机环境中带迁入加权分枝过程，并证

明了其规范化过程(Wn)的几乎必然收敛性。 
本文主要是在文献[11]的基础上研究了随机环境中加权分枝过程的方差及其收敛性问题，此结论对于

其中心极限定理的研究具有一定的帮助；且关于随机环境加权分枝过程的概率不等式的研究较少，而概

率不等式对于极限定理等问题的研究具有很大的帮助，因此本文建立了一个随机环境中加权分枝过程的

Fuk-Nagaev 型不等式，此结论对于解决大数定理、中心极限定理等概率论基本问题的研究具有一定的帮

助。 

2. 模型描述 

令 ( )0 1 2, , ,ξ ξ ξ ξ=  是取值于空间Θ的平稳遍历的环境序列，对于每个确定的 nξ ，在 { }0,1,2,= N 上

对应一个概率分布，记作 ( ) ( ){ };n k np p kξ ξ= ∈N ，这里 ( ) 0k np ξ ≥ ，且 ( ) 1k n
k

p ξ =∑ 。 
定义 1 称{ }nY 为随机环境中加权分枝过程，若{ }nY 满足， 
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其中 nY 表示第 n 代所有粒子所带的权重， uX 表示第 n 代中 u 粒子所带的权重， uiA 表示第 n 代中 u 粒子

的第 i 个后代所获得的权重，用 u n= 表示第 n 代粒子的长度，约定 0φ = 。令 { }:n u u n= ∈ =  表示第

n 代粒子的权重树。令 { }0 ,= ∅ Ω 以及 ( ){ }1 2; , , , : , 1n u u uN A A u n nξσ < ≥=  ，称 nY 是关于 n 可测的。 
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Π =∏ 。定义其规范化过程 n n n n nW Y Y YEξ = Π= ，易知它是关于 n 的非负鞅(也称为随机环

境下的 Mandelbrot 鞅[6] [7] [8])，且存在非负随机变量 . .limn n sW W a→∞= ，且有 1EW ≤ ；W 非退化的相

关结果已经给出了(见[3] [12])。 

3. 主要结果及其证明 

下面将利用一个引理对随机环境下加权分枝过程鞅的方差及其收敛性给出证明。 
引理 1 ([13]，定理 1)令 ( ) 0

,n n n
α β

≥
为平稳遍历非负随机遍历序列。若 0log 0E α < 且 0logE β+ < ∞，那

么 0 1 1
0

n n
n
α α α β

∞

−
=

< ∞∑  几乎必然成立。 

应用上述引理，可以推出下面这一定理。 
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证明由 nW 的定义，通过计算，可得 1
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由于{ }nW 是一个鞅，则有 ( )( ) ( ) ( )1 1
2 2

0 1 2 2
0

2

0

2 2
1

k k
n n

k n n
n n n n

E W E W E W W
mξ ξ ξ

σ− −

+
= =

 Π
= + − = +  

Π 
∑ ∑ ，因此对每个固

https://doi.org/10.12677/aam.2023.1210411


邓琳 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.1210411 4186 应用数学进展 
 

定的 k 有 ( ) ( ) ( ) ( )1
2

2 2
0

2 2
1

k
n n

k k
n n n

Var W E W
mξ ξ

σ−

=

Π 
 


− =
Π 

= ∑ 。 

接下来证明Var Wξ 收敛。令
( )
2

2n
n

n

m
m

α = 和
( )
2

2n
n

nm
σ

β = ，当
( )0
2
0

2
log 0

m
E

m
< ，

( )0
2
0

2
logE

m
σ+  

< ∞ 
 

时，

由引理 1，可得 ( ) ( ) ( )2
2 2

0

2 2
sup 1 n n

n
n n n n

E W
mξ

σ∞

=

 Π
= + < ∞ 

Π 
∑ 几乎必然成立。因此在 Pξ 下， nW 以 2L 收敛到 W，

且 ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 2

0

2 2
lim 1 n n

kk n n n

E W E W
mξ ξ

σ∞

→∞ =

 Π
= = +  

Π 
∑ ，可推出 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 2

0

2 2
1 n n

n n n

Var W E W
mξ ξ

σ
ξ

∞

∞
=

 Π
= − = ∆ = < ∞ 

Π 
∑ 几乎必然成立。 

这就完成了定理 1 的证明。 
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下面将证明
0 ,n nY 的 Fuk-Nagaev 型不等式。 
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因此当 0
2

nx σ
< ≤ ，利用独立同分布随机变量和的 Fuk-Nagaev 型不等式[14]，可得 
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 
 
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
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 
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 
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               (6) 

由(5)和(6)可知，对所有的 0
2

nx σ
< ≤ ， ( ) ( )0

2

2 2, 2
exp

2 2 pn n
p

p

Cx
V x

P Y x
n −

 
− + 
 

≥ ≤ 。 

当
2

nx σ
≥ 时，有 ( )0 , 3 4n nP x I IY ≥ ≤ + ，其中

03 ,
1 2

n

n n i
i

xI P η +
=

 = ≥ 
 
∑ ， 0 ,

4

log
2

n nW xI P
nσ

 
= ≥ 

 
。再次利用

独立同分布随机变量和的 Fuk-Nagaev 型不等式[14]，有 

( )

( )

2

1 2

3 2 2 2
2

22exp exp .1 2 2
2 2

p
p p

p p p

x
nC CxI

V n xxV n

− +

−

  
      ≤ − + ≤ − +   

    
     

                   (7) 
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由马尔可夫不等式及 1nEW = ，对
2

nx σ
≥ ，我们有 

( )0 04 , , 2 2
exp exp exp .

2 2 2 2
p

n n n n p p

Cx n x n x nI W EW
n x

P σ σ σ
−

           ≥ ≤ − − ≤                 
=


=          (8) 

由(7)和(8)可知，对所有的
2

nx σ
≥ ， ( ) ( )0

2

2 2, 2
exp

2 2 pn n
p

p

Cx
V x

P Y x
n −

 
− + 
 

≥ ≤ 。 

这就完成了定理 2 的证明。 
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